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Druck  von  B.  G.  Teubner  in  Dreiden. 


Vorrede. 


Über  die  Anlage  dieses  Buches  und  den  Zweck,  welchen 
ich  bei  Abfassung  desselben  im  Auge  hatte,  ist  das  Nötige 
in  den  drei  ersten  Paragraphen  des  ersten  Kapitels  gesagt 
worden. 

Es  bleibt  mir  nur  übrig,  den  Wunsch  auszusprechen, 
dass  diese  Schrift  nicht  nur  seitens  derjenigen  Fachgenossen, 
deren  Untersuchungen  auf  die  in  derselben  behandelten 
Probleme  Bezug  haben ,  einige  Beachtung  finden,  sondern 
dass  dieselbe  auch  Studierenden  eine  Ergänzung  zu  dem  in 
Vorlesungen  über  sphärische  Trigonometrie ,  Polyedrometrie, 
4ie  Elemente  der  analytischen  Geometrie  und  der  Algebra 
gebotenen  Stoffe  gewähren  und  zu  weiteren  Untersuchungen 
anregend  sein  möge.  Ich  würde  mich  für  die  auf  dieses 
Buch  verwandte  Mühe  reichlich  belohnt  finden,  wenn  das- 
selbe Veranlassung  bieten  sollte,  dass  dem  in  ihm  behan- 
delten besonderen  Teile  der  Raumgeometrie,  dessen  Pflege 
auch  für  die  Übung  in  der  räumlichen  Anschauung  eine 
nicht  zu  unterschätzende  Bedeutung  haben  dürfte,  auf  den 
Hochschulen  etwas  mehr  Beachtung  geschenkt  würde. 

Universität  Marburg,  im  Mai  1883. 

Edmund  Hess. 
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Erstes  Kapitel. 
Vorbereitende  Bemerkungen  und  Hilfssätze. 


§  1.    Stellung  der  Aufgabe. 

Das  im  Folgenden  zu  behandelnde  Problem  der  Kugel- 
teilung soll  die  Einteilung  einer  Kugelfläche  in  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen 
Polygonen  zum  Gegenstande  haben.  Dieses  Problem  bildet 
selbst  nur  einen  besonderen  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe^ 
die  Kugelfiäche  in  eine  Anzahl  sphärischer  Figuren  einzu- 
teilen, deren  Grenzlinien  irgend  welche  ^JKlurven  sind  imd 
welche  entweder  nur  an  Fläche  gleich  ^)^  oder  kongruent 
oder  symmetrisch -gleich  sind. 

Obgleich  aber  die  angegebene  Beschränkung  nur  einen 
besonderen  Fall  bedingt,  so  ist  dieser  doch  von  der  grössten 
Wichtigkeit  und  gewährt  ein  bedeutendes  Interesse,  einmal 
wegen  der  verhältnissmässig  geringen  Schwierigkeit  der  Auf- 
lösung, dann  aber  wegen  der  mannigfachen  Beziehungen  und 
Anwendungen,  welche  die  Resultate  für  die  verschiedensten 
Disziplinen  der  Mathematik,  wie  Polyedrometrie  einerseits, 
Algebra  und  Funktionentheorie  andererseits  darbieten.  Zu- 
dem ergeben  die  Lösungen  dieser  besonderen  Aufgabe  auch 
mit  Leichtigkeit  für  viele  Fälle  Lösungen  der  allgemeineren 
Aufgabe. 

Wir  können  dem  Probleme  auch  folgende,  etwas  prä- 
zisere Fassung  geben: 

Es  soll  eine  gegebene  Kugelfläche  mit  einem 
Netze  von  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen  Poly- 
gonen (einem  gleichflächigen  Netze)  überzogen,  oder 

1)  Ein  einfaches  Beispiel  fSr  eine  Einteilung  der  Kugelfiäche  in 
fiächengleiche  Teile  bietet  diejenige  durch  Parallelkreise,  deren  Ebenen 
den  zu  ihnen  senkrechten  Eugeldurchmesser  in  gleiche  Teile  teilen. 

Hos8,  Kugelteiinng.  1 
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es  sollen  alle  Fälle  ermittelt  werden^  in  welchen 
ein  sphärisches  Polygon  nebst  seinen  kongruenten 
oder  symmetrischen  Wiederholungen  eine  geschlos- 
sene Fläche  bildet^  welche  die  Eugelfläche  ein-  oder 
mehrere  Mal  bedeckt.  Unter  sphärischen  Polygonen  sind 
hierbei  immer  solche  zu  verstehen,  deren  Seiten  durch  Haupt- 
kreisbogen gebildet  werden.  Durch  die  Ebenen  dieser  Haupt- 
kreise wird  alsdann  der  durch  die  Kugelfläche  eingeschlossene 
Raum  in  die  entsprechende  Anzahl  von  kongruenten  oder 
symmetrisch -gleichen  Eugelsektoren,  oder  der  ganze  Raum 
in  die  entsprechende  Zahl  von  gleichen  konzentrischen  räum- 
lichen Winkeln  geteilt. 

Die  Lösungen  des  angegebenen  Problems  liefern,  wie 
sich  im  Folgenden  herausstellen  wird,  zugleich  auch  die- 
jenigen der  Aufgabe,  alle  auf  einer  Kugelfläche  mög- 
lichen Punktsysteme  aufzufinden,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  um  einen  jeden  Punkt  die  übrigen 
in  übereinstimmender  Weise  gruppiert  sind,  Punkt- 
systeme, welche  man  regelmässige  Punktsysteme^) 
nennen  kann  und  durch  deren  Verbindung  mittelst 
Hauptkreise  die  gleicheckigen  sphärischen  Netze 
erhalten  werden. 

§  2.  Terwandte  llntersnchungen. 

Die  beiden  bezeichneten  Aufgaben  sind  bereits  mehrfach 
von  verschiedenen  Autoren  mit  Rücksicht  auf  besondere  An- 
wendungen behandelt  und  gelöst  worden. 

So  hat  Riemann  in  seiner  Abhandlung:  ,,Über  die 
Fläche   vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener   Begrenzung ''') 


1)  Die  regelmässig  ebenen  Punktsysteme  von  unbegrenzter  Aus- 
dehnung, sowie  die  regelmässigen  allseitig  unendlichen  Punkt- 
systeme hat  Herr  L.  Sohncke  in  yerschiedenen  Schriften  behandelt, 
Borch.  Joum.  Bd.  77  p.  47  — 101.  Die  unbegrenzten  regelmässigen 
Punktsysteme  u.  s.  w.,  Karlsruhe,  Braun  1876.  Entwickelung  einer 
Theorie  der  Erystallstruktur,  Leipzig,  B.  G.  Teubner  1879. 

2)  Abhandl.  der  k.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  zu  Göttingen  18.  Bd., 
yergl.  auch  die  Bearbeitung  Ton  E.   Hattendorff,  GOttingen  1867. 
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und  ebenso  H.  Schwarz  in  verschiedenen  Abhandlungen^) 
eine  Anzahl  der  möglichen  Lösungen  jener  Aufgabe  behandelt, 
indem  die  Bestimmung  jener  Minimalfiächen  leicht  gelingt, 
wenn  die  Abbildung  derselben  auf  die  Eugelfläche  und  ihre 
symmetrischen  und  kongruenten  Fortsetzungen  eine  geschlos- 
sene Fläche  bilden^  welche  die  Eugelfläche  einfach  oder  mehr- 
fach bedeckt.  Femer  hat  H.  Schwarz  im  Anschluss  an 
seine  Untersuchungen  über  die  konforme  Abbildung  der  Ober- 
fläche eines  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Polyeders  auf  die 
Oberfläche  einer  Kugel  in  einer  Abhandlung  ^^über  gewisse 
Fälle  der  hypergeometrischen  Reihe')''  die  wesentlichen  Fälle, 
in  welchen  ein  sphärisches  Dreieck  zu  einer  endlichen  Anzahl 
von  symmetrischen  oder  kongruenten  Wiederholungen  führt, 
in  einer  Tabelle')  zusammengestellt. 

Weiterhin  haben  die  in  den  letzten  Jahren  erschienenen 
Arbeiten  von  F.  Klein^)  und  die  mit  denselben  in  naher 
Beziehung  stehenden  von  Wedekind*\  Gordan^,  Brios- 
«hi'),  Puchta®),  W.  Dyck^)  u.  a.  unter  Benutzung  der 
geometrischen  Darstellung  binärer  Formen  höchst  interessante 
und  überraschende  Beziehungen  jener  beiden  Probleme  zu 
gewissen  Aufgaben  der  Algebra  und  der  Funktionentheorie  zu 
Tage  gebracht  1^). 

1)  Monatsber.  der  Berl.  Akademie  1865  p.  150  und  1870  p.  767; 
Verhandlungen  der  Berlin.  Akadem.  1872  p.  3— 27;  Borchardta  Journal 
Bd.  70  p.  106  —  121  und  p.  121  —  137. 

2)  Borchardta  Joum.  Bd.  75  p.  292  ff.;  vergl.  auch  Am  stein, 
Dissert.,  Zürich  1872. 

3)  L.  c.  S.  823;  vergl.  auch  eine  Bemerkung  von  Steiner,  Ge- 
sammelte Werke  Band  II  p.  305  Anm. 

4)  Mathem.  Annalen  Bd.  IX  p.  186 ff.,  Bd.  XI  p.  116 ff.,  Bd.  XII 
p.  167 ff.  und  p.  503ff.,  Bd.  XIV  p.  lllff.  und  p.  428ff. 

6)  Mathem.  Annalen  Bd.  IX  p.  209  ff. 

6)  Ibid.  Bd.  XII  p.  23 ff.  und  p.  147  ff. 

7)  Ibid.  p.  401  ff. 

8)  Das  Oktaeder  und  die  Gleichung  vierten  Grades,  Wien  1879. 

9)  Dissert.,  München  1879,  und  Math.  Ann.  Bd.  XVII  p.  473. 
10*^  Über   diese  allgemeinen  „gruppentheoretischen'*  Unter- 
suchungen   vergl.   man   W.  Dyck,   Mathem.  Ann.  Bd.  XX  p.   1 — 44 
nebst  den  dort  aufgeführten  Litteraturangaben. 

1* 
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Die  Bestimmung  der  regelmässigen  Punktsysteme  von 
unbegrenzter  Ausdehnung  ist  als  Lösung  eines  Problems  der 
Kinematik  zuerst  von  C.  Jordan^)  gegeben  worden,  an 
dessen  Arbeit  sich  die  bereits  erwähnte  von  Sohncke  unter 
spezieller  Berücksichtigung  der  Anwendung  auf  die  Theorie 
der  Krystallstruktur  anschliesst.  Die  bei  unseren  Betrach- 
tungen auftretenden,  auf  einer  Eugelfläche  gelegenen  regel- 
mässigen Punktsysteme  bilden  den  besonderen  Fall  jener 
allgemeineren  Systeme,  bei  welchem  sich  die  von  Sohncke 
sog.  Deckbewegungen,  welche  im  allgemeinen  Schrau- 
bungen sind,  durch  Wegfall  der  Schiebungen  auf  Drehungen 
(Rotationen)  reducieren.  Aus  diesen  regelmässigen  Punkt- 
systemen auf  der  Kugel  und  den  durch  sie  bestimmten  gleich- 
eckigen Netzen  lassen  sich  umgekehrt  die  gleichflächigen 
Netze,  welche  bei  unserer  Untersuchung  in  den  Vordergrund 
gestellt  werden,  herleiten. 

Als  die  einfachste  und  nächstliegende  Anwendung  der 
die  Kugelfläcbe  bedeckenden  gleichflächigen  und  gleicheckigen 
Netze  dürfte  wohl  die  Konstruktion  der  gleichflächigen  und 
der  gleicheckigen,  speziell  der  regulären  und  der  Archi- 
medeischen  Polyeder  zu  betrachten  sein.  Diese  Bezie- 
hungen sind  bereits  von  Legendre^),  Meier-Hirsch*),  Ca- 
talan*),  Jordan^),  Sohncke^  u.  a.  untersucht,  meines 
Wissens  aber  nach  dieser  Seite  hin  nirgends  vollständig 
verfolgt  und  entwickelt  worden.  Ich  selbst  habe  im  An- 
schluss    an    die  Arbeiten    von   Hessel^   die  gleichflächigen 


1)  Memoire   sur  les   groupes  de  mouvements,  Annali  di  mate- 
matica-  S.  II  T.  II  p.  167  —  215  und  322—346. 

2)  Geometrie. 

3)  Sammlung  geometr.  Aufgaben  II  p.  65  fF.  und  p.  127flf.;  vergl. 
auch  Baltzer,  Elemente,  Stereometrie  §  7. 

4)  Memoire   sur   la   th^orie    des    polyedres,   Journal   de   Tdcole 
polyt.  T.  XXIV  p.  1-71. 

5)  Borchardts  Joum.  Bd.  66.  p.  22  if. 

6)  Grunerta  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  XLVII  p.  39—45. 

7)  Gehlers    physik.  Lexikon,   Artikel:   Krystall;    und   Übersicht 
der  gleicheckigen  Polyeder  u.  s.  w.,  Marburg  1871. 
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und  die  gleicheckigen  Polyeder  zuerst  als  die  allgemeineren 
Fälle  der  sog.  Archimedeischen  Polyeder  behandelt  und 
insbesondere  in  verschiedenen  Mitteilungen^)  und  Schriften^) 
Studien  über  die  gleicheckigen  und  die  gleichflächigen  Po- 
lyeder höherer  Art  und  im  Zusammenhange  hiermit  Ver- 
schiedene, teilweise  neue  Lösungen  jenes  Problems  der  Eugel- 
teilung  bekannt  gemacht. 

%  3.  Übersicht  über  die  nachfolgeudeu  Betrachtungen. 

unter  diesen  Umständen  dürfte  der  in  dem  Nachfolgenden 
unternommene  Versuch,  die  die  Kugelfläche  bedeckenden 
gleichflächigen  und  gleicheckigen  Netze  systematisch  abzu- 
leiten und  ihre  wichtigsten  Eigenschaften  und  Anwendun- 
gen zu  entwickeln,  nicht  ganz  ungerechtfertigt  erscheinen. 
Von  den  Anwendungen  sind  vorzugsweise  und  fast  aus- 
schliesslich diejenigen  auf  die  Theorie  der  gleichflächigen  und 
der  gleicheckigen  Polyeder  bezöglichen  behandelt,  während 
die  an  und  für  sich  so  sehr  interessanten  algebraischen  und 
funktionentheoretischen  Beziehungen  —  dem  Zwecke  der 
Schrift  entsprechend  —  nur  kurz  berührt  worden  sind. 

Die  nachfolgenden  Angaben  mögen  über  den  Plan  und 
den  Inhalt  der  Schrift  eine  Orientierung  gewähren. 

In  den  ersten  Kapiteln  wird  die  Bestimmung  der  ein- 
fachen (die  Kugelfläche  einmal  bedeckenden)  gleichflächigen 
und  der  diesen  zugeordneten  oder  speziell  konjugierten  gleich- 
eckigen Netze  ausgeführt.  Zunächst  ergeben  sich  die  regu- 
lären Netze,  sodann  der  Reihe  nach  diejenigen  gleichflächi- 
gen Netze,  welche  durch  sphärische  Dreiecke,  Vierecke  und 


1)  Sitzungsberichte  der  G eselisch.  z.  Beförderung  der  gesamten 
Naturwissensch.  zu  Marburg  1872  p.  81—92;  1875  p.  1  —  20;  1877 
p.  1  —  13;  1878  p.  16  —  23;  1879  p.  1—20;  1880  p.  55  —  68;  1882 
p.  9  — 12.  Vergl.  auch  Tageblatt  der  Naturforscherversammlung  zu 
Cassel  1878  p.  38. 

2)  über  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder, 
Cassel  1876,  Th.  Kay.  Über  vier  Archimedeische  Polyeder  höherer  Art, 
Cassel  1878 ,  Th.  Kay. 
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Fünfecke  gebildet  sind.  Jedem  solchen  gleichflächigen  Netze 
ist  ein  gleicheckiges  Netz  oder  eine  Vielheit  Yon  gleich- 
eckigen Netzen  zugeordnet,  deren  Eckpunkte  homologe 
Punkte  der  Flächen  des  ersteren  Netzes  sind.  Hierbei  bietet 
sich  das  Vorhandensein  gewisser  Symmetrieaxen  und  Sym- 
metrieebenen als  ein  für  die  'Beschaffenheit  der  Netze  charak- 
teristisches Merkmal  dar. 

Den  gleicheckigen  Netzen  sind  die  gleicheckigen  Polyeder 
ein-,  die  gleichflächigen  Polyeder  umgeschrieben,  während 
den  gleichflächigen  Netzen  entweder  überhaupt  keine  oder 
nur  besondere  Varietäten  von  gleichflächigen  Polyedern  ein-, 
von  gleicheckigen  Polyedern  umgeschrieben  werden  können. 
So  ergeben  sich  bei  der  Herleitung  jener  Netze  sofort  die 
gleicheckigen  und  die  gleichflächigen  Polyeder  erster  Art, 
von  welchen  die  Archimedeischen  und  Platonischen  Polyeder 
besondere  Fälle  darstellen.  Die  sphärischen  Netze  selbst 
werden  passend  nach  diesen  zugehörigen  Polyedern  benannt. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  hierbei  hervortre- 
tende und  bisher  noch  wenig  beachtete  Unterschied  zwischen 
festen  und  veränderlichen  (oder  beweglichen)  gleich- 
flächigen Netzen,  welcher  einen  entsprechenden  Unterschied 
für  die  diesen  Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze 
bedingt. 

Es  folgt  sodann  die  Anordnung  der  abgeleiteten  Netze 
und  der  zugehörigen  Polyeder  in  bestimmte  Hauptgruppen, 
aus  welcher  weitere  Beziehungen  resultieren.  Als  eine  nicht 
uuinteressante  Anwendung  dieser  Betrachtungen  ist  hier  auch 
kurz  die  Theorie  gewisser  räumlicher  Winkelspiegel  (der  Po- 
lyeder-Kaleidoskope) behandelt  worden. 

In  den  folgenden  Kapiteln  ist  die  analytische  Darstellung 
der  abgeleiteten  Netze  und  Polyeder  unter  Benutzung  der 
Hilfsmittel  der  analytischen  Geometrie  durchgeführt  worden. 
An  diese  reiht  sich  passend  die  Darstellung  durch  gewisse 
binäre  Formen  an,  wobei  sich  Gelegenheit  bietet,  die  oben 
erwähnte  Bedeutung  jener  Gebilde  für  gewisse  Probleme  der 
Algebra  und  der  Funktionentheorie  kurz  zu  erörtern.  End- 
lich wird  hier  auch  Veranlassung  genommen,  mehrfache  Er- 
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Weiterungen  der  bisherigen  Betrachtiingen  zu  berücksichtigen; 
hierbei  kommen  insbesondere  die  sog.  Steinersche  Verwandt- 
schaft, die  Eigenschaften  eines  vollständigen  regulären  Vier- 
seits  und  Vierecks,  sowie  diejenigen  eines  sog.  zehnfach 
Brianchonschen  Sechsecks  zur  Anwendung. 

Das  letzte  Kapitel  ist  der  Behandlung  der  Aufgabe  ge- 
widmet, die  die  Kugel  mehrfach  bedeckenden  gleich- 
flächigen und  gleicheckigen  Netze  herzuleiten.  Diese  Netze 
resultieren  aus  den  früher  behandelten  Netzen;  doch  habe 
ich  mich  wegen  der  grossen  Zahl  der  möglichen  Lösungen 
darauf  beschränkt^  einmal  die  wichtigsten  Methoden  der 
Uerleitung  zu  entwickeln,  und  sodann  dieselben  hauptsächlich 
auf  die  Bestimmung  der  festen  gleichflächigen  und  der 
entsprechenden  gleicheckigen  Netze  höherer  Art  anzuwenden. 
Die  Bestimmung  der  veränderlichen  derartigen  Netze^  welche 
als  ein  noch  nicht  vollständig  gelöstes  Problem  bezeichnet 
werden  muss,  ist  nur  für  einige  Fälle  angedeutet  worden; 
ebenso  sind  die  sog.  diskontinuierlichen  Netze  und  diejenigen 
mit  nicht  konvexen  Grenzflächen  in  der  Regel  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlossen  worden. 

Die  erwähnten  festen  Netze  höherer  Art,  welche  auch 
in  analytischer  Beziehung  viele  interessante  Eigenschaften 
darbieten,  ergeben  mit  Leichtigkeit  die  zugehörigen  gleich- 
eckigen und  gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art,  so  z.  B.  die 
bekannten  Kepler -Poinsotschen,  die  Archimedeischen 
Polyeder  höherer  Art  und  eine  Reihe  von  Polyedern,  welche 
von  mir  zuerst  abgeleitet  worden  sind. 

Es  sei  noch  bemerkt;  dass  die  zu  der  Herleitung  der 
sphärischen  Netze  und  der  zugehörigen  Polyeder  angewendete 
Methode  mehrfach  in  naher  Beziehung  zu  der  von  J.  6.  Grass- 
inann^),  Whewell*),  Miller^)  u.  a.  benutzten  steht,  welche 
jene  Forscher  ausschliesslich  für  krystallographische  Zwecke 
verwertet  haben,   ähnlich   wie   dies  in  den    oben   erwähnten 

1)  Zur  physischen  Krystallonomie  und  geometrischen  Kombina- 
tionslehre 1829. 

2)  Philosophical  Transactions  1825  p.  87. 

3)  A  treatise  on  crystallographie  1839. 
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Arbeiten  von  Sohncke,  Hassel,  Bravais^)  u.  a.  ge- 
schehen ist.  Auf  diese  krystallographischen  Anwendungen 
ist  in  den  folgenden  Untersuchungen,  für  welche  ausschliess- 
lich der  rein  mathematische  Gesichtspunkt  massgebend  war, 
keine  besondere  Bücksicht  genommen  worden,  wiewohl  viel- 
fach die  analytischen  Entwickelungen  auch  für  den  Krystallo- 
graphen  nicht  ohne  Interesse  sein  dürften.  Dagegen  hat 
dem  Zwecke  dieser  Schrift  entsprechend  zumal  in  den  letzten 
Kapiteln  das  ikosaedrische  System ,  welches  für  die  Krystallo- 
graphie  nicht  in  Betracht  kommt,  eine  ausgedehnte  Berück- 
sichtigung gefunden. 

§  4.  Über  reguläre  sphärische  Polygone. 

Da  bei  den  herzuleitenden  Netzen  vorzugsweise  reguläre 
und  'halbreguläre  Polygone  als  Grenzflächen  auftreten  werden, 
so  sollen  die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Figuren  im 
Folgenden  kurz  aufgeführt  werden. 

1.  Ein  reguläres  sphärisches  n-Eck,  d.  h.  ein  sowohl 
gleichkantiges ^),  als  gleicheckiges  Polygon,  wird  erhalten, 
wenn  man  die  aufeinanderfolgenden  Teilpunkte  eines  in 
n  gleiche  Teile  geteilten  kleinen  Eugelkreises  durch  Haupt- 
kreisbogen verbindet. 

Wir  setzen  hierbei  immer  die  gleichen  Kanten  a  (d.  h. 
die  Zentriwinkel  der  Bogen)  und  die  gleichen  Innenwinkel  A 
als  zwischen  0^  und  180°  liegend  voraus,  betrachten  also  nur 
sog.  gemeine  sphärische  Polygone.  (Ersetzt  man  bei  einem 
gemeinen  sphärischen  Polygone  entweder  alle  Kanten  oder 
alle  Innenwinkel  oder  beide  zugleich  durch  ihre  Ergänzungen, 
zu  360°,  so  erhält  man  bei  derselben  Reihenfolge  der  Verbin- 
dung noch  drei  Polygone  mit  beziehungsweise  überstumpfen 
Kanten  und  Innenwinkeln.) 

1)  Journal  de  Tdcole  polyt.  T.  XIX  p.  1  — 128. 

2)  Wir  werden  nach  dem  Vorgange  von  Möbius,  der  die  eine 
geradlinige  Figur  begrenzenden  Linien  Kanten  nennt ,  auch  die  ein 
sphärisches  Vieleck  begrenzenden  Hauptkreisbogen  als  (sphärische) 
Kanten  bezeichnen. 
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2.  Die  n  vom  Mittelpunkte  des  regulären  Polygons  nach 

dessen  Eckpunkten  gehenden  Radien  stellen  ein  System  von 

3600 
n  unter  Winkeln  von  gegeneinander  geneigten  Haupt- 
halbkreisen dar,  ebenso  die  n  vom  Mittelpunkte  nach  den 
Mitten  der  Kanten  gehenden  Radien  des  konzentrischen^ 
dem  Polygone  eingeschriebenen  Kreises  ein  zweites  derartiges 
System,   welches   aus   dem   ersteji  durch  eine  Drehung  von 

JgQO 

um  den  Kugelradius  des  Mittelpunkts  als  Axe  erhalten 

wird.  Ist  n=^2v  eine  gerade  Zahl,  so  fallen  je  zwei  nach 
gegenüberliegenden  Eckpunkten  gezogene  Radien,  und  eben- 
so je  zwei  nach  gegenüberliegenden  Kantenmitten  gehende 
Radien  in  einen  Hauptkreis  zusammen,  welcher  das  Polygon 
in  zwei  symmetrische  Hälften  teilt  (dessen  Ebene  eine 
Symmetrieebene  für  das  Polygon  ist).  Ist  n  eine  unge- 
rade Zahl,  so  fallen  in  jedem  der  n  Symmetriehauptkreise 
je  ein  Eckradius  und  der  nach  der  gegenüberliegenden  Kanten- 
mitte gehende  Radius  zusammen.  Diese  n  Symmetriehaupt- 
kreise zerteilen  in  beiden  Fällen  das  reguläre  n-Eck  in  2n 
rechtwinklige  sphärische  Dreiecke,  von  denen  je  zwei  be- 
nachbarte, welche  längs  eines  Eck-  oder  eines  Kantenradius 
aneinander  stossen,  in  Beziehung  auf  diesen  symmetrisch  sind. 
Im  ersteren  Falle  (n  gerade)  ist  die  Gegenfigur  zu 
der  Figur  des  regulären  n-Ecks  symmetrisch  in  Beziehung 
auf  den  Äquator  des  Mittelpunktes,  im  zweiten  Falle  (n  un- 
gerade) ist  die  Ebene  dieses  Äquators  keine  Symmetrie- 
ebene für  Figur  und  Gegenfigur;  die  Symmetrie  würde  erst 
stattfinden,  wenn  die  Figur  (oder  die   Gegenfigur)  um  den 

nacli  dem   Mittelpunkte  des   n-Ecks  giehenden  Kugelradius 

180^ 

eine  Drehung  von  erführe. 

n 

3.  Bedeutet  «  die  Kante,  A  den  Innenwinkel,  H  den 
Radius  des  um-,  Pden  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises, 
E  den  Exzess,  aus  welchem  sich  durch  Multiplikation  mit 

i«nö  ^®'  Flächeninhalt  des  w-Ecks  ergiebt,  wo  r  den  Kugel- 
radius  bezeichnet,  so  bestehen  folgende  Relationen: 


10    Erstes  Kapitel.    Vorbereitende  Bemerkungen  und  Hilfssätze. 


1«) 


cos^  a.sin-^Ä'^ cos 


n 


■n      tang^a            ^        ,    180®      ,    ,    . 
lang  /i-=  —  i  a    5   cosE^cotg .cotg-^Ä ; 

Z 

IgQO 

tang  P=  tang  ^  A . sin \  a\  sinF^ cotg . tang -| a^; 

i:  =  «^-(n-2)  180®. 

4.  Die  Polarfigur  eines  regulären  n-Ecks,  fttr  welche 
die  begrenzenden  Hauptkreise  die  Aquatoren  zu  den  Eck- 
punkten dieses  und  deren  Eckpunkte  die  Pole  zu  den  be- 
grenzenden Hauptkreisen  dieses  als  Aquatoren  sind,  ist  ein 
zu  diesem  konzentrisches  reguläres  n-Eck«  Werden  die  ana- 
logen Grössen  der  Polarfigur  durch  accentuierte  Buchstaben 
bezeichnet,  so  gelten  die  einfachen  Beziehungen: 

.   1  a(i>+  A  «  180®,    a  +  ^(^>=  180®,    P<^)+  R  ==  90®, 
^^  [P+  R'^^ 90®,    J?(^)- 360® -na. 

5.  Der  oben  angegebenen  Konstruktion,  nach  welcher  man 
vom  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  von  n  unter  gleichen 

Winkeln  («= )  gegeneinander  geneigten  Haupthalbkreisen 

aus  auf  diesen  denselben  Bogen  (-^i?)  abschneidet  und  die 
so  erhaltenen  aufeinanderfolgenden  Punkte  durch  Hauptkreis- 
bogen verbindet,  entspricht  polar  die  folgende:  Durch  n 
die  Peripherie  eines  Hauptkreises,  welcher  der  Äquator  des 
Mittelpunktes  .jenes  regulären  n-Ecks  ist,  in  gleiche  Teile 
teilende  Punkte  lege  man  Hauptkreise  unter  gleichen 
Winkeln  («=  2J);  diese  Hauptkreise  stehen  normal  zu  den 
Eckradien  des  ursprünglichen  n-Ecks.  Man  bestimme  so- 
dann die  Schnittpunkte  je  zweier  aufeinanderfolgenden  dieser 
Hauptkreise,  so  sind  dieselben  die  Eckpunkte  eines  regu- 
lären n-Ecks,  dessen  Kanten  einen  Parallelkreis  vom  Radius 
pa)=90®-JB  berühren. 

6.  Ein  reguläres  sphärisches  n-Eck  der  3**^°  Art  (stern- 
förmiges reguläres  n-Eck)  wird  erhalten,  wenn  man  bei 
der  ersten  Konstruktion  jeden  Punkt  mit  dem  q  +  1*®°  darauf 
folgenden  verbindet,  bei  der  zweiten  Konstruktion  jeden  Haupt- 
kreis mit  dem  q  + 1*®°  darauf  folgenden  zum  Schnitte  bringt. 


§  4.  Über  halbreguläre  sphärißche  Polygone.  H 

zz=  }i 2  =^w 1 

Die  Zahl  q  muss  prim  zu  n  und  <  für  gerade^  < 

für  ungerade  n  sein;  ist  q  nicht  prim  zu  n^  so  werden  Systeme 
von  sich  regelmässig  kreuzenden  regulären  n'-  Ecken  (n!  <  n) 
niederer  Art,  als  q  erhalten. 

Für  ein  reguläres  sphärisches  7» -Eck  der  g*®°  Art  gelten 

die  Relationen  : 

1800 


ly) 


cos^a^ ,  sin-^ Äq  ^  cosq 

n 

E,j^7i.Aq-(n'-2q)iSO^ 


§  5.  Über  halbreguUre  sphärische  Polygone. 

unter  halbreguläreu  sphärischen  Polygonen  verstehen 
wir  solche,  welche  entweder  nur  gleicheckig  oder  nur 
gleichkantig  sind^).  Ein  gleicheckiges  Polygon  hat 
gleiche  Innenwinkel  und  abwechselnd  gleiche  Kanten;  seine 
Eckpunkte  liegen  auf  einem  kleinen  Kugelkreise.  Ein  gleich- 
kantiges Polygon  hat  gleiche  Kanten  und  abwechselnd 
gleiche  Innenwinkel;  seine  Kanten  berühren  einen  kleinen 
Kugelkreis.  Von  den  beiden  Figuren  ist  die  eine  die  Polar- 
figur der  andern. 

1.  Ein  gleicheckiges  Polygon  (erster  Art)  wird  er- 
halten^ wenn  man  von  dem  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte 

(360% 
= j 

gegeneinander   geneigten  Haupthalbkreisen  ^  wobei  das  eine 

QfifiO 

System  aus  dem  andern  durch  eine  Drehung   von  x  . 

n 

(0<x<l)  um  den  Radius  des  Schnittpunktes  entsteht,  auf 
den  sämtlichen  Haupthalbkreisen  gleiche  Bogen  (r^B)  ab- 
schneidet und  die  aufeinanderfolgenden  Schnittpunkte  durch 
Hauptkreisbogen  verbindet.  Die  sämtlichen  2  n  Innenwinkel 
der  erhaltenen  Figui*  sind  gleich  (*=»-4),  dagegen  die  Kanten 
abwechselnd  gleich,  wobei  die  n  Kanten  von  der  einen  Be- 
schaffenheit (j=^ccy)  von  einem  Kreise  vom  Radius  P^,  die  n 

1)  Vergl.  hierüber  des  Verfassers  Schrift:  „ über  gleicheckige  und 
gleichkantige  Polygone",  Cassel  1874,  Th.  Kay. 
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anderen  Kanten  (=^a^)  von  einem  Kreise  vom  Radius  P^  in 
ihren  Mittelpunkten  berührt  werden;  beide  Kreise  sind  mit 
dem  dem  2n-Eck  umgeschriebenen  konzentrisch. 

Jeder  die  Mittelpunkte  zweier  gegenüberliegender  Kauten 
verbindende  und  auf  diesen  senkrecht  stehende  Hauptkreis 
(für  gerade  n  sind  je  zwei  gegenüberliegende  Kanten  gleich, 
für  ungerade  n  dagegen  verschieden)  teilt  die  Figur  in  zwei 
symmetrische  Hälften;  jede  Ecke  des  2 w -Ecks,  deren  Winkel 
durch  den  zugehörigen  Eckradius  in  zwei  von  einander  ver- 
schiedene Winkel  A^^i^  und  A(2)  zerlegt  wird,  ist  daher  der 
zunächst  benachbarten  nur  symmetrisch   gleich. 

Wir  bezeichnen  daher  dies  Vieleck  als  ein  gleich - 
eckiges  {n  +  n)'kB.niiges  2.n-Eck,  wobei  —  wie  auch 
in  der  Folge  —  der  zwischen  die  Zahlen  2  und  n  gesetzte 
Punkt  die  2  n  Ecken  als  aus  zwei  Gruppen  von  je  n  rechten 
und  je  n  linken  Ecken  bestehend  kennzeichnen  soll. 

Dasselbe  lässt  sich  auch  einfach  als  eine  Kombination 
zweier  konzentrischer  regulärer  n-Ecke  erhalten,  bei  welchen 
die  Kanten  des  einen  die  Ecken  des  andern  gleichmässig 
und  gerade  abstumpfen. 

2.  Der  unter  1)  zuerst  angegebenen  Konstruktion  ent- 
spricht polar  die  folgende  eines  gleichkantigen  Polygons: 
Durch  jeden  Punkt  zweier  Systeme  von  je  n  Punkten,  welche 
die  Peripherie  eines   Hauptkreises  in  n  gleiche  Teile  teilen 

und  von  denen  das  eine  aus  dem  andern  durch  eine  Dre- 

360® 
hung  von  x (0  <  x  <  1)  um  die  im  Mittelpunkte  dieses 

Hauptkreises  errichtete  Normale  erhalten  wird,  lege  mau 
einen  Hauptkreis  unter  demselben  Winkel  («ü),  also  senk- 
recht zu  je  einem  Eckradius  des  gleicheckigen  Polygons. 
Die  aufeinanderfolgenden  Schnittpuhkte  je  zweier  so  kon- 
struierten Hauptkreise  bilden  die  Eckpunkte  eines  gleich- 
kantigen Polygons  mit  abwechselnd  gleichen  Ecken.  Die 
sämtlichen  gleichen  Kanten  berühren  einen  Kreis  vom  Radius 
po)«=  900-_jj^   so    dass    der    Berührungspunkt   jede    Kante 

a<») «  180« -  A  in  zwei  ungleiche  Stücke  a^] «  90« -  ^(d  und 

a<J]«90«-^(o)  teilt. 
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Die  n  Eckpunkte,  für  welche  die  Innenwinkel  gleich 
^^/^— 180^  — «1  sind,  liegen  auf  einem  Kreise  vom  Radius 
7?,*^  =  90°  — Pjj    ebenso    die    n  Eckpunkte,    für    welche    die 

Innenwinkel  gleich  -4^^^=  180^  — «g  sind,  auf  einem  zu  dem 
ersteren  und  de;n  eingeschriebenen  Kreise  konzentrischen 
Kreise  vom  Radius  JR^^^^- OO^-P^. 

Jeder  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte  (welche  für 
gerade  n  auf  demselben  Kreise,  für  ungerade  n  auf  ver- 
schiedenen Kreisen  liegen)  verbindende  Hauptkreis  teilt  die 
Figur  in  zwei  symmetrische  Hälften;  je  zwei  benachbarte 
Kanten  sind  daher  als  Teile  dieser  Figur  rücksichtlich  der 
beiden  Teilstrecken  einer  jeden  Kante  und  der  beiden  der- 
selben  anliegenden  Winkel  als  symmetrisch  gleich  zu 
betrachten. 

Man  kann  ein  solches  Vieleck  als  ein  gleichkantiges 
(n  +  n)-eckiges  2.n-Kant  bezeichnen.  Dasselbe  lässt  sich 
auch  als  eine  solche  Kombination  zweier  konzentrischen 
regulären  w-Ecke  erhalten,  bei  welcher  die  Eckpunkte  des 
einen  auf  den  gleichmässig  verlängerten,  nach  den  Kanten- 
mitten des  andern  gehenden  Radien  liegen. 

3.  Unter  Anwendung  der  unter  1)  und  2)  eingeführten 
Bezeichnungen  leitet  man  leicht  für  die  betrachteten  Polygone 
folgende  Relationen  ab: 

180^ 
sin  4"  «1  "=  cos  -J-  A^l^^  sin  li ,  sin  x ; 

IQQO 

cot(/  A(i)  «=  fang  a|f^^  ^cosR  .  tang  x ; 

180« 


2) 


sin  Y  «2  =  cos  l  A[p  =  sin  R  .  sin  (l  —  x) 

n 

JgQO 

cotg  A(2)  «=*  tringa\!^^  ^cosR  .  tang  (1  —x) ; 

Ao)  +  A^2)-A',  «[;]  +  «g)-a<»^;   ^-f  «(i>- 180«; 

cos  X    ^^^^  —  {<^os  \  a^ . sin  -4(i) «  sin  -\  A^^^ .  cos a [}J 
M         [ «  cotg  R .  tang  P^  =  fangP.  cotg  Rf-^^] 

,  X  180«      jcos -^a^ . sin  A(2)  —  sin -J  A2^ . cos «|J| 

^    n    ""  I  =  cotg  R .  tang  P^ « tang  P .  cotg  R\^. 
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Für  x^-j  resultieren  die  Formeln  für  ein  reguläres 
2  9t -Eck.  FQr  ü»4ö^  sind  das  gleicheckige  und  das  polare 
gleicbkantige  Polygon  demselben  Kreise  bezw.  ein-  und  um- 
geschrieben. 

Auch  gilt  f&r  die  gleicheckigen  und  die  gleichkantigen 

Polygone  ebenso  wie  für  die  regulären  die  Beziehung,  dass 

f&r  gerade  n  die  Gegenfigur  zu  der  Figur  symmetrisch 

in  Beziehung  auf  den  Äquator  des  Mittelpunktes  liegt,  dass 

aber   fQr   ungerade   n   diese   Symmetrie   nicht   stattfindet, 

sondern  erst  eintritt,  wenn  die  Figur  (oder  die  Gegenfigur) 

um  den  nach  dem  Mittelpunkte  derselben  gehenden  Radius 

180^ 
als  Axe  um  einen  Winkel  von gedreht  wird. 

4.  Aus  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  jedes  halb- 
regelmässigen  Polygons,  n  durch  den  Mittelpunkt  desselben 
gehende  Symmetriehauptkreise  zu  besitzen,  ergiebt  sich  noch 
eine  Entstehung  solcher  Figuren,  welche  mit  Rücksicht  auf 
später  folgende  Anwendungen^)   kurz   erwähnt  werden  soll. 

Wenn  man  innerhalb  eines  der  2n  sphärischen  Winkel, 
welche  durch  die  Symmetriehauptkreise  eines  regulären 
sphärischen  n-Ecks  gebildet  sind  (vergl.  §  4,  2),  irgend  einen 
Punkt  auf  der  Kugelfläche  annimmt  und  die  Ebenen  der 
beiden  einschliessenden  Hauptkreise  auf  ihren  Innenseiten  als 
spiegelnd  voraussetzt,  so  stellen  die  durch  die  vereinte  Wirkung 
dieser  beiden  Spiegel  entstehenden  Bilder  nebst  dem  Punkte 
selbst  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  2. n- Ecks  dar. 
Dies  folgt  sofort  aus  den  bekannten  Regeln,  welche  für  die 
Anzahl   und  Lage  der  Bilder  gelten,  die  von  einem  inner- 

halb    eines    ebenen   Winkelspiegels    von befindlichen 

Punkte  entstehen*).    Ein  gleichkantiges  Polygon  wird  eben- 
so durch  die  Spiegelung  eines  innerhalb  jenes  sphärischen 


1)  Vergl.  Kapitel  III  §  18,  5  und  Kapitel  IV  §  57. 

2)  Vergl.  z.  B.  die  einfache  und  erschöpfende  Darstellung  dieser 
Regeln  von  H.  Schubert,  Mitteilungen  der  Mathem.  Gesellsch.  in 
Hamburg,  1882  Nr.  2. 
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Winkels  liegenden  Hauptkreisbogens  erhalten,  der  durch  die 
einscbliessenden  Hauptkreise  begrenzt  wird. 

5.  Was  die  halbregelmässigen  Polygone  höherer  Art 
anlangt,  so  existieren  von  einem  (nH-^)- kantigen  (-eckigen) 
gleicheckigen  (gleichkantigen)  2. n- Ecke  (2. n- Kante)  so  viel 
Arten,  als  es  Primzahlen  zu  n  von  1  bis  n— 1  giebt^). 
Diese  Polygone  höherer  Art  lassen  sich  aus  denen  erster 
Art  bezw.  durch  passend^  Verbindung  der  Eckpunkte  oder 
durch  Verlängerung  der  Kanten  erhalten;  dieselben  können 
auch  für  bestimmte  Wertintervalle  der  Variabein  x  nicht 
konyex  werden,  d.  h.  überstumpfe  Ecken  und  Kanten,  sowie 
Flächenteile  mit  negativen  Zellenkoefficienten  darbieten. 


§  6.   Einige  kinematische  Hilfssätze. 

1.  Jede  sphärische  Figur  —  als  unveränderliches  sphä- 
risches. System  vorausgesetzt  —  kann  aus  einer  Lage  in 
jede  andere  mögliche  auf  der  Kugel  durch  Rotation  um  eine 
bestimmte  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehende  Axe  über- 
geführt werden.  Die  Endpunkte  dieser  Axe  (die  sog.  Doppel- 
punkte) werden  als  Schnittpunkte  der  beiden  sphärischen 
Perpendikel  erhalten,  welche  in  den  Mittelpunkten  zweier 
sphärischen  Sehnen  der  Systeme  errichtet  werden,  d.  h.  zweier 
solcher  Hauptkreisbogen,  welche  je  zwei  homologe  Punkte  der 
beiden  sphärischen  Systeme  verbinden. 

2.  Zwei  aufeinanderfolgende  Rotationen  um  zwei  Kugel - 
durchmesser  sind  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  um 
einen  dritten  Kugeldurchmesser.  Es  seien  a  und  b  die  End- 
punkte der  beiden  Axen,  um  welche  aufeinanderfolgend  Ro- 
tationen von  der  Amplitude  a  und  ß  ausgeführt  werden,  und 
zwar  diejenigen  Endpunkte,  für  welche  diese  Winkel  in  dem 
positiven  •  Sinne  (z.  B.  linksum  für  einen  die  Kugel  von 
aussen  betrachtenden  Beobachter)  beschrieben  werden.    Sind 


1)  Vergl.  des  Verfassers  oben  angeführte  Schrift:   „Über  gleich- 
eckige nnd  gleichkantige  Polygone**. 
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dann  ac  und  bc  Hauptkreisbogen,  welche  mit  dem  Haupt- 
kreise  ab  bezüglich  die  Winkel  cd 6«— — \a  und  c6a«  — -j/3 
bilden,  so  ist  der  Punkt  c  der  Endpunkt  der  resultierenden 
Kotationsaxe  Oc]  die  Amplitude  der  resultierenden  Rotation 
ist  360^  — 2.acfe,  oder  der  Aussen winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  abc  bei  c  giebt  die  halbe  Amplitude  der  resul- 
tierenden Rotation  an  (Eulers  Satz).^) 

3.  Eine  Axe  einer  sphärischen  Figur  oder  eines  Systems 
sphärischer  Figuren  (z.  B.  eines  durch  lückenlos  aneinander- 
schliessende  Polygone  gebildeten  sphärischen  Netzes)  werde 
n -zählig')  genannt,  wenn  bei  einer  vollen  Umdrehung  des 
Systems  um  diese  Axe  dasselbe  n-mal  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  kommt,  wobei  die  anfängliche  und  die  letzte  Stel- 
lung als  eine  gerechnet  werden.  Man  hat  also  ausser  der 
ursprünglich  gegebenen  sphärischen  Figur,  welche  fest  auf 
der  Eugelfläche  angenommen  wird,  eine  zweite  dieser  kon- 
gruente sich  starr  gemacht  zu  denken,  welche  um  jene  Axe 
drehbar  ist  und  durch  diese  Drehungen  zur  Koinzidenz  mit 
der  festen  Figur  gebracht  wird.  Für  eine  n- zählige  Axe  beträgt 
nach  obiger  Definition  die  kleinste  Drehung,  welche  die  be- 
wegliche Figur  aus  einer  Koinzidenz  mit  der  festen  Figur 

wiederum  in  eine  solche  bringt,  einen  Winkel   von  ^^»). 

Man  kann  auch  sagen,  dass  die  sphärische  Figur  in  Be- 
ziehung auf  eine  n- zählige  Axe  n  identische  Stellimgen 
derselben  Art  darbietet. 

4.  Der  nach  dem  Mittelpunkte  eines  regulären  sphärischen 
n-Ecks  oder  eines  halbregulären  2.n-Ecks  (oder  2.n-Kant8) 
gezogene  Kugelradius  stellt  eine  n-zählige  Axe  dieser  Fi- 
guren dar.     Die  n  sphärischen  Eckradien  oder  die  n  Kanten- 


1)  Die  einfachen  Beweise  dieser  Hilfssatze  1  und  2  findet  man  z.  B.  in 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  1 .  Teil  IV.  Kap. ;  S  o  h  n  c  k  e, 
Entwickelung  der  Theorie  der  Krystall struktur  §  4;  Jordan,  Memoire 
Bur  les  groupes  de  mouyements ,  Ann.  di  matem.  S.  II T.  II  p.  168 ff. 

2)  Nach  Sohncke  a.  a.  0.  Bravais  nennt  eine  solche  Axe  von 
der  Ordnungszahl  n,  Hessel  eine  n-gliedrige. 

3)  Yerg].  Sohncke  a.  a.  0.  Kapitel  II  und  III. 


§  7.  Einige  EigenBchaften  der  sphärischen  Netze.  \'J 

radien  eines  regulären  n-£cks,  deren  Verein  die  n  Symmetrie- 
haupt&reise  des  regulären  n-Ecks  oder  des  halbregulären 
2. n- Ecks  (oder  2. n- Kants)  darstellt,  bilden  jede  für  sich 
ein  solches  System,  welches  jenen  Kugelradius  zur  n-zähligen 
Axe  hat.  Betrachtet  man  umgekehrt  einen  Punkt  der  Kugel- 
fläche, welcher  in  einem  der  2n  durch  jene  n  Symmetrie- 
faauptkreise  gebildeten  Felder  liegt  und  dessen  zugehöriger 
sphärischer  Radius  mit  dem  nächsten  Symmetriehauptkreise 

360*^ 

einen  Winkel  «  x  . (0<3c<l)    bildet,   so    setzt   sich 

n 

eine  Deckbewegung  oder  eine  Rotation  von  der   Amplitude 

aus  zwei  aufeinanderfolgenden  Rotationen  von  der  Am- 

3600                       360® 
plitude  X  .  — '—  und  (1  —  x) zusammen,  von  denen  jede 

einer  Spiegelung  des  Punktes  in  Beziehung  auf  einen  Sym- 
metriehauptkreis entspricht. 

360® 
Die  Deckbewegung  von ,  durch  deren  Wiederholung 

aus  jenem  Punkte  die  Eckpunkte  eines  regulären  n-Ecks  er- 
halten werden,  ist  also  äquivalent  zweien  aufeinanderfolgenden 

360® 
Spiegelungen   oder    Rotationen   von   der    Amplitude   x r 

360® 
und   (l  —  x) ,  welche  durch  Wiederholung  die  2 .  n  Eck- 
punkte eines  halbregulären  2. n -Ecks  ergeben. 

%  7.   Einige  Eigenschaften  der  sphärischen  Netze. 

Bei  einem  sphärischen  Netze  oder  der  Gesamtheit  von 
sphärischen  Polygonen^  welche  lückenlos  aneinanderschliessend 
die  KugelBäche  ein-  oder  mehrere  Mal  bedecken,  kommen  als 
wesentliche  Elemente  die  Grenzflächen,  die  sphärischen 
Ecken,  sowie  die  sphärischen  Kanten  in  Betracht^). 


1)  Man  könnte  ein  sphärisches  Netz  als  eine  aus  sphärischen 
Polygonen  bestehende  geschlossene  Fläche  auch  wohl  als  sphärisches 
Polyeder  bezeichnen;  doch  werden  wir  uns  im  Folgenden  dieser  Be- 
zeichnung nicht  bedienen. 

H  e  1 1 ,  Kngelteilang.  2 
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1.  Die  Be^chafiPenheit  der  Grenzflächen  ist  durch  die- 
jenige der  Polygonkanten  und  Polygonecken  bedingt;  die 
Polygone  können  regelmässig,  halbregelmässig  oder  nnregel- 
mässig  und  zwar  von  der  ersten  oder  einer  höheren  Art 
sein.  Sind  sämtliche  Grenzflächen  einander  gleich  —  und 
zwar  entweder  kongruent  oder  symmetrisch  gleich  — ,  so 
nennen  wir  das  Netz  ein  gleichflächiges. 

2.  Eine  sphärische  Ecke  wird  durch  mindestens  drei 
in  einem  Punkte  zusammenstossende  Hauptkreisbogen'  ge- 
bildet; ihr  Scheitel  ist  ein  gemeinschaftlicher  Eckpunkt  von 
mindestens  drei  Grenzflächen  des  Netzes^).  Eine  solche 
sphärische  Ecke  (Netz-Ecke)  heisst  regulär,  wenn  ihre 
sämtlichen  Winkel  (deren  Summe  360®  oder  für  Ecken  der 
a*«ö  Art  a.360"  beträgt)  einander  gleich  sind  und  wenn  die 
sämtlichen  diese  Winkel  einschliessenden  Hauptkreisbogen 
—  die  sphärischen  Kanten  der  Ecke  —  gleiche  Länge  haben. 
Sind  für  gerade  n  nur  die  n  Winkel  (Kanten)  gleich,  die 
Kanten  (Winkel)  dagegen  abwechselnd  gleich,  so  heisst  die 
Ecke  halbregulär.  Einer  sphärischen  Ecke  lässt  sich  immer 
eine  körperliche  Ecke  einbeschreiben,  deren  Beschaflenheit 
in  einfacher  Weise  von  derjenigen  der  sphärischen  Ecke  ab- 
hängt. Sind  alle  sphärischen  Ecken  eines  Netzes  gleich  — 
und  zwar  entweder  kongruent  oder  symmetrisch  gleich  — , 
so  nennen  wir  das  Netz  ein  gl  eich  eckiges. 

3.  Jede  sphärische  Kante  eines  Netzes  ist  zwei  be- 
nachbarten Grenzflächen  gemeinsam  und  verbindet  die  Scheitel 
zweier  benachbarten  Ecken.  Das  Netz  heisst  gleichkantig, 
wenn  alle  Kanten  gleich  sind. 

4.  Ein  sphärisches  Netz  heisst  regulär,  wenn  seine 
sämtlichen  Grenzflächen  einander  kongruente  reguläre  Poly- 
gone und  seine  sämtlichen  Ecken  regulär  und  kongruent 
sind.  Ein  solches  Netz  ist  zugleich  gleichflächig,  gleich- 
eckig und  gleichkantig,  während  umgekehrt,  wie  die  folgenden 


1)  Bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen  wird  es  sich  mitunter  auch 
nützlich  erweisen ,  z  w  e  i  entgegengesetzt  gerichtete  Hauptkreisbogen  als 
eine  sphärische  Ecke  mit  zwei  Winkeln  (=180'^)  bildend  aufzufassen. 
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Betrachtungen  ergeben  werden,  ein  zugleich  gleichflächiges 
und  gleicheckiges  Netz  nicht  notwendig  auch  gleichkantig, 
also  auch  nicht  regulär  zu  sein  braucht. 

5.  Halbreguläre  Netze  sind  entweder  solche,  welche 
gleiche  und  ähnliche  Flächen  haben,  während  die  regulären 
Ecken  von  einander  verschieden  sind  oder  solche,  welche  gleiche 
und  ähnliche  Ecken  haben,  während  die  regulären  Grenz- 
flächen von  einander  verschieden  sind. 

Heben  wir  die  beschränkende  Bestimmung,  dass  im 
ersteren  Falle  die  von  einander  verschiedenen  Ecken,  im 
zweiten  Falle  die  von  einander  verschiedenen  Grenzflächen 
regulär  sein  sollen,  auf,  so  erhalten  wir  die  gleichflächi- 
gen und  die  gleicheckigen  Netze  (vergl.  §  1),  in  welchen 
die  halbregulären  als  besondere  Gruppen  enthalten  sind. 

6.  Für  jedes  einfache  d.  h.  die  Kugelfläche  einmal  be- 
deckende Netz  besteht  folgende  Relation  (Eul ersehe  Formel) 

3)  ^  +  m  =  K  +  2, 

wo  ft  die  Anzahl  der  Ecken,  m  diejenige  der  Grenzflächen  und 
K  die  Anzahl  der  Kanten  bedeutet. 

Denn  bezeichnet  Si  die  Summe  der  Innenwinkel  einer 
tit- eckigen  Grenzfläche,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  Summe 
aller  Flächen  des  Netzes  -gleich  der  ganzen  Kugelfläche  ge- 
setzt wird,  die  Beziehung: 

m  m 

2  s.—  2  («'  -  2)  180«  =  720», 

l  1 

aus  welcher,  da 

1  i 

ist,  sofort  die  obige  Formel  resultiert. 

Für  die  die  Kugelfläche  mehrfach  bedeckenden  Netze, 
deren  Grenzflächen  oder  Ecken  von  höherer  Art  sind,  wird 
später  (im  letzten  Kapitel)  eine  Relation  zwischen  den  Zahlen 
ft,  w,  K  und  den  die  Arten  der  Ecken,  Flächen  und  des 
Netzes  bestimmenden  Zahlen  hergeleitet  werden  (erweiterte 
Eulersche  Formel). 
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7.  Wenn  die  Eckpunkte  jeder  Grenzfläche  eines  sphä- 
rischen Netzes  auf  einem  kleinen  Eugelkreise  liegen,  so  erhält 
man,  wenn  die  Mittelpunkte  je  zweier  kleiner  Eugelkreise  durch 
Hauptkreisbogen,  welche  auf  der  gemeinsamen  Kante  der 
beiden  eingeschriebenen  Grenzflächen  in  dem  Mittelpunkte 
der  Kante  senkrecht  stehen,  verbunden  werden,  ein  zweites 
Netz,  welches  wir  das  Symmetrienetz  des  ersteren  nennen 
wollen.  Je  zwei  Eckpunkte  des  ersteren  Netzes  liegen  sym- 
metrisch zu  einer  Kante  des  zweiten  Netzes,  dessen  Eck- 
punkte die  Flächenmittelpunkte  des  ersteren  sind. 

Die  Grenzflächen  des  Symmetrieiietzes,  von  denen  jede 
einen  Eckpunkt  des  ersteren,  dem  Symmetrienetze  zuge- 
ordneten Netzes  einschliesst,  können  aber  im  allgemeinen 
nicht  kleinen  Kugelkreisen  eingeschrieben  werden,  deren  Mittel- 
punkte die  Eckpunkte  des  zugeordneten  Netzes  sind.  Tritt 
dieser  besondere  Fall  ein,  so  nennen  wir  die  beiden  Netze 
einander  konjugiert^);  jedes  der  beiden  Netze  ist  alsdann 
ein  Symmetrienetz  des  andern,  die  Mittelpunkte  der  Flächen 
des  einen  Netzes  sind  die  Eckpunkte  des  andern  und  die 
Kanten  beider  Netze  stehen  sich  gegenseitig  halbierend  auf- 
einander senkrecht. 

8.  Einem  sphärischen  Netze,  dessen  sämtliche  Grenz- 
flächen kleinen  Kugelkreisen  einbeschreibbar  sind,  lässt  sich 
sowohl  ein  Polyeder  einschreiben,  als  auch  ein  Polyeder 
umschreiben.  Die  Grenzflächen  des  eingeschriebenen  Po- 
lyeders sind  die  Sehnenpolygone  der  sphärischen  Grenzflächen, 
die  Ecken  desselben  sind  den  sphärischen  Ecken  einge- 
schrieben; die  Grenzflächen  des  dem  Netze  umgeschriebenen 
Polyeders  sind  Berührungsebenen  der  Kugel,  die  Eckpunkte 
desselben  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  der  Grenzflächen  des 
eingeschriebenen  Polyeders  als  Polarebenen. 

Denkt  man  sich  zu  dem  Netze  das  Symmetrienetz 
konstruiert,  dessen  Eckpunkte  die  Schnittpunkte  der  Plächen- 
axen  des   eingeschriebenen   oder   der  Eckenaxen  des   umge- 


1)  Vergl.  Catalan,  Journal  de  T^cole  polyt.  Gat.  41. 
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admebenen  Polyeders   mit  der  Eugelfläche  sind,  so  finden 
folgende  einfache  Beziehungen  statt. 

Die  Centralecke  einer  Grenzflache  des  Symmetrie- 
netzes  ist  die  Supplementarecke  zu  derjenigen  Ecke  des  ein- 
geschriebenen Polyeders,  deren  Scheitel  innerhalb  jener  Grenz- 
fläche liegt.  Daher  ergänzen  bezüglich  die  sphäri- 
schen Kanten  und  Winkel  des  Symmetrienetzes  die 
Flächenwinkel  und  die  ebenen  Winkel  des  ein- 
geschriebenen Polyeders  zu  180^  Andererseits  sind 
die  sphärischen  Kanten  und  Winkel  des  ersteren 
(dem  Symmetrienetze  zugeordneten)  Netzes  bezüg- 
lich die  Supplemente  der  Flächenwinkel  und  der 
ebenen  Winkel  des  umgeschriebenen  Polyeders 
zu  180^ 

9.  Dnter  Axe  eines  Netzes  verstehen  wir  den  nach 
irgend  einem  Punkte  desselben  (z.  B.  einem  Eckpunkte,  dem 
Mittelpunkte  einer  Fläche  oder  Kante)  gezogenen  Kugel- 
radius. Die  Zähligkeit  der  Axe  bestimmt  sich  nach  den 
im  §  6,  3  gegebenen  Regeln  und  ist  natürlich  für  den  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Kugelradius  als  Rotationsaxe  die- 
selbe. Dagegen  können  diese  beiden  entgegengesetzt  ge- 
richteten Axen  in  Beziehung  auf  das  Netz  selbst  sich 
gleich  oder  verschieden  verhalten,  oder  die  Anordnung 
der  Teile  des  Netzes  um  die  Endpunkte  jener  beiden  Axen 
kann  gleich  oder  verschieden  sein:  im  ersteren  Falle 
heissen  die  Axen  gleich  (oder  gleichendig),  im  zweiten 
Falle  ungleich  (oder  ungleichendig).  Bei  zweien  solchen 
entgegengesetzt  gerichteten  gleichen  Axen  kommt  weiter- 
hin die  Berücksichtigung  des  Umstandes  in  Betracht,  ob 
die  Ebene  des  zu  ihnen  senkrechten  Hauptkreises  für  das 
Netz  eine  direkte  Symmetrieebene  ist  oder  nicht, 
d.  h.  eine  solche  Ebene,  welche  das  Netz  in  zwei  symme- 
trische und  symmetrisch  zu  einander  liegende  Hälften  teilt. 

Fürdie  Axen  (z.B.  die  Ecken-,  Flächen-  oderKanten- 
axen)  der  Polyeder,  welche  sphärischen  Netzen  ein-  oder  um- 
geschrieben werden  können,  gelten  ganz  analoge  Betrachtungen. 


Zweites  Kapitel. 
Die  einfachen,  regulären  Netze. 


§  8.  Ableitung  der  möglichen  Fälle. 

Wir  behandeln  in  diesem  Kapitel  zunächst  den  be- 
sonderen Fall  der  die  Kugelöäche  einmal  bedeckenden  regu- 
lären Netze  (vergl.  §  7,4). 

Soll  ein  reguläres  sphärisches  n-Eck  so  beschaffen  sein, 
dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein  die  Kugelfläche  ein- 
mal bedeckendes  Netz  mit  kongruenten,  regulären  Ecken 
bildet,  so  müssen  folgende  beide  Bedingungen  erfüllt   sein. 

1.  Der  Inhalt  des  regulären  w-Ecks  muss  den  m^^  Teil 
der  Kugelfläche  betragen,  wenn  m  die  Anzahl  der  Flächen 
(Maschen)  des  Netzes  ist,  d.  h.  es  gilt,  wenn  A  den  Innen- 
winkel des  n-Ecks  bedeutet,  die  Beziehung: 

720^ 
4)  w^-(n-2)180^  =  ^^^^. 

2.  Da  in  jedem  Eckpunkt  gleichviel  reg^läre  Polygone 
zusammenstossen  sollen,  so  muss,  wenn  v  die  Anzahl  dieser 
zusammenstossenden  gleichen  Winkel  ist, 

5)'  t/^«360^ 

oder 

5«)  A — 

sein. 

Aus  4)  und  5)  folgt 

^  2  n  —  (n  —  2)  V 

und  aus  dieser  Formel  ergeben  sich,  wenn  n  und  v  alle  zu- 
lässigen positiven,   ganzzahligen  Werte  erteilt  werden,  für 


§  8.  Ableitung  der  möglichen  Fälle.  23 

welche  m  einen  positiven,  ganzzahligeu  Wert  erhält,  in  Ver- 
bindung mit  5a)  und  der  Formel  la)  (§  4,3) 

6/3)  cos  l  a .  sin  i  -4  «  cos 

alle  regulären  sphärischen  Polygone  von  der  geforderten  Be- 
schaffenheit. 

3.    Wir  erhalten  sonach  nur  folgende   regulären  Netze 
mit  je  m  Flächen,  (i  Ecken  und  £"  Kanten,  wobei 

6a)  m,n  =  iL.v^2K 

ist. 

I)  Für  i/  =  2  (vergl.  §  7  Anm.  1  S.  18)  resultiert: 

d.  h.  für  jeden  Wert  von  w  ^  2  wird  ein  durch  zwei  reguläre 
sphärische  n-Ecke,  deren  Umfang  aus  den  n  aufeinander- 
folgenden Bogen  eines  in  n  gleiche  Teile  geteilten  Haupt- 
kreises besteht  und  deren  Fläche  eine  Halbkugel  beträgt, 
gebildetes  Netz  erhalten.  Wir  wollen  derartige  Netze  kurz 
als  reguläre  Ereisteilungsnetze  I  bezeichnen. 

II)  Für  w  =  2  ergiebt  sich: 

m^v,  fi  =  2,  A  =  ^^^,  a«=180S 

d.  h.  jedem  Wert  für  i/>2  entspricht  ein  durch  i/ sphärische 
Winkel  (Zweiecke)  gebildetes  Netz,  in  dessen  beiden  gegen- 
überliegenden  Winkelpunkten  je   v  Halbkreise  unter  Win- 

360^ 
kein  — aneinanderstossen.     Diese  Netze  sollen  als  re- 

V 

guläre  Zweiecksnetze  II  bezeichnet  werden. 

III)  Für  n=-=3  und  t/  =  3  folgt: 

a        1  1 

fw  =  4,  fi«4,  ^«=120^,  ^ö^ö'^w^  ^^^^  cosa^  —  -^^ 

a=  1090  28' 16",  4; 

diesen  Werten  entspricht  ein  aus  vier  regulären  Dreiecken  be- 
stehendes Netz  mit  vier  regulär -dreiflächigen  Ecken,  das  re- 
guläre Tetraedernetz  III. 
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IV)  Für  «  —  3  und  i;-=4  resultiert: 

m-8,    /I-6,  ^  =  90«,  ««90^ 
d.  h.  das  durch   die  acht  Kugeloktanten  gebildete  reguläre 
Oktaedernetz  IV. 

V)  Den  Werten  n=»3  und  v  — 5  entspricht: 

w-20,  ^=12,  ^  =  72«,  cos^a^      .  ,  tanga'-2, 

«-63^  26' 5",  8, 

wodurch  ein  aus  20  regulären  Dreiecken  gebildetes  Netz  mit 
12  regulär -fünfflächigen  Ecken,  das  reguläre  Ikosaeder- 
netz  V  bestimmt  ist. 

VI)  Für  ««4  und  i/«3  folgt: 

/2  1 

m  =  6,  ft«8,  -4.  =  120^,  co5^a«l/--,  Cö5a«"^ 

ß- 70«  31' 43'',  6, 

welchen  Werten  ein  Netz  mit  sechs  regulär- viereckigen  Flächen 
und  mit  acht  regulär -dreiflächigen  Ecken,  das  reguläre  He- 
xaedernetz VI  entspricht. 

VII)  Für  M-«5  und  i'  =  3  resultiert  schliesslich: 
wi«12,  fi=»20,  -4«=»  120«,  Cös-|  ««-y-^-,  sina-^-^ 

'2  y  3  3 

a  =  41«48'37",  2, 

d.  h.  ein  durch  12  reguläre  Fünfecke  gebildetes  Netz,  welches 
20  regulär -dreiflächige  Ecken  hat:  das  reguläre  Penta- 
gondodekaedernetz VII. 

Damit  sind  die  möglichen  Fälle  erschöpft,  da  den  zu- 
sammengehörigen Werten 

w«»3,  V  — 6, 
n  — 4,  v  =  4, 
w-«6,     v  =  3, 

die  Werte  m—  oc,  fi=»  oo  entsprechen,  also  beziehungsweise 
die  Grenzfalle  eines  ebenen  aus  regulären-  Dreiecken,  aus 
Quadraten  und  aus  regulären  Sechsecken  zusammengesetzten 
Netzes  resultieren  und  für  alle  übrigen  Wertkombinationen 
von  n  und  v  negative  Werte  fQr  w  und  ft  erhalten  werden. 


§  9.  Tabellarische  Zusammenfitellung. 
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§  9.  Tabellarische  Zasammenstellung. 

Ehe  wir  die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser  sieben  regu- 
lären Netze  und  die  zwischen  denselben  stattfindenden  Be- 
ziehungen, welche  für  die  nachfolgenden  Betrachtungen  von 
grosser  Bedeutung  sind,  angeben,  sollen  zuvor  die  wichtigsten 
für  diese  Netze  geltenden  Relationen  übersichtlich  in  einer 
Tabelle  zusammengestellt  werden.  In  derselben  haben  die 
Grössen  n^  Vj  m^  [i,  A^  a  die  bereits  festgesetzte  Bedeutung-, 
R  und  P  sollen  resp.  den  Radius  des  einer  Orenzfläche  des 
Netzes  um-  und  eingeschriebenen  Kreises  darstellen. 

Der  bei  den  Netzen  III,  IV  und  VI  auftretende 
Winkel  17  bestimmt  sich  aus: 


7) 


$ini] 


»^-54M4'8",  2, 


und  die  bei  den  Netzen  V  und  VII  auftretenden  Winkel  <p, 
rl),  X  sind  durch  folgende  Beziehungen  bestimmt: 

1/5  —  1 
tang g?  =»  2 sin  18°  —  - — ^ — ?   iang 2  g? «  2, 


8) 


tangtl;^tang^q> 


,        3-]/5     .   ^^      2 


fawgF  ;^  «»2towy^  — 3  — ]/5,  sin2 x-=-wCOS^g)^ 


9-31  U3'2",  9, 

^  =  20^54' 18",  6, 
;C  =  37«22'38",  5, 
9)  +  t  +  X=-90''. 
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bewirkt,  welche  als  Schnittlinien  der  n  Symmetrieebenen  b 
oder  b  und  c  mit  der  Ebene  des  Äquators  a  denselben  in 
2n  gleiche  Teile  teilen  (siehe  Fig.  la  und  1^).  Die  beiden 
Netze  I  und  II  haben  also  ausser  den  beiden  entgegengesetzt 
verlaufenden  n-zähligen  Hauptaxen  noch  zwei  Gruppen 
Ton  je  n  auf  diesen  senkrechten,  zweizähligen  Quer- 
axen;  je  n  einer  Gruppe  angehörige  sind  einander  «gleich 
und  entsprechen  einem  regulären  Strahlenbüschel;  die  Axen 
der  einen  Gruppe  halbieren  die  Winkel  der  Axen  der  andern 
Gruppe^).  Für  w=«2|)  +  l  gehören  je  zwei  entgegengesetzt 
yerlaufende  zweizählige  Axen  yerschiedenen  Gruppen  an 
und  sind  ungleichendig. 

Durch  Anwendung  des  Eulerschen  Satzes  (§  6/2)  über- 
zeugt man  sich  leicht,  dass  die  Kombination  irgend  zweier 
der  erwähnten  Drehaxen  immer  wieder  als  Resultante  eine 
der  übrigen  mit  der  entsprechenden  Amplitude  ergiebt.  Vergl. 
z.  B.  das  sphärische  Dreieck  ABy^ß^  in  Fig.  la,  oder  das 
A.  B^  Ci  in  Fig.  1  ß.  Ein  solches  zweirechtwinkliges  Drei 
eck,  dessen  Inhalt  den  4 n**"  Teil  der  Kugelfläche  beträgt, 
werde  das  charakteristische  Dreieck  des  Netzes  I  oder  II 
genannt. 

Es  giebt  sonach  wesentlich  2  n  Drehungen,  welche  ein 
Netz  I  oder  II  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  wobei 
die  ursprüngliche   Stellung   einmal  mitgerechnet  ist:  n  Dre- 

360® 
hungen  von  der  Amplitude  um  eine  Hauptaxe   und  n 

Drehungen  von  der  Amplitude  180®  um  je  eine  Nebenaxe. 

4.  Den  Netzen  I  und  II  lassen  sich  keine  eigentlichen 
Polyeder  ein-  oder  umschreiben,  sondern  nur  Grenzfälle  von 
solchen. 

5.  Endlich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  fär  n» 
2p  + 1  beim  Netze  I  den  sphärischen  Ecken  keine  Gegen- 
ecken und  beim  Netze  II  den  'sphärischen  Kanten  nicht 
die  Gegenkanten  als  Teile  der  Netze  entsprechen. 


1)  Vergl.  Sohncke  a.  a.  0.  Satz  16  p.  49. 


28  Zweites  Kapitel.  Die  einfachen,  regulären  Netze. 

§  11.   Eigenschaften  der  Netze  III^  IV  and  VI. 

1.  Das  reguläre  Tetraedernetz  in  C^C\C\C^ 
(s.  Fig.  2a,  welche  die  stereographische  Projektion  f&r  den 
Eckpunkt  G^  als  Projektionspunkt  darstellt)  wird  von  sechs 
Hauptkreisbogen  (»297)  gebildet^  welche  sechs  verschiedenen 
Haupticreisen  b^^  h^,..h^  angehören.  Bei  diesem  Netze  ist 
zu  keiner  der  Ecken  oder  Flächen  die  Gegenfigur  vorhanden. 
Die  Gegenfigur  dieses  Netzes  ist  ein  diesem  kongruentes 
reguläres  Tetraedemetz  C\  C^  C^  C\^  dessen  Eckpunkte  die 
Flächenmitten  des  ersteren  Netzes  sind  und  dessen  Flächen 
die  Eckpunkte  des  ersteren  zu  Mittelpunkten  haben.  Beide 
Netze  sind  konjugiert.  (Vergl.  Fig.  2/5,  welche  die  stereo- 
graphische Projektion  beider  Netze  für  einen  der  gemein- 
schaftlichen Kantenmittelpunkte  A^  als  Projektionspunkt  zeigt.) 

2.  Die  vier  Eckradien   eines  regulären  Tetraedernetzes 
sind  vier  gleiche  dreizählige  Axen;  ebenso  sind  die  vier 
diesen  entgegengesetzt  gerichteten  Radien,  welche  nach  den 
Flächenmitten  des  Netzes  (oder  den  Eckpunkten  des  konju- 
gierten Tetraedernetzes)  gehen,  vier  unter  sich  gleiche  drei- 
zählige Axen.     Ferner  ergiebt  sich  sofort  durch  Anwendung  * 
des   Eulerschen   Satzes   (§  6,  2)    für  je   zwei   benachbarte 
ungleiche  dreizählige  Axen  als  Komponenten  das  Vorhanden- 
sein  von  drei  Paaren  von  entgegengesetzt  gerichteten,  ein- 
ander gleichen,  zweizähligen  Axen,  nämlich  den  nach  den 
Kantenmitten   A  gehenden  Kugelradien.     Ein  Dreieck,   wie 
t'jCg^j,  dessfen  Eckpunkte  die  Endpunkte  zweier  benachbarten 
ungleichen  dreizähligen  Axen  und   der  Eckpunkt  der  resul- 
tierenden zweizähligen  Axe  ist,  heisse  das  charakteristische 
Dreieck  des  reg.  Tetraedemetzes.     Sein  Inhalt  beträgt  den 
24ten  •pßij   jgj,  Kugelfläche,  und   es    giebt  wesentlich  zwölf 
Drehungen,  welche  ein  Tetraedemetz  mit  sich  selbst  zur 
Deckung    bringen,    nämlich    viermal    zwei    Drehungen    von 
120^  um  die  dreizähligen,    dreimal   eine  Drehung  von  180® 
um  die   zweizähligen    Axen,    nebst   der  einmal  zu  rechnen- 
den Drehung  von   360^,  welche   die   ursprüngliche  Stellung 
ergiebt. 
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Die  sechs  Ebenen  der  Hauptkreise  &i,&2-**^6  ^^^^  ^i^ 
einzigen  direkt-symmetrisclien  Mittelebenen  eines  regu- 
lären Tetraedernetzes. 

3.  Die  drei  Hauptkreise  a^^  a^,  a^  bilden  das  reguläre 
Oktaedernetz  IV  mit  den  Punkten  A  als  Eckpunkten, 
während  die  Punkte  C  der  beiden  konjugierten  Tetraeder- 
netze, durch  Bogen  (—  180®  —  2i;)  der  sechs  Hauptkreise  b  ver- 
bunden, das  reguläre  Hexaedernetz  VI  ergeben  (s.  Fig.  3). 
Die  beiden  so  erhaltenen  Netze  sind  konjugiert,  die  zwölf 
gemeinschaftlichen  Eantenmittelpunkte  B  sind  die  Pole  bezw. 
Gegenpole  der  sechs  Hauptkreise  h. 

4.  Die  nach  den  Punkten  A  (den  Eckpunkten  des 
Netzes  IV  und  den  Flächenmittelpunkten  des  Netzes  VI) 
gehenden  Eugelradien  haben  für  diese  beiden  Netze  die  Be- 
deutung von  drei  Paaren,  entgegengesetzt  gerichteten,  ein- 
ander gleichen  vierzähligen  Axen.  Die  nach  den  Punkten  C 
(den  Flächenmittelpunkten  des  Netzes  IV  und  den  Eckpunkten 
des  Netzes  VI)  gehenden  Kugelradien  stellen  vier  Paare  ent- 
gegengesetzt gerichteter,  einander  gleicher  dreizähliger 
Axen,  und  endlich  die  nach  den  gemeinschaftlichen  Kanten- 
mitten B"  beider  Netze  gehenden  Kugelradien  sechs  Paare 
entgegengesetzt  gerichteter,  einander  gleicher  zweizähliger 
Axen  dar. 

Die  Endpunkte  dreier  benachbarter  Axen,  d.  h.  je  einer 
vier-,  einer  drei-  und  einer  zweizähligen  Axe,  von  denen 
jede  die  Resultante  der  beiden  andern  ist,  bilden  ein  recht- 
winkliges Dreieck  (z.  B.  A^C^B^j  das  charakteristische 
Dreieck  des  Oktaeder-  und  des  Hexaedernetzes;  der  Inhalt 
desselben  beträgt  den  48^''°  Teil  der  Kugelfläche.  Es  giebt 
wesentlich  vierundzwanzig  Drehungen,  welche  ein  regu- 
läres Oktaeder-  oder  Hexaedernetz  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  bringen,  nämlich  ausser  der  ursprünglichen  Stellung 
dreimal  drei  Drehungen  von  90°  um  die  vierzähligen,  vier- 
mal zwei  Drehungen  von  120°  um  die  dreizähligen  und 
sechsmal  eine  Drehung  von  180°  um  die  zweizähligen  Axen. 

5.  Die  drei  zu  den  vierzähligen  Axen  senkrechten  Ebenen 
der  Hauptkreise  ^^,02,^,,  sowie  die  sechs  zu  den  zweizähligen 
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Axen  senkrechten  Ebenen  der  Hauptkreise  fej, fcg'-^e  sind 
direkte  symmetrische  Mittelebenen  beider  Netze.  Da- 
gegen sind  die  Ebenen  der  Hauptkreise  Ci,  CgjCj,^^,  welche  die 
Aquatoren  zu  den  Punkten  C  sind  (z.  B.  der  durch  die  Punkte 
B^B^Bq  gehende  Hauptkreis  cj  keine  direkten  Symmetrie- 
ebenen der  Netze,  wiewohl  sie  dieselben  in  zwei  gleiche  und 
ähnliche  Hälften  teilen.  Denn  die  um  zwei  gegenüberliegende 
Punkte  C  gruppierten  und  sich  als  Gegenfiguren  entspre- 
chenden regulären  Flächen  oder  Ecken  sind  ungerad- 
zählig  und  die  direkt  symmetrische  Stellung  beider  Hälften 
würde  erst  eintreten,  wenn  die  eine  Hälfte  um  die  drei- 
zählige  Axe  eine  Drehung  von  60^  erführe  (vergl.  §  4,  2). 
Die  Zahl  der  direkten  Symmetrieebenen  eines  regu- 
lären Oktaeder-  und  eines  regulären  Hexaedemetzes  betragt 
also  3  +  6,  wobei  die  drei  ersten  die  Hauptkreise  des  Ok- 
taedernetzes, die  sechs  anderen  diejenigen  des  Hexaedernetzes 
ergeben. 

6.  Das  reguläre  Oktaedernetz  entspricht  sich  selbst  polar, 
während  dem  Hexaedernetze,  ebensowenig  wie  dem  Tetra- 
edemetze  ein  reguläres  Netz  polar  entspricht.  Denn  weder 
die  Polarfigur  einer  Grenzfläche  des  Hexaedernetzes  (z.  B. 
das  reguläre,  dem  Viereck  CiC^C^C^  polar  entsprechende 
Viereck  Br^B^B^B^  (vergl.  Fig.  17a),  noch  die  Polarfigur  einer 
Grenzfläche  des  Tetraedernetzes  (z.  B.  das  reguläre  dem 
Dreieck  C^C^C\  polar  entsprechende  Dreieck  B\B^Br^  (vergl. 
Fig.  17a)  können,  da  ihre  Exzesse  keinen  aliquoten  Teil 
von  360^  bilden,  geschlossene  reguläre  Netze  ergeben.  Beide 
Figuren  werden  als  Grenzflächen  des  später  (§  32)  zu  be- 
trachtenden  Kubo- Oktaedernetzes  XIX'  auftreten,  dessen  Eck- 
punkte die  Punkte  B  sind. 

7.  Den  Netzen  III,  IV  und  VI  können  sowohl  reguläre 
Polyeder  eingeschrieben  werden,  nach  welchen  die  Netze 
benannt  worden  sind,  als  auch  in  den  Eckpunkten  ent- 
sprechende Polyeder  umgeschrieben  werden,  nämlich  dem 
Netze  III  wieder  ein  reguläres  Tetraeder  [III],  dem  Netze  IV 
ein  reguläres  Hexaeder  [IV]  und  dem  Netze  VI  ein  regu- 
läres Oktaeder  [VIJ.    Über  die  einfachen  Beziehungen  dieser 
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Polyeder  zu  den  entsprechenden  Netzen  vergleiche  man  die 
allgemeinen  Bemerkungen  im  §  13  unter  le  bis  Ih. 


§  12.    Eigenschaften  der  Netze  V  und  TU. 

1.  Das  reguläre  Ikosaedernetz  V  und  das  reguläre 
Pentagondodekaedernetz  VII  werden  durch  dieselben 
fünfzehn  Hauptkreise  &n&8'**^i5  gebildet;  diese  schneiden 
sich  einmal  zu  je  fünf  unter  gleichen  Winkeln  in  den  zwölf 
Punkten  G^,  6?^ . . .  Gg  und  G\^ G\,,. G\  des  Ikosaedernetzes, 
dessen  zwanzig  regulär-dreieckige  Grenzflächen  die  Kante  2tp 
(vergl.  Tabelle  §  9)  haben,  zweitens  zu  je  drei  unter  gleichen 

.Winkeln  in  den  zwanzig  Punkten  6\,  C^ . . .  C^^  und  ü\,  C\..,  C\q 
des  Pentagondodekaedernetzes,  dessen  zwölf  regulär -fünf- 
eckige Grenzflächen  die  Kante  2ip  haben,  ausserdem  noch 
senkrecht  zu  je  zweien  in  den  dreissig  gemeinschaftlichen 
Kantenmittelpunkten  B^yB.j^.,.B^f^  und  B\,B\...B\^  dieser 
beiden  konjugierten  Netze.  Diese  Punkte  B  sind  die  Pole 
bezw.  Gegenpole  zu  den  Hauptkreisen  h  (vergl.  Fig.  4,  welche 
die  stereographische  Projektion  dieser  beiden  konjugierten 
Netze  für  den  Punkt  G^  als  Projektionspunkt  darstellt; 
das  Ikosaedernetz  ist  punktiert,  das  Pentagondodekaedemetz 
stark  gezeichnet). 

2.  Was  die  Axen  dieser  beiden  Netze  V  und  VII  an- 
langt, so  stellen  die  nach  den  Punkten  G  (den  Eckpunkten 
des  Netzes  V  und  den  Flächenmittelpunkten  des  Netzes  VII) 
gehenden  Kugelradien  sechs  Paare  von  entgegengesetzt 
gerichteten,  einander  gleichen  fünfzähligen  Axen  dar;  die 
nach  den  Punkten  C  (den  Flächenmittelpunkten  des  Netzes  V 
und  den  Eckpunkten  des  Netzes  VII)  gezogenen  Kugelradien 
sind  zehn  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,  einander 
gleichen  dreizähligen  Axen,  und  endlich  stellen  die  nach 
den  gemeinschaftlichen  Kantenmittelpunkten  B  beider  Netze 
gehenden  Kugelradien  fünfzehn  Paare  von  entgegengesetzt 
gerichteten,  einander  gleichen  zweizähligen  Axen  dar. 
Das  charakteristische  Dreieck  des  Ikosaeder-  und  Pen- 
tagondodekaedernetzes   hat   zu   Eckpunkten    die   Endpunkte 
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dreier  benachbarter  solcher  Axen,  d.  h.  je  einer  fünf-,  einer 
drei-  und  einer  zweizähligen  Axe  (z.  B.  das  Dreieck  G^C^B^] 
jede  dieser  Drebaxen  ist  die  Resultante  der  beiden  anderen. 
Der  Inhalt  eines  solchen  Dreiecks  beträgt  den  120*®°  Teil 
der  Kugelfiäche. 

Es  giebt  wesentlich  sechzig  Drehungen,  welche  ein  re- 
guläres Ikosaeder-  oder  ein  reguläres  Pentagondodekaeder- 
netz mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen;  nämlich  ausser 
der  die  ursprüngliche  Stellung  ergebenden  Drehung  von  360^: 
sechsmal  vier  Drehungen  von  72^  um  die  fünfzähligen,  zehn- 
mal zwei  Drehungen  von  120^  um  die  dreizähligen  und 
funfzehnmal  eine  Drehung  von  180®  um  die  zweizahligen 
Axen. 

3.  Analog,  wie  im  §  11,  5  ergiebt  sich,  dass  nur  die  zu 
den  geradzahligen  Axen  senkrechten  Mittelebenen  direkte 
Symmetrieebenen  dieser  Netze  sind,  d.  h.  die  Ebenen  der 
fünfzehn  Hauptkreise  6i,  ü>2-"^i5?  während  die  zu  den  fünf- 
und  den  dreizähligen  Axen  senkrechten  Mittelebenen  zwar 
die  Netze  in  zwei  gleiche  und  ähnliche,  aber  der  Stellung 
nach  sich  nicht  direkt  symmetrisch  entsprechende  Hälfken 
teilen.  Die  durch  diese  letzteren  Ebenen  bestimmten  Haupt- 
kreise  g  und  c,  welche  bezw.  die  Aquatoren  zu  den  Punkten 
G  und  C  als  Polen  (und  Gegenpolen)  sind,  werden  in  dem 
§  33  zu  betrachtenden  gleicheckigen  Netze  XX'  und  in  den 
Netzen  XX'j  und  XX'^  höherer  Art  (vgl.  das  letzte  Kapitel) 
auftreten.  Die  Polarfiguren  der  Grenzflächen  des  Netzes  V 
und  VII  können  keine  regulären  Netze  bilden,  da  die 
Exzesse  dieser  Polarfiguren  keinem  aliquoten  Teil  von  360^ 
gleich  sind. 

4.  Den  Netzen  V  und  VH  können  einmal  bezw.  die 
beiden  regulären  Polyeder  [V]  und  [VH],  nach  welchen  die 
Netze  benannt  sind,  eingeschrieben,  andererseits  auch  in 
den  Eckpunkten  reguläre  Polyeder  umgeschrieben  werden, 
nämlich  dem  Netze  Y  ein  reguläres  Pentagondodekaeder,  dem 
Netze  Vn  ein  reguläres  Ikosaeder.  Vergl.  §  13  unter  1  e) 
bis  h). 
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§  13.  Allgemeine  Eigenschaften  der  regulären  Netze. 

1.  Von  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  abge- 
leiteten und  nach  ihren  hauptsächlichsten  Eigenschaften  be- 
handelten sieben  regulären  Netzen  entsprechen  sich  I  und 
II,  IV  und  VI,  V  und  VII  bezw.  als  konjugierte  Netze, 
während  das  Netz  III  kurz  als  sich  selbst  konjugiert 
hezeichnet  werden  kann.  Die  wesentlichsten  Beziehungen  für 
zwei  konjugierte  reguläre  Netze  und  die  ihnen  ein-  oder 
umgeschriebenen  Polyeder  sollen  im  folgenden  übersichtlich 
zusammengestellt  werden. 

a)  Die  Mittelpunkte  der  Flächen  des  einen  Netzes  sind 
die  Eckpunkte  des  andern. 

b)  Die  Kanten  beider  Netze  stehen  auf  einander,  sich 
gegenseitig  halbierend,  senkrecht.  Das  eine  Netz  ist  das 
Symmetrienetz  des  andern  (vergl.  §  7,7). 

c)  Der  ßadius  des  einer  Fläche  des  einen  Netzes  ein- 
geschriebenen Kreises  ist  gleich  der  halben  Kante  des  andern 
Netzes. 

d)  Die  Radien  der  den  Grenzflächen  beider  Netze  um- 
geschriebenen Kreise  sind  gleich. 

e)  Die  Kanten  des  einen  Netzes  ergänzen  die  Flächen- 
(Innen-)  Winkel  des  ihm  selbst  umgeschriebenen,  dem  kon- 
jugierten Netze  eingeschriebenen  Polyeders  zu  180^ 

f)  Die  Polygonwinkel  des  einen  Netzes  ergänzen  die 
ebenen  Winkel  der  Grenzflächen  des  ihm  selbst  um- 
oder  dem  konjugierten  Netze  eingeschriebenen  Polyeders 
zu  180^. 

g)  Die  zwei  konjugierten  Netzen  ein  -  oder  um- 
geschriebenen Polyeder  besitzen  dieselben  Axen  und 
Symmetrieebenen,  welche  den  Netzen  eigentümlich 
sind. 

h)  Zwei  Polyeder,  welche  demselben  Netze  das  eine 
ein-,  das  andere  umgeschrieben  ist,  entsprechen  sich  polar 
ja  Beziehung  auf  die  Kugel  des  Netzes  als  Direktrix. 

He  18,   Kngelteilang.  3 
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Die  besonderen  Anwendungen  dieser  Beziehungen  auf 
die  einzelnen  regulären  Polyeder  ergeben  sich  leicht  mit 
Benutzung  der  Tabelle  9)  in  §  9. 

2.  Von  den  sieben  regulären  Netzen  sind  diejenigen  I 
und  II  für  n^2p,  die  IV  und  VI,  V  und  VII  als  voll- 
zählige und  zwar  sowohl  holoedrische,  als  auch  holo- 
gonische  zu  bezeichnen,  da  bei  ihnen  zu  jeder  Fläche  die 
Gegenfläche,  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  im  Netze  vor- 
handen ist.  Dagegen  sind  die  Netze  I  und  11  für  n^2p+l 
und  das  Netz  III  als  halbzäh lige  zu  bezeichnen.  Von 
den  beiden  ersten  ergiebt  sich  das  Netz  I  aus  demjenigen 
für  n  =  4tp  +  2  durch  Entfernung  von  2p +  1  abwechselnd 
aufeinanderfolgenden  Eckpunkten  alsHemigonie,  das  zweite 
aus  demjenigen  II  fiir  w«4p-f-2  durch  Entfernung  von 
2jp  -f  1  abwechselnd  aufeinanderfolgenden  Haupthalbkreisen 
als  Hemiedrie.  Das  reguläre  Tetraedemetz  III  wird  als 
Hemigonie  des  Hexaedernetzes  VI;  ebenso  wie  das  regu- 
läre Tetraeder  aus  dem  Hexaeder,  erhalten;  das  reguläre 
Tetraeder  ist  zugleich  die  Hemiedrie  des  dem  Hexaeder- 
netze umgeschriebenen  (oder  dem  Oktaedemetze  eingeschrie- 
benen) Oktaeders^  während  das  reguläre  Tetraedernetz  sich 
nicht  direkt  aus  dem  regulären  Oktaedemetze  durch  Ent- 
fernen von  Kanten  herleiten  lässt. 

3.  Die  Eckpunkte  eines  regulären  Netzes  bilden  ein 
sog.  regelmässiges  Punktsystem  (vergl.  §  1),  in  welchem 
um  jeden  Punkt  die  übrigen  Punkte  des  Systems  in  der- 
selben Weise  gruppiert  sind  und  die  von  jedem  Punkte  nach 
allen  übrigen  Punkten  gezogenen  sphärischen  Strahlenbüschel 
kongruent  sind.  Die  für  ein  solches  System  charakte- 
ristischen Deckbewegungen,  durch  welche  das  beweglich 
und  starr  gedachte  System  mit  dem  ihm  kongruenten 
festen  Systeme  zur  Deckung  gebracht  wird,  erfolgen  um 
die  oben  angegebenen  Axen  als  Drehaxen.  Die  Flächen- 
mittelpunkte  eines  regulären  Netzes  bilden  als  Eckpunkte 
des  konjugierten  Netzes  ebenfalls  ein  regelmässiges  Punkt- 
system. 
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Die  Beantwortung  der  Frage,  ob  aus  einem  regulären 
Netze  noch  andere  regelmässige  Punktsysteme  erhalten 
werden  können,  wird  in  dem  nächsten  Kapitel  gegeben 
werden,  in  welchem  Buch  diejenigen  regelmässigen  Punkt- 
systeme Berücksichtigung  finden,  für  welche  die  von  jedem 
Punkte  nach  allen  übrigen  Punkten  des  Systems  gezogenen 
sphärischen  Strahlenbüschel  untereinander  zur  Hälfte  kon* 
gruent,  zur  Hälfte  symmetrisch  gleich  sind. 


Drittes  Kapitel. 

Bestimmung  der  einfachen  gleicMächigen  nnd  der 
diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze. 


§  14.  übersieht  Aber  die  Entwicklangen  dieses  Kapitels. 

Wir  geben  nunmehr  die  beschränkende  Bestimmung, 
dass  die  gleichen  Flächen  eines  Netzes  regulär  sein  sollen, 
auf  und  behandeln  in  diesem  Kapitel  die  Aufgabe,  alle  ge- 
schlossenen, durch  lauter  gleiche  (und  zwar  kongruente  oder 
symmetrisch- gleiche)  Polygone  zusammengesetzten  Netze  zu 
finden,  welche  die  Eugelfläche  einmal  bedecken.  Die  yer- 
schiedenen  Gesichtspunkte,  nach  welchen  man  diese  Netze 
einteilen  und  in  Gruppen  zusammenfassen  kann,  werden  bei 
den  nachfolgenden  Betrachtungen  von  selbst  hervortreten 
oder  an  den  geeigneten  Stellen  hervorgehoben  werden. 

Wir  werden  die  Untersuchung  in  der  Weise  durchführen, 
dass  wir  der  Reihe  nach  die  möglichen  gleichflächigen 
Dreiecks-,  Vierecks-,  Fünfecksnetze  ableiten,  indem  wir 
immer  von  den  einfacheren  Fällen  ausgehen.  Es  wird  dann, 
hierbei  der  wichtige  Unterschied  zwischen  festen  und  ver- 
änderlichen gleichflächigen  Netzen  sich  ergeben« 

Zugleich  werden  wir  für  die  erhaltenen  gleichflächigen 
Netze  die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  bestimmen, 
d.  h.  diejenigen  Netze,  deren  Symmetrienetze  die  gleich- 
flächigen sind  und  deren  Eckpunkte  durch  homologe  Punkte 
dieser  Netze  gebildet  werden.  Diese  gleicheckigen  Netze 
oder  die  durch  sie  bestimmten  regelmässigen  Punktsysteme 
zerfallen  dann  entsprechend  in  solche  mit  festen  und  mit 
veränderlichen  Symmetrienetzen. 

Endlich  werden  wir  auch  die  den  gleicheckigen  Netzen 
eingeschriebenen  gleich  eck  igen  Polyeder,  sowie  die  den- 
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selben  umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeder,  von 
welch^  letzteren  in  den  meisten  Fällen  eine  Varietät  dem 
entsprechenden  gleichflächigen  Symmetrien etze  eingeschrieben 
werden  kann,  nebst  ihren  wichtigsten  Eigenschaften  auf- 
führen. Nach  diesen  Polyedern  sind  die  betreffenden  Netze 
Auch  benannt  worden. 


Erste  Abteilung. 

Gleiclifläclilge  Dreiecksnetze  ^)  nebst  den  zugeordneten  gleicli- 

eckigen  Netzen. 

A)  Fall,  dass  die  Grenzfläche  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  ist. 


9  15.  Ableitung  der  Belationen  und  der  möglichen  Fälle 

fUr  die  festen  derartigen  Netze. 

Indem  wir  bei  der  Bestimmung  der  Dreiecksnetze  von 
dem  speziellen  Falle^  dass  das  Dreieck  gleichschenklig 
sei,  ausgehen,  setzen  wir  voraas,  dass  für  die  Winkel  A^^ 
A^jA^  und  die  Kanten  a^,  a^^  a^  die  Beziehung  bestehe: 


10)  A^^A 


8)      «2  —  ^8* 


Damit  das  Dreieck  mit  seinen  Wiederholungen  ein  die 
Kugelfläche  bedeckendes  Netz  bilden  kann,  muss  einmal 
die  Bedingung  erfüllt  sein 

11)  A+2A-180^«-^^ 

m 

oder 

IIa)  ^  +2A-*?^180% 

wenn  wiederum  m  die  Anzahl  der  Dreiecke  des  Netzes  be- 
deutet. 


1)  Zweiecksnetze  brauchen  hier  nicht  berücksichtigt  zu  werden, 
da  sich  fär  diese  nur  der  Fall  der  regulären  Zweiecksnetze  II)  (§  10) 
ergiebt.  Über  die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  im  Fall  eines 
geraden  v  vergl.  §  16,  lo  und  §  18,4  u.  5. 
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Was  zweitens  die  sphärischen  Ecken  eines  solchen 
Netzes  anlangt,  so  ergeben  sich  fBr  deren  Beschaffenheit 
und  Anordnung  mehrere  möglichen  Fälle.  Wir  berücksich- 
tigen zunächst  den  Fall  der  festen  derartigen  Netze,  bei 
deren  Grenzfläche  sowohl  der  Winkel  an  der  Basis,  wie  der- 
jenige an  der  Spitze  eines  aliquoten  Teil  yon  360^  beträgt 
und  bei  welchen  demgemäss  zweierlei  sphärische  Ecken 
auftreten.  Diejenigen  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  bilden,  sind  regulär,  während  die- 
jenigen, deren  Scheitel  die  Endpunkte  der  Basis  bilden,  als  halb- 
reguläre  sphärische  Ecken  zu  bezeichnen  sind  (yergl.  §  7,2). 

Für  derartige  Netze  gelten,  wenn  vt  die  Zahl  der  in 
einem  Eckpunkte  znsammenstossenden  gleichen  Winkel  At 
bedeutet,  die  Beziehungen: 

oder 


12a) 


,      360" 

Vi 

.       360" 


Vi 


aas  deren  Yereinigung  mit  11)  sich  ergiebt: 

IS)  -   ...  .  4 

oder  -  . 

18«)       --         ■•  ^  ■''■■*■■ 


-'-+* 


V, 


Vc 


1  + 


m 


m 


2        4 


4i/i  +  2v2  — ViV^ 


Vi 


V« 


Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  durch  die  Winkel  A^ 
gebildeten  Ecken  durch  ft^,  die  Anzahl  der  durch  Basiswinkel 
gebildeten  Ecken  durch  fij,  so  ist: 


14) 


f*i 


m 

—  ? 

Vt 


2m 
f4- — ^ 


V, 


und 

'     14a)  Vifti  +  Vg /i2"3m; 

die  Länge  der  Kanten  cc^^a^  imd  a^   des  Netzes  folgt  aus: 
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3Ü 


15)  \  "-'^"'^    sinA^  > 

wotj  =  cotgAg .  colg  -5  Ay 
Erteilt  man  nun  v,  und  v,  alle  zulässigen  ganzzahligen 
Werte,  wobei  die  Zahl  v^  notwendig  gerade  und  die  zu- 
sammengehörigen Werte  für  v^  und  *j  verschiedene  ganze 
Zahlen  sein  müssen,  so  erhält  man  aus  obigen  Formehi 
durch  einfache  Diskussion  nur  folgende  möglichen  Fälle: 


Kr.  1        Nim  Im  HitMi. 

•. 

i: 

™ 

., 

, 

Tm 

DoppelpynmidoiiBeti    . 

I1=S,4,5... 

in 

1 

n 

IX 

11 

4 

4 

t* 

e 

PgDUklidodBkudtmeti 

«0 

w 

M 

B 

snr 

10 

M 

SO 

11 

,„„. 

1M° 

80» 

»1 

180" -1,«) 

BO- 

«0° 

IM'-J, 

110» 

«0° 

i,f> 

/•) 

IM." 

if 

i-P 

X 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  diese  gleichfläcfaigen 
Netze  hinsichtlich  ihrer  wichtigsten  Eigenschaften  nebst  den 
zageordneten  gleicheckigen  Netzen  und  den  entsprechenden 
gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyedern  der  Reihe  nach 
betrachtet  werden. 


§  16.  DoppelpyramideBnetze  Till  nebst  den  zu- 
geordneten  gleicheckigen  Netzen  Till'  and  den 
entsprechenden  Polyedern. 

1,  Diese  Netze  bestehen  aus  2«  («>3)  kongruenten  zwei- 
rechtwinkligen sphärischen  Dreiecken,  deren  dritter  Winkel 

360« 


and  dritte  Kante  - 


In  den  beiden  diametral 


betragen. 

gegenfiberliegenden  Punkten  A  nnd  A'  vereinigen  sich  die 
Spitzen  von  je  n  Dreiecken;  die  von  denselben  in  diesen 
Punkten  gebildeten  sphärischen  Ecken  sind  reguläre  n-flä- 


1)  Vergl.  Formel  7)  i 
3)  Vergl.  Fonnel  8)  i 
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chige  Ecken  (vergl.  §  7,2);  die  Scheitel  B  der  n  anderen 
Ecken  liegen  auf  dem  Hauptkreise  a,  den  Punkten  eines 
regulären  n-Ecks  entsprechend.  Diese  sphärischen  Ecken  sind, 
da  die  vier  sich  rechtwinklig  schneidenden  Hauptkreisbogen 
abwechselnd  gleich  sind  (ausser  für  n«=4)  als  halb- 
reguläre yierflächige  Ecken  zu  bezeichnen  (vergl.  die  stark 
gezeichneten  Teile  der  Fig.  5«  (w  =  3),  5ß  (n«=5)  und  by 
(n  =  4),  (das  reguläre  Oktaederuetz)  und  Fig.  öd  (n«=6). 
Diese  Netze,  welche  auch  passend  als 

Vin     sphärische  (2  +  w)-eckige  2n-Flache 
bezeichnet  werden  können,  entstehen  also  einfach  durch  Ver- 
einigung der   Netze   I  und   U   (Fig.  la  und  1/3),  d.  h.  die 
Eckpunkte    eines    Doppelpjramidennetzes    entsprechen   den- 
jenigen eines  Zweiecks-  und  eines  Kreisteilungsnetzes. 

2.  Die  Symmetrieebenen  eines  Doppelpyramidennetzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  des  Ereisteilungs-  und  des 
Zweiecksnetzes,  durch  deren  Vereinigung  jenes  erhalten  wird 
(vergl.  §  10,  2).  Die  Ebene  der  gemeinschaftlichen  Basis  a, 
sowie  die  n  auf  diesen  senkrechten  Ebenen,  welche  die 
2n  Schenkel  und  die  2n  Symmetrie -Hauptkreisbogen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  bilden,  sind  also  direkt  sym- 
metrische Mittelebenen  des  Netzes. 

3.  Ebenso  besitzt  ein  Doppelpyramidennetz  dieselben 
Axen  und  von  gleicher  Zähligkeit,  wie  sie  den  beiden 
entsprechenden  Netzen  I  und  II  zukommen.  Es  sind  also 
zwei  gleiche,  entgegengesetzt  gerichtete  n-zählige  Haupt- 
axen  {OÄ  und  OA^)  und  zwei  Gruppen  von  je  n  gleichen 
auf  diesen  senkrechten  zweizähligen  Queraxen  (OB,  bezw. 
OB  und  OC)  vorhanden  (vergl.  §  10,  s),  wobei  für  n-^2p+l 
je  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  zweizählige  Axen  ver- 
schiedenen Gruppen  angehören.  Das  sog.-  charakteri- 
stische Dreieck  erscheint  hier  als  die  Hälfte  einer  Grenz- 
fläche des  Doppelpyramidennetzes. 

4.  Für  n  «=  2j}  +  1  sind  die  Doppelpyramidennetze  als 
halbzählige  zu  bezeichnen  (§§  13,  2  u.  10,  ö),  welche 
aus  den  dem  Werte  2n  entsprechenden  einfach  durch  Ent- 
fernung von  n  abwechselnd  aufeinander  folgenden  vierflächigen 
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Ecken  erhalten  werden  können.  Die  n- flächigen  Ecken  mit 
den  Scheiteln  A  und  A'  entsprechen  sich  fürn » 2j?  +  1  nicht 
als  Gegenecken. 

5.  Einem  Doppelpyramidennetze  lässt  sich  ein  gleich- 
flächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges  Poly- 
eder umschreiben.  Das  eingeschriebene  Polyeder  ist  eine 
gerade  reguläre  Doppelpyramide,  deren  beide  End- 
ecken regulär  n- flächig,  deren  n  Randecken  halbregulär  vier- 
flächig  sind  (d.  h.  gleiche  ebene,  aber  abwechselnd  gleiche 
Flächen  Winkel  haben)  und  für  welche  die  End-  und  Rand- 
axen  gleich^lang  sind.  Das  in  den  Eckpunkten  des  Netzes 
der  Kugel  umgeschriebene  Polyeder  ist  ein  gerades  Prisma, 
dessen  beide  Endflächen  reguläre  n-Ecke,  dessen  n  Seiten- 
flächen Rechtecke  sind  und  für  welches  die  beiden  Endflächen 
und  die  n  Seitenflächen  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel  haben. 

Beide  Polyeder  entsprechen  sich  polar  in  Beziehung  auf 
die  Kugel  als  Direktrix;  die  Eckpunkte  des  umgeschriebenen 
Polyeders  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  der  Grenzflächen 
des  eingeschriebenen;  die  Kanten  beider  Polyeder  entsprechen 
sich  als  reziproke  Polaren.  Die  Eckenaxen  des  umge- 
schriebenen oder  die  Flächenaxen  des  eingeschriebenen  Po- 
lyeders treffen  die  Kugel  in  den  Mittelpunkten  der  den  zwei- 
rechtwinkligen Dreiecken  des  Netzes  umgeschriebenen  Kreise. 
Diese  Punkte  sind  die  Eckpunkte  eines  der  Kugel  einge- 
schriebenen gleicheckigen  Polyeders^  welches  dem  umge- 
schriebenen ähnlich  ist^  während  die  in  diesen  Punkten  an 
die  Kugel  gelegten  Berührungsebenen  eine  der  eingeschriebe- 
neu  ähnüche  Doppelpyramide  einschliesae'ii. 

6.  Diese  Mittelpunkte  der  den  Grenzflächen  des  Netzes  VIII 
umgeschriebenen  Kreise  sind  die  Eckpunkte  eines  gleich- 
eckigen NetzeS;  welches  dem  gleichflächigen  konjugiert 
ist.  Denn  die  Kanten  dieses  gleicheckigen  Netzes  stehen 
auf  denjenigen  des  gleichflächigen  Netzes  in  deren  Mittel- 
punkten senkrecht  und  werden  selbst  in  diesen  Punkten 
halbiert;  sie  bilden  in  jedem  Mittelpunkte  einer  Fläche  des 
Netzes  VIII  eine  gleichschenklig -dreiflächige  sphärische  Ecke, 


42     Drittes  Kap.  Bestimmung  d.  einf.  gleichfläcbig.  n.  d.  etc.  Netze. 

wahrend  die  Flächen  des  gleicheckigen  Netzes  zwei  reguläre 
n-Ecke  mit  den  Mittelpunkten  Ä  und  A'  und  n  halbregu- 
läre gleicheckige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B  dar- 
stellen. Jedes  dieser  beiden  Netze  ist  ein  Symmetrienetz 
des  andern,  und  es  gelten  für  sie  im  wesentlichen  (d.  h. 
abgesehen  von  den  durch  den  Umstand,  dass  die  Grenz- 
flächen und  Ecken  nicht  sämtlich  regulär  sind,  bedingten 
Änderungen)  dieselben  Beziehungen,  welche  für  zwei  regu- 
läre konjugierte  Netze  im  §  13,1  a)  bis  h)  aufgestellt 
worden  sind.  Eine  solche  Änderung  findet  hauptsächlich 
in  betreff  der  unter  c)  ausgesprochenen  Eigei^chaft  statt^ 
welche  nur  für  reguläre  Grenzflächen  gilt. 

7.  Nimmt  man  auf  dem  Symmetriekreisbogen  einer 
Fläche  des  Netzes  YIII,  d.  h.  dem  Halbierungskreise  des 
Winkels  ^3  und  der  gegenüberliegenden  Kante  a^  einen 
Punkt  Pi  beliebig  an,  so  bilden  die  zu  P^  homologen 
Punkte  sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  YIII  die  Eck- 
punkte eines  gleicheckigen,  jenem  zugeordneten  (vergU 
§  7,  7)  Netzes.  Die  Kanten  desselben,  welche  je  zwei  be- 
nachbarte Punkte  P  verbinden,  stehen  senkrecht  zu  den 
Kanten  des  gleichflächigen  Netzes  und  werden  in  den  Schnitt- 
punkten halbiert;  sie  bilden  in  jedem  Punkte  P  eine  gleich- 
schenklig-dreiflächige sphärische  Ecke,  während  die  Flächen 
zwei  reguläre  n-Ecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  A'  und 
n  halbreguläre  gleicheckige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten 
B  darstellen  (yergl.  Fig.  5a,  5/3,  5 y  und  öd).  Wir  bezeichnen 
diese  gleicheckigen  Netze,  deren  Symmetrienetze  die  Netze 
Yin  sind,  auch  als 

YIII'     sphärische  (2 -|-w)-f lächige  2»-Ecke. 

Für  n»4  erhält  man  ein  dem  regulären  Oktaedemetz 
zugeordnetes 

IV'     (2 +  4)-f lächiges  Achteck, 
dessen  beide  Endflächen  reguläre^  dessen  Seitenflächen  halb- 
reguläre Vierecke  sind. 

Das  in  6)  betrachtete  Netz  ist  der  spezielle  Fall  dieser 
Netze,  bei  welchem  der  Punkt  P  der  Mittelpunkt  des  der 
Grenzfläche  des  gleichflächigen  Netzes  umgeschriebenen 
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Kreises  ist  xrnd  bei  welchem  auch  umgekehrt  das  gleich- 
eckige Netz  das  Sjmmetrienetz  des  gleichflächigen  ist. 

Wenn  der  Punkt  P^  speziell  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  A^B^B^  eingeschriebenen  Kreises  ist,  so  werden 
die  senkrechten  Abstände  jedes  Punktes  P  von  den  Kanten 
des  ihn  einschliessenden  Dreieckes  gleich,  die  sämtlichen 
Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  also  einander  gleich  und 
die  n  Seitenflächen  zu  regulären  Vierecken.  Wir  be- 
zeichnen dieses  besondere,  zugleich  gleicheckig e-  und 
gleichkantige  Netz  als  die  Archiinedeische  Varietät 
der  Netze  VIII'. 

8.  Den  Netzen  VIII'  kommen  dieselben  Symmetrie- 
ebenen und  dieselben  Axen  Ton  gleicher  Zähligkeit 
zu,  wie  den  zugehörigen  Symmetrienetzen  VIII  (vgl.  2  u.  3 

^dieses  Paragraphen).  Insbesondere  möge  hervorgehoben  wer- 
den, dass  für  die  Archimedeische  Varietät  die  Axen  OJB, 
wiewohl  sie  für  die  regulären  Vierecke  vi  erzählige  Axen 
sind,  doch  für  das  Netz  nur  die  Bedeutung  zweizähliger 
Axen  haben. 

9.  Jedem  Netze  VIII'  lässt  sich  ein  gleicheckiges 
Polyeder,  nämlich  ein  gerades  Prisma  mit  regulären  End- 
flächen einschreiben  und  ein  gleichflächiges  Polyeder,  näm- 
lich eine  gerade  reguläre  Doppelpyramide  umschreiben. 
Beide  Polyeder,  welche  man  bez.  als 

[VIII']     gleicheckige  (2-f  M)-flächige  prismatische 

,    ,  2w-Ecke 

und  als 

[VIII]  gleichflächige  (2-t-w)-eckige  2«-Flache 

bezeichnen  kann,  entsprechen  sich  polar   in  Beziehung  auf 
die  Kugel  (vergl.5  dieses  Paragraphen);  ihre  Symmetrieebenen 
und  Axen  sind  dieselben,  wie  diejenigen  der  zugehörigen  Netze. 
Der  Archimedeischen  Varietät  der  Netze  entspricht  bez 
die  Archimedeische  Varietät  der  zugehörigen  Polyeder. 

10.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  gleich- 
eckigen Netze  VIII'  werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  P  alle 
möglichen  Lagen  auf  dem  Quadranten  einnimmt,  welcher 
das  zweirechtwinklige  Dreieck  des  Netzes  VIII  in  zwei  syui- 
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metrische  Hälften  teilt.  Bezeichnen  wir  den  sphärischen 
Abstand  eines  Punktes  P^  von  der  Spitze  A  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  mit  €a^  den  Abstand  des  Punktes  P^ 
von  einem  Endpunkte  B  der  Basis  mit  St,,  die  Kanten  und 
Polygonwinkel  des  gleicheckigen  Netzes  durch  accentuierte 
Buchstaben  a'|,  a\^a\  und  A\^  -^'g^-^'g,  wobei  also  je 
zwei  aufeinander  senkrechte  Kanten  des  gleicheckigen  und 
des  gleichflächigen  Netzes  denselben  Index  erhalten^  so  er- 
geben sich  leicht  folgende  Relationen: 

COS€f, 


17a) 


.    ,    f                 .   180' 
stn^a'^^  sin  Sa  sin y 
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180^ 

$7n  6a  COS ) 
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«8)      2  "  1 


cotg 


Ä\ 


900-fa, 

cossatang >   J.^« 
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^'s-=180«-^ 
»  2 


2  "     n 

Dem  Werte  Ca'^^O^  entspricht  der  Grenzfall  der  re- 
gulären Kreisteilungsnetze  I  (vergl.  §  8,  I  und  §  9,  9). 

Für  die  dem  Netze  VIII  konjugierte  Varietät  des 
Netzes  VIII'  wird  Sa^Sb^R  gleich  dem  gemeinschaftlichen 
Werte  für  die  Radien  des  dem  zweirechtwinkligen  Dreiecke 
und  den  beiderlei  Grenzflächen  des  Netzes  VIII'  umge- 
schriebenen Kreises.  Alsdann  bestehen  die  einfachen  Be- 
ziehungen: 


17/J) 


cotgct 
tang  \  a\ 


180« 

cos j    Ba 
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f6  =  7Z, 
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V2 


,       180« 
tang > 


n 


aus  welchen  z.B.  für  n  — 4,  «'g«  180«-— 2iy,  d.  h.  die  Kante 
des  regulären  Hexaedemetzes  VI  (vergl.  §  9,  9)  sich  ergiebt. 

Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  VIII'  ist: 


17y) 


cotg  Sc 


2  **  1 


.   180^ 
stn 7 
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2  **  2 


2  «  8 


=P=900-£, 


ö? 


wo  P  den  Radius  des  dem  zweirechtwinkligen  Dreiecke  ein- 
geschriebenen Kreises  bedeutet.  Für  n  «=  4  resultiert  wieder- 
um das  Hexaedemetz  VI. 
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11.  Was  die  einem  Netze  VIII'  ein-  und  umgeschriebenen 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sich  die  für  dieselben  cha- 
rakteristischen Grössen  in  einfacher  Weise  aus  den  obigen 
Relationen. 


18  a) 


§  17.  Beziehungen  für  die  einem  gleicheckigen  Netze 
ein-  nnd  umgeschriebenen  Polyeder. 

Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  gleich  allgemein 
die  Beziehungen  aufstellen,  welche  für  solche  Polyeder 
gelten,  die  einem  gleicheckigen  Netze  bezw.  ein-  und  um- 
geschrieben sind  (vergl.  §§  7,8  und  auch  §  13e  u.  f). 

a)  Die  sphärischen  Kanten  a,-  und  Winkel  Ai  des 
gleichflächigen  Netzes,  welchem  das  gleicheckige  Netz  zu- 
geordnet ist,  ergänzen  bezw.  die  Innenflächenwinkel  W\  und 
die  ebenen  Winkel  w^i  des  dem  gleicheckigen  Netze  ein- 
geschriebenen gleicheckigen  Polyeders  zu  180^,  d.  h. 
es  ist 

ir',-i80ö-«,., 

w;',-1800-il'f. 

b)  Die  sphärischen  Kanten  a\  und  Winkel  A\  des 
gleicheckigen  Netzes  ergänzen  bezw.  die  Innenflächenwinkel 
Wi  und  die  ebenen  Winkel  Wi  des  diesem  Netze  um- 
geschriebenen gleichflächigen  Polyeders  zu  180^,  d.h. 
es  ist 

c)  Bedeuten,  wie  bisher,  Sa^  St,...  die  sphärischen  Ra- 
dien der  den  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  umge- 
schriebenen Kreise  (d.  h.  die  Abstände  eines  Eckpunktes  Pj 
Ton  den  Eckpunkten  der  Grenzfläche  des  gleichflächigen 
Symmetrienetzes),  so  bestehen  für  die  senkrechten  Abstände 
if'aj  q\--'  der  verschiedenen  Grenzflächen  des  gleicheckigen 
Polyeders  vom  Mittelpunkte,  sowie  für"  die  mit  jenen  Ab- 
ständen gleichgerichteten  Eckradien  Qa,  p^...  des  umge- 
schriebenen Polyeders  die  Relationen: 
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18c) 


r  r 

92  =  — —  1  Qb 


COSBa  eOS£^ 


QiQi^r^i 


wo  r  den  Badius  der  Engel  bezeichnet. 

d)  Die  Kanten  K'i  des  eingeschriebenen  gleicheckigen 
Polyeders  sind  die  Sehnen  zn  den  Bogen  a',,  welche  die 
Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  bilden;  jede  Kante  E^t  des 
nmgeschriebenen  gleichfiachigen  Polyeders  ergiebt  sich  ans 
den  beiden  zugehörigen  Eckradien  pi,  Qt  and  dem  Ton  diesen 
eingeschlossenen  Winkel  a,-,  d.  h.  es  ist 


'"'    ":: 


VQk^  +  Qi^-'2QkQicasai. 

Die  Anwendung  dieser  Beziehungen  auf  die  den  Netzen 
VIII'  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  bietet  keine 
Schwierigkeit.  Insbesondere  entspricht  dem  unter  17  a)  an- 
gegebenen Werte  f&r  Sa  bezw.  diejenige  Varietät  der  beiden 
Polyeder,  welche  zugleich  einer  Kugel  ein-  und  einer  an- 
dern umgeschrieben  werden  kann;  dem  aus  17/3)  folgenden 
Werte  für  f«  entsprechen  die  Archimedeischen  Varietäten 
beider  Polyeder. 

§  18.   Doppelpyramidennetze  TIII^  nebst  den  zu- 
geordneten  gleicheckigen   Netzen   YIII"   und  den 

entsprechenden  Polyedern.    * 

1.  Wenn  n^2p  eine  gerade  Zahl  ist,  so  sind  dem 
Doppelpyramidennetze  VIII  gleicheckige  Netze  von  noch 
allgemeinerer  Beschafifenheit  zugeordnet,  als  die  in  §  16 
unter  7  bis  10  betrachteten.  Nimmt  man  nämlich  in  die- 
sem Falle  im  Innern  eines  zweirechtwinkligen  Dreiecks  des 
Netzes  VIII  beliebig  (also  nicht  gerade  auf  dem  Symme- 
triehauptkreise) einen  Punkt  P^  an,  konstruiert  die  zu  dem- 
selben in  Beziehung  auf  die  einschliessenden  Hauptkreise 
symmetrisch  liegenden  Pimkte  und  verfahrt  mit  den  er- 
haltenen Punkten  in  gleicher  Weise  u.  s.  f.,  so  erhält  man 
ein  gleicheckiges   Netz,    für    welches  je    zwei   benachbarte 
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sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  P  in  zwei  längs  einer  Kante 
aueinanderstossendeVi  Dreiecken  des  Netzes  YIII  liegen,  nicht 
kongruent,  sondern  symmetrisch  gleich  sind  (yergl. 
Fig.  6«  (p==2),  6^  (p  =  3),  6y'(p«4),  6*  (p  =  5). 

Die  2n  dreiflächigen  Ecken  dieses  Netzes,  deren  Winkel 
sowohl  wie  Kanten  im  allgemeinen  ungleich  sind,  zerfallen 
also  in  zwei  Gruppen  von  je  2p  rechten  und  2p  linken  Ecken. 
Die  beiden  Endflächen,  deren  Kanten  auf  den  Schenkeln  der 
Dreiecke  des  Netzes  YIII  senkrecht  stehen,  sind  halbregu- 
läre gleicheckige  (p+^)- kantige  2. |)- Ecke  mit  den  Mittel- 
punkten Ä  und  Ä\  während  die  Seitenflächen  zwei  verschie- 
dene Gruppen  von  je  p  halbregulären  (2 -f  2) -kantigen 
2 . 2-Ecken  mit  bez.  den  Mittelpunkten  B^ ,  B^,  ^s, • .  •  und  5g, 
JB^j  JBß . . .  bilden.   Wir  bezeichnen  diese  Netze  daher  auch  als 

VIIF     sphärische  (2-f j3-fj))-flächige  2.2i)-Ecke. 

2.  Die  direkt-symmetrischen  Mittelebenen  eines 
Netzes  VIII"  sind  ausser  der  Ebene  des  Hauptkreises  a,  der 
gemeinschaftlichen  Basis,  die  p  Ebenen^  welche  die  Schenkel 
der  Dreiecke  des  Netzes  VIII  erzeugen,  während  die  p  Ebenen 
der  Symmetriehauptkreise  dieser  Dreiecke  für  das  Netz  VIII" 
keine  Symmetrieebenen  sind.  In  der  That  sind  die  sämt- 
lichen Eckpunkte  P  des  Netzes  VIII"  nur  dann  homologe 
Pimkte  sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  VIII,  wenn  diesen 
letzteren  selbst  keine  Symmetriehauptkreise  zukommen.  Man 
hat  also  in  diesem  Falle  auch  das  Doppelpyramidennetz  VIII 
als  ein  solches  aufzufassen,  dem  jene  p  Symmetrieebenen 
nicht  eigentümlich  sind,  und  je  zwei  längs  eines  Schenkels 
aneinanderstossende  zweirechtwinklige  Dreiecke  dieses  Netzes 
nur  als  symmetrisch  gleich  zu  betrachten  (vergl.  die 
Schrafflerung  in  Fig.  6  a). 

Wir  können,  um  auszudrücken ,  dass  das  Netz  VIII  die 
angegebene  Beschaffenheit  hat,  dasselbe  als 

Villa     sphärisches   {2+p+p)-eckige8  2.2i)-Flach 

bezeichnen. 

Was  die  Axen  des  Netzes  VIII"  anlangt,  so  besitzt 
dasselbe  zwei  gleiche,  entgegei^eaetzt  gerichtete  j>- zähl  ige 
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Hanptaxen  (O^und  OJ!)  und  zwei  Gruppen  von  je|>  gleichen^ 
anf  diesen  senkrechten  zweizähligen  Axen  {OB)^  wobei, 
wenn  p  eine  ungerade  Zahl  ist,  je  zwei  entgegengesetzt 
gerichtete  zweizählige  Queraxen  verschiedenen  Gruppen 
angehören.  Das  Doppelpyramidennetz  VUIa,  welchem  die 
Netze  VIII"  zugeordnet  sind,  besitzt  also  auch  nur  diese 
Axen;  während,  wenn  die  Grenzflachen  des  Netzes  VIII  als 
einander  kongruent  und  selbst  aus  zwei  symmetrischen  Hälften 
bestehend  betrachtet  werden  (wie  §  16,  2  u.  3)  die  Zählig- 
keit  der  beiden  Hauptaxen  2p  betragen  und  zu  den  2p  Quer- 
axen noch  2p  ^  nämlich  die  Axen  0(7  (Fig.  lß\  hinzutreten 
würden,  welche  die  Winkel  des  ersteren  halbieren. 

Speziell  fQr  |)»2  ergiebt  sich,  dass  die  vierzähligen 
Axen  des  Oktaedernetzes  jetzt  nur  noch  die  Bedeutung 
Yon  zweizähligen  haben  und  zwar,  dass  ein  Paar  als  die 
Hauptaxen,  die  anderen  beiden  Paare  als  Nebenaxen  auf- 
zufassen sind;  und  femer,  dass  die  sechs  Symmetrieebenen 
hl,  &2"-^6  ^^^  Netze  nicht  mehr  zukommen. 

3.  Jedem  Netze  VIII"  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder, 
nämlich  ein  ger ade  s  Prisma  mit  gleicheckigen,  halbregulären 
Endflächen,  dessen  Seitenflächen  zwei  Gruppen  yon  Rechtecken 
bilden  und  welches  2p  rechte  und  2p  linke  gleicbe  drei- 
flächige Ecken  besitzt,  eingeschrieben  werden.  Wir  be- 
zeichnen ein  solches  Polyeder  als 

[VIII"]     gleicheckiges  (2+p+^)-flächiges, 
prismatisches  2.2p-Eck. 

Das  dem  Netze  VIII"  in  dessen  Eckpunkten  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  welches  dem  gleicheckigen 
polar  entspricht,  ist  eine  gerade  Doppelpjrraraide,  welche 
von  2p  rechten  und  2p  linken  unregelmässigen  Dreiecken  be- 
begrenzt ist  und  deren  ebener  Rand  ein  (p+l?)- eckiges  gleich- 
kantiges 2  .p-Kant  ist.  Die  beiden  Scheitelecken  sind  halb- 
regulär 2|}-flächig,  mit  2p  gleichen  ebenen  und  abwechselnd 
gleichen  Flächenwinkeln;  die  Randecken  bilden  zwei  Gruppen 
von  je  vier  halbregulär -vierflächigen  Ecken.  Wir  bezeichnen 
dies  Polyeder  als 
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[Villa]     gleichflächiges  (2+i>+i?)-eckiges, 
ebenrandiges  2.2j)-Flach. 
Für  |> » 2   ist   das   gleicheckige   Polyeder   eiu   gerades 
rechtwinkliges  Parallelepiped^  das  gleichflächige  ein  rhom- 
bisches Oktaeder. 

4.  Um  die  wichtigsten  für  die  Netze  VIII"  geltenden  Re- 
lationen zu  erhalten,  bestimmen  wir  die  Läge  eines  Punktes  P 
z.  B.  Pi  innerhalb  des  Dreieckes  AB^B^  (^ig-  6« — 6tf)'^durch 
den  sphärischen  Abstand  Sa  dieses  Punktes  von  A  (die  Pol- 

180** 
distanz)  und  den  Winkel  -ö'a^'X ,  welchen  der  Haupt- 
kreisbogen AF^  mit  demjenigen  AB^  bildet  (die  Länge)^ 
wobei  0<x<l  ist.  Werden  alsdann  die  sphärischen  Ab- 
stände des  Punktes  P^  von  den  Endpunkten  P^,  P,  der 
Basis  durch  fön  ^b%y  die  senkrechten  Abstände  von  den  Kanten 
JS^B^j  AB^  und  AB^  bezw.  mit  ^a'i,  "l"'«?  "a'^^'s;  ^^^  ^^n 
denselben  bei  Pj  gebildeten  Winkel  bezw.  durch  -4'^,  A!^y  A\ 
bezeichnet,  sodass  also  diese  Winkel  die  Poljgonwinkel,  a\^ 
a\y  a\  die  Kanten  des  Netzes  VIII"  bedeuten,  und  sind 
A!\  und  A!^\  die  beiden  Teilwinkel,  in  welche  der  Haupt- 
kreisbogen A^P^  den  Winkel  Ä^  zerlegt  (vergl.  Fig.  6r, 
in  welcher  P^A^Say  P^B^^St^^  PiPg^fft«,  P^B^'^  \a\^ 
JP^Pg  —  -j  a\ ,  Pj  Pj «  4  ^'»  ^s*))  s^  ergeben  sich  leicht  folgende 
Beziehungen  für  die  Elemente  der  Netze  VIII": 

.    1    ,         .         .      180« 

5tn  -i  a  a  «=«  sin  Sa  sin  x ; 

8     «  p 

180« 
sin  -J  a'j  —  5/«  Sa  sin  (1  —  x) t    i  «'i  =-  90«  —  e«  , 


19a) 


.    Äff               /          180« 
cotg  A\  -=  Cös  fa  tang  x j 

co^  -4'"i  -» cos  «a  ^«nfl'  (1  —  x)  -     ) 

^'g  -  ISO«  -  ^"i ,  ^'3 « 180«  ~  A'", ,  ^'1  -  A\  +  ^'" 


1  ? 


180«  ,,        .  180«n 

COS€öi'^Sm€aCOSX ;    COS  6^2^  Sin  fa  COS  (1 —X) )' 


1)  Vergl.  Formel  2)  in  §  6. 

H«Bi,  Kngelteilung. 
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Die  Elemente  der  Netze  VIII"  hängen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  Sa  und  x  ab,  wobei  0<,ea<90^j 
0<x<l  ist. 

Für|)»2  erhält  man  die  Relationen  fUr  das  dem  Ok- 
taedemetz  zugeordnete 

lY"    prismatische  (2  +  2  +  2)-flächige  2 . 4-Eck. 

Für  Ca  ^00^  resultiert  der  Grenzfall  der 

II'    halbregulären  Ereisteilungsnetze: 

(s.  Fig.  6  g,  l)»4),  welche  den  regulären  Zweiecksnetzen  zu- 
geordnet sind.  Je  zwei  benachbarte  Zweiecke  dieser  Netze 
sind  dann  ebenfalls  nur  als  symmetrisch-gleich  aufzufassen. 

Für  x«»-|-  werden  bei  einem  beliebigen  Werte  des  £<, 
die  einem  geraden  Werte  von  n  entsprechenden  Netze  YIII' 
(vergl.  7—9  des  §  16)  erhalten. 

Was  die  einem  Netze  VIII"  ein-  und  umgeschriebenen 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sich  die  sämtlichen  wesent- 
lichen Relationen  einfach  aus  den  Formeln  18  a)  bis  18(2), 
wenn  die  bezüglichen  Werte  aus  19  a)  in  dieselben  einge- 
führt werden. 

Auf  die  Beziehungen  zi^ischen  den  Grossen  £«>  ^  ^md 
den  sog.  Ableitungskoefficienten  dieser  Polyeder  wird 
später  (im  fünften  Kapitel)  eingegangen  werden. 

5.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch 
eine  allgemeine  Bemerkung  anfügen,  welche  durch  die  letzten 
Betrachtungen  veranlasst  wird  und  welche  auch  für  die 
weiteren  Untersuchungen  von  Wichtigkeit  ist. 

Die  Netze  VIII"  boten  uns  zuerst  einen  Fall  solcher 
gleicheckigen  Netze  dar,  welche  gleiche,  abwechselnd  kon- 
gruente und  symmetrische  Ecken  besitzen  und  deren  Eck- 
punkte als  homologe  Punkte  der  Dreiecke  des  Symmetrie- 
netzes Yin  beliebig  im  Innern  derselben  gewählt  werden 
konnten. 

Für  alle  solche  gleichflächigen  Netze,  bei  welchen  jeder 
Winkel  der  Grenzfläche  einen  aliquoten  Teil  von  360^  be- 
trägt,  die  Ecken  des  Netzes  aber  regulär  oder  halbregulär 
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sind;  müssen  die  Eckpunkte  eines  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  —  als  solche  homologe  Punkte  der  Grenzflächen, 
welche  zu  den  Kanten  derselben  symmetrisch  liegen  —  die 
Eckpimkte  von  regulären  oder  halbregulären  (gleich- 
eckigen) Polygonen  sein,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte 
des  gleichflächigen  Netzes  sind.  Die  Eckpunkte  jeder  Grenz- 
fläche des  gleicheckigen  Netzes  können  daher  aus  einem 
derselben  (z.  B.  P^)  als  Spiegelbilder  erhalten  werden,  welche 
durch  die  vereinte  Wirkung  der  spiegelnd  zu  denkenden 
Ebenen  der  beiden  Hauptkreise,  welche  den  Punkt  P^  ein- 
Bchliessen,  erzeugt  werden  (vergl.  §  5,  4  und  §  4,  2).  Ist 
der  Winkel   dieser   beiden    den   Punkt   P^   einschliessenden 

360® 
Hauptkreise  ,   so  kann  für  v^2p  der  Punkt  P^  eine 

beliebige  Lage  innerhalb  des  Winkels  haben:  die  entstehen- 
den Spiegelbilder  stellen  alsdann  nebst  dem  Punkte  P^ 
selbst  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  (p +|})- kantigen 
2.|>-Ecks  dar;  ist  aber  v  — 2j)  +  l,  so  muss  der  Punkt  P^ 
auf  dem  Halbierungshauptkreise  des  Winkels  liegen:  die 
Spiegelbilder  nebst  dem  Punkte  sind  alsdann  die  Eckpunkte 
eines  regulären  i;-Ecks. 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Winkel  einer  Grenzfläche 

360*^  360®  360® 
des  gleichflächigen  Netzes , , ...  betragen,  und 

V^  Vj  Vj 

sämtliche  Zahlen  v^y  v^,  v^...  gerade  sind,  der  Punkt  P^ 
beliebig  im  Innern  der  Grenzfläche  gewählt  werden  kann, 
während,  wenn  eine  der  Zahlen  v^^  v^^  v^  ungerade  (oder 
auch»  2)  ist,  derselbe  auf  dem  Halbierungskreise  dieses  Win- 
kels liegen  muss;  wenn  zwei  dieser  Zahlen  ungerade  sind, 
also  nur  ein  bestimmter  Punkt  der  Grenzfläche  sein  kann. 
Wenden  wir  diesen  Satz  noch  auf  die  regulären  Netze  I 
bis  YII  an,  so  folgt,  wie  auch  schon  bei  den  Betrachtungen 
des  §  16  unter  7  und  10  und  dieses  Paragraphen  unter  4 
hervorgetreten  ist,  dass  nur  beim  regulären  Oktaeder- 
netz IV  und  bei  dem  regulären  Zweiecksnetz  II  für 
i/<->2j)  sich  auch  bei  beliebiger  Lage  des  Punktes  P^  inner- 
halb   oder   bez.  auf  einem  Symmetriekreisbogen  der  Grenz- 
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fläche  dieser  Netze  zugeordnete  gleicheckige  Netze  IV"  (oder 
speziell  IV '  und  IV)  ergeben.  Für  die  anderen  regulären 
Netze  jedoch,  nämlich  die  Netze  III,  V,  VI,  VII  und  das 
reguläre  Kreisteilungsnetz  I  (bei  welchem  die  Winkel  der 
Grenzflächen  180^  betragen)  können  die  Punkte  P  der  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netze  nur  die  Mittelpunkte  der 
regulären  Grenzflächen  sein. 

Dagegen  tritt  für  die  regulären  Ereisteilungsnetze  I, 
falls  n^2p  ist,  der  besondere  Umstand  ein,  dass  diesen  sich 
halbreguläre  Zweiecksnetze,  deren  Eckpunkte  die  Mittel- 
pimkte  A^A^  der  Grenzflächen  jener  (der  Pol  und  Gegenpol 
zu  dem  gemeinsamen  Hauptkreise  o)  sind,  zuordnen  lassen, 
da  jeder  von  A  (oder  A^)  nach  einem  beliebigen  Punkte  von  a 
gezogene  Hauptkreisbogen  auf  diesem  senkrecht  steht.  Es 
sind  also  einem  regulären  Ereisteilungsnetze  I,  wenn  n-"2|)  ist: 

I'     gleicheckige,  halbreguläre  Zweiecksnetze 

zugeordnet  (yergl.  Fig.  6  g,  in  welcher  die  Haupthalbkreise 
APi^  AP^.f,  vollständig  ausgezogen  zu  denken  sind,  während 
das  reguläre  Ereisteilungsnetz  mit  den  Eckpunkten  JB^^^B^,.. 
das  zugehörige  Symmetrienetz  darstellt). 

§  19.   Triakistetraedernetz  IX  nebst  den  zugeordne- 
ten gleicheekigen  Netzen  IX'  und  den  entsprecliendeu 

Polyedern. 

1.  Die  Grenzfläche  des  Triakistetraedernetzes  IX  ist 
(vergl.  Tabelle  16  in  §  15)  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
für  welches  die  Beziehungen  gelten: 

•  9n^      /  ^*  -  ^»  -  ^^"'      «»-«»■=  180«-  2.?, 
^^       1^,-120«,  1-2,')- 

Die  zwölf  Grenzflächen  des  Netzes  bilden  vier  regulär 
dreiflächige  Ecken,  deren  Scheitel  den  Spitzen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  entsprechen,  und  vier  halbreguläre 
sechsflächige  sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  die  Endpunkte 
der  Basen  sind. 


1)  Vergl.  Formel  7)  in  §  9. 
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Dieses  Netz  wird  daher  einfach  aus  dem  regulären 
Tetraedernetz  III  (§  11,1,  vergl.  Fig.  2«  u.  2ß)  erhalten, 
wenn  die  Mittelpunkte  der  vier  regulären  Dreiecke  (z.  B. 
Ci,  0*2^  Cj,  CJ,  welche  die  Eckpunkte  des  konjugierten 
Tetraedemetzes  sind,  durch  Hauptkreisbogen  (-=180^  —  2??) 
mit  den  Eckpunkten  (z.  B.C^,  C/g,  C\^  C\)  verbunden  werden 
(vergl.  die  stark  gezeichneten  Teile  der  Fig.  la  und  7/5, 
welche  bezüglich  der  Fig.  2  a  und  2ß  entsprechend  die  stereo- 
graphische Projektion  für  die  Projektionspunkte  C^  und  A^ 
darstellen).  Da  diese  Verbindungskreisbogen  Fortsetzungen 
der  Hauptkreise  b  des  Tetraedernetzes  darstellen,  so  werden 
die  gesamten  Kanten  dieses  Netzes  durch  die  Hauptkreise  &, 
welche  bis  auf  einen  Bogen  (z.  B.  C^A^C^^  180^  —  2 rf)  aus- 
gezogen sind,  gebildet.  Die  4  +  4  Eckpunkte  C  entsprechen 
denjenigen  eines  regulären  Hexaedernetzes  VI,  aus 
welchem  hiemach  das  Netz  IX  ebenfalls  in  einfacher  Weise 
hergeleitet  werden  kann. 

Wir  bezeichnen  dies  Triakistetraedemetz  auch  als 

IX     sphärisches  (4-f  4)-eckiges  4.3-Flach. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  dieses  Netzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  der  beiden  konjugierten  regu- 
lären Tetraedernetze,  aus  welchen  das  Netz  zusammengesetzt 
ist.  Die  einzigen  direkt  symmetrischen  Mittelebenen 
sind  die  Ebenen  der  sechs  Hauptkreise  b^,  &j...&g.'  Die  vier 
nach  den  Eckpunkten  der  dreiflächigen  Ecken  gerichteten 
Kugelradien  sind  vier  gleiche  dreizählige  Axen,  ebenso  stellen 
die  vier  diesen  entgegengesetzt  gerichteten,  nach  den  Eck- 
punkten der  sechsflächigen  Ecken  gezogenen  Radien  vier  unter 
sich  gleiche  dreizählige  Axen  dar.  Ausserdem  bilden  die  nach 
den  Mittelpunkten  A  der  Basen  der  gleichschenkligen  Dreiecke 
gerichteten  Kugelradien  drei  Paare  von  entgegengesetzt  ge- 
richteten, einander  gleichen,  zweizähligen  Axen.  Das  sog. 
charakteristische  Dreieck  erscheint  also  hier  als  die  Hälfte 
der  Grenzfläche  eines  Triakistetraedernetzes  (vergl.  §  11,  2). 

Das  Triakistetraedemetz  ist  ein  halb  zähliges,  insofern 
za  keiner  Grenzfläche  die  Gegenfläche  und  zu  keiner  Ecke 
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am  Gegenp unkte  des  Scheitels  d.  %     ' 

banden  ist.  i. 

3.  Wird  auf  dem  Symmetriekre  '  * 

des  Netzes  IX-  z.  B.  auf  C^^Ä^  irg(.\  ^ 

nommen  und  werden  alsdann  die  zu  j 
sämtlicher  Grenzflächen  konstruiert,  so 
yon  denen  je  zwei  benachbarte  zu  einer 
symmetrisch  liegen,  die  Eckpunkte  eine. 
ueten  gleicheckigen  Netzes.     Die  Kai 
welche  senkrecht   zu   denjenigen  des  glei( 
stehen  und  iu   den  Schnittpunkten  halbiert 
in  jedem  Punkte  Peine  gleichschenklig-dreifiiu 
Ecke;    die  Flächen  des  Netzes   sind  vier  re^ 
mit   den   Mittelpunkten   C^^C^^C\^C\   und   \ 
läre  (3  +  3)-kantige  gleicheckige  Sechsecke  mit 
punkten  C^,C^yC\^C\  (vergl.  Fig.  7a  u.  7/5). 

Ein  solches   gleicheckiges  Netz,  dessen  Sym 
das  Netz  IX  ist,  wird  daher  auch  passend  als 

IX'     sphärisches  (4 +  4)-f lächiges  4.3-Ei 
bezeichnet. 

Für  jede  Lage  des  Punktes  P,  auf  dem  Symmetri« 
bogen  Ä^Cy  resultiert  eine  bestimmte  Varietät  dieser  gl 
eckigen  Netze.    Ist  der  Punkt   P^   speziell  der  Mittelpr. 
des  dem   Dreiecke  C^C^C^  eingeschriebenen  Kreises, 
werden   die  sämtlichen  Kanten  des  Netzes  gleich,  die  hal: 
regulären   Sechsecke   zu   regulären   Sechsecken;    dies   be 
sondere,    zugleich    gleicheckige    und    gleichkantige 
Netz  bezeichnen   wir   als  die  Archimedeische  Yarietüt 
der  Netze  IX'. 

Der   Mittelpunkt    des    dem    Dreiecke    C^C^C^    umg^ 
schriebenen  Kreises  fällt  hier  mit  dem  Halbierungspui 
.  der  Basis,  d.  h.  dem  Punkte  A^  zusammen.   '^ 
konjugierte  gleicheckige  Netz  ist  also  w 
läre  Oktaedernetz  lY^  dessen  Eckpunk 
punkte  A  der  Basen  des  gleichflächigen  \ 
dessen  Kanten  in  den  Mittelpunkten  B  der 
auf  diesen  senkrecht  stehen  (s.  Fig.  3). 
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Tg^jiSn  Oktudtcn  stellten  Satze,  dass  am  die  auf  dem 
jöp  HexaedenMi  f.  dieses  Winkels  liegenden  Punkte  P  die 
laniie  Grenz&ll  in  ^_  Netze  IX  zugeordneten  gleicheckigen 
nni  «ddiem  die  vi  ^  en,  daas  also  der  Punkt  P^  nicht  be- 
sKärnadra,  demgen^i;,  Oreieches  angenommen  werden  kann. 
3«fifire  Dreiecke  ert^  'n  in  §  35  als  Hemigonieen  von  voll- 
SAwtel  von  swei  gla^  etzeo  (XXI')  erhalten  werden.  Mit 
la^menMlen.  ich  die  Eckpunkte   P  in  den  Fig. 

Die    Symmetii6-ß.og^     n  (vergi.  Fig.  19). 
Xetze   IX'   sind  dieueba.  i 

etz  X  and  Hexablstetraeder- 
rdoeten  glelchecblgeD  Netzen 
itspreehendeD  Polyedern. 
aus  24  gleichschenkligen  Drei- 

gerade  Aboa.,im«r  »r  i^    ""«'■  «  '^^  'f"''-  1") 
erbalten  JäaK    nnNSunäwe   «       "i"^"»"^) 
geordnet««  f-"fiitrf:tiai»i   ^•.'.^,    "i  —  180"  — 2^ 
[IX]  «in.  I^v^•JlIfli^cJ:lJ^t;     .      i^rflächige  nnd  acht  bjLlbre- 


Symmetrienetzee  IX. 

4.  Jedem  X«tw  I£  g,^, 
lyeder,  i 

[IX']     ein  gl«äch*tiij!*. 
lein  Polyeder,  »«ieu«  wt  , 


(ein/ 

Der    ATCtllaf:U*:ir  ;  ji-,-      .„ 

sprechen  fie  Ar'jmm'iU'j.Pti.^ 

und  oiBfeMäibeMswi.  }  jivmr«- 

D»B  dflD  omw  • 


ken  bilden. 

aus  dem  regulären  Hexa- 

"  Mittelpunkte  A  der  re- 

cn  C  derselben  erhalten 

l^reise  den  Hanptkreisen 

-  '"•"''  w-»'  "^  durch 


!fetze8 
oder 
Ibenen 
ibenen 
bogen 
irische 
r  Tier- 
Paare 
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am  Gegenpunkte  des  Scheitels  die  Gegenecke  im  Netze  vor- 
banden  ist. 

3.  Wird  auf  dem  Symmetriekreisbogen  einer  Grenzfläche 
des  Netzes  IX-  z.  B.  auf  C^Ä^  irgend  ein  Punkt  F^  ange- 
nommen und  werden  alsdann  die  zu  P|  homologen  Punkte  P 
sämtlicher  Grenzflächen  konstruiert,  so  bilden  diese  Punkte  P, 
von  denen  je  zwei  benachbarte  zu  einer  Kante  des  Netzes  IX 
symmetrisch  liegen,  die  Eckpunkte  eines  diesem  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzes.  Die  Kanten  dieses  Netzes, 
welche  senkrecht  zu  denjenigen  des  gleichflächigen  Netzes 
stehen  und  in  den  Schnittpunkten  halbiert  werden  ^  bilden 
in  jedem  Punkte  P  eine  gleichschenklig-dreiflächige  sphärische 
Ecke;  die  Flächen  des  Netzes  sind  vier  reguläre  Dreiecke 
mit  den  Mittelpunkten  Ci,^4,  Cg,  C^  und  vier  halbregu- 
läre (3 +  3) -kantige  gleicheckige  Sechsecke  mit  den  Mittel- 
punkten Cg,  Cj,  C'^,  C'i  (vergL  Fig.  7a  u.  7ß). 

Ein  solches  gleicheckiges  Netz,  dessen  Symmetrienetz 
das  Netz  IX  ist,  wird  daher  auch  passend  als 

IX'     sphärisches  (4-f  4)-flächiges  4.3-Eck 
bezeichnet. 

Für  jede  Lage  des  Punktes  P^  auf  dem  Symmetriekreis- 
bogen Ä^Ci  resultiert  eine  bestimmte  Varietät  dieser  gleich- 
eckigen Netze.  Ist  der  Punkt  P^  speziell  der  Mittelpunkt 
des  dem  Dreiecke  CiC^C^  eingeschriebenen  Kreises,  so 
werden  die  sämtlichen  Kanten  des  Netzes  gleich,  die  halb- 
regulären  Sechsecke  zu  regulären  Sechsecken;  dies  be- 
sondere, zugleich  gleicheckige  und  gleichkantige 
Netz  bezeichnen  wir  als  die  Archimedeische  Varietät 
der  Netze  IX'. 

Der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  C^CgCg  umge- 
schriebenen Kreises  fällt  hier  mit  dem  Halbierungspunkte 
der  Basis,  d.h. dem  Punkte  A^  zusammen.  Das  dem  Netze  IX 
konjugierte  gleicheckige  Netz  ist  also  wiederum  das  regu- 
läre Oktaedernetz  IV,  dessen  Eckpunkte  die  sechs  Mittel- 
punkte Ä  der  Basen  des  gleichflächigen  Netzes  IX  sind  und 
dessen  Kanten  in  den  Mittelpunkten  B  der  Schenkel  desselben 
auf  diesen  senkrecht  stehen  (s.  Fig.  3).    Jedoch  ist  jetzt  das 
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reguläre  Oktaedemetz,  da  sein  Symmetrienetz  nicht  das  regu- 
läre Hexaedemetz  VI,  sondern  das  Netz  IX  ist,  als  der- 
jenige Grenz&U  des  gleicbeckigen  Netzes  IX'  zu  betrachten, 
bei  welchem  die  auf  den  Basen  senkrechten  Kanten  yer- 
schwinden,  demgemäss  die  vier  halbregulären  Sechsecke  als 
reguläre  Dreiecke  erscheinen  und  in  jedem  Eckpunkte  Ä  die 
Scheitel  von  zwei  gleichschenklig  -  dreiflächigen  Ecken  zu- 
sammenfallen. 

Die  Symmetrie -Ebenen  und  Axen  der  gleicheckigen 
Netze  IX'  sind  dieselben,  wie  diejenigen  des  zugehörigen 
Symmetrienetzes  IX. 

4.  Jedem  Netze  IX'  lässt  sich  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder, nämlich 

[IX']     ein  gleicheckiges  (4  +  4)-flächiges  4.3-Eck 
(ein  Polyeder,  welches   sich  auch  durch  gleichmässige  und 
gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines  regulären  Tetraeders 
erhalten  lässt)  einschreiben  und  ebenso  ein  jenem  polar  zu- 
geordnetes gleichfiächiges  Polyeder,  nämlich 

[IX]   ein  gleichflächiges  (4  +  4)-eckiges  4,3-Flach 
(ein  Triakistetraeder  oder  Pyramidentetraeder)  umschreiben. 

Der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  IX'  ent- 
sprechen die  Archimedeischen  Varietäten  bez.  des  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeders. 

Das  dem  unter  3.  betrachteten,  dem  Netze  IX  konju- 
gierten Netze  eingeschriebene  Polyeder  ist  ein  reguläres 
Oktaeder,  welches  aber  als  derjenige  Grenzfall  der  gleich- 
eckigen Polyeder  [IX']  anzusehen  ist,  in  welchem  die  gerade 
Abstumpfung  der  Ecken  eines  regulären  Tetraeders  bis  zum 
Verschwinden  der  Kanten  desselben  vorgeschritten  ist.  Ebenso 
ist  das  jenem  konjugierten  Netze  umgeschriebene  Polyeder, 
das  als  reguläres  Hexaeder  erscheint,  als  derjenige  Orenz- 
fall  eines  Pyramidentetraeders  au&ufassen,  in  welchem  je 
zwei  sich  in  einer  Tetraederkante  schneidende  Grenzflächen 
in  eine  Ebene  fallen.  Ein  diesem  letzteren  Polyeder  ähn- 
liches ist  auch  dem  Netze  IX  eingeschrieben,  ebenso  wie 
ein  dem  erwähnten  Grenzfalle  der  gleicheckigen  Polyeder 
entsprechendes  diesem  Netze  IX  umgeschrieben  werden  kann. 
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5.  Bezeichnen  wir  den  sphärischen  Abstand  eines  Punktes 
Pj  von  der  Spitze  C^  des  gleichschenkligen  Dreiecks  durch  Sci, 
den  Abstand  von  einem  Endpunkte  der  Basis  durch  fc»,  die 
Kanten  und  Winkel  des  gleicheckigen  Netzes  durch  a\f 
a'j  — a'5,  A\^  Ä'^=>Ä\  (vergl.  §  16,  lo),  so  ergeben  sich 
leicht  folgende  Relationen: 

sin  Y ^8  "*  sin  Sei  sin  60®  «=  -|  YSsin  «ci , 


20a) 


a 


<!  ia'i==^-«ci; 


cotg 


-—-  —  cossci  tang  60®  ■«  yS  cos  Bei  ? 


2 

A' 


.-A-180^-4'; 


cos  £c2  ^costicosiri^  «ci) . 
Für  die  dem  Netze  IX  konjugierte  Varietät  folgt: 


20/S) 


•ci 


sin  -j  «'s 


1     . 


-.1 


y2' 


a 


0«;  ^'i  =  ^',-^',-90«; 


für  die  Archimedeische  Varietät  der  NetzeIX'  ergiebt  sich: 

2>/2. 


tangeci 
20y)  i      ia\ 


2  «2        2  **8 


y2 


ton^p«?^«|/3^n3i?«'^,P-25n4'21",  8. 

Durch  Einführung  der  Werte  (20a)  in  die  Formebi 
18a)  bis  18(2)  des  §  17  erhält  man  auch  die  Relationen 
für  das  dem  Netze  IX'  eingeschriebene  gleicheckige  und  das 
dem  Netze  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder. 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  für  die  unter  20/3)  und 
20  T')  aufgeführten  Werte  von  e^  auch  sofort  die  Relationen 
für  die  entsprechenden  besonderen  Varietäten  dieser  Polyeder. 

5.  Da  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  des  Netzes  IX 

360® 
der  Winkel  an  der  Spitze  120®  =  — rt—  beträgt,  so  folgt  aus 
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dem  in  §  18^6  aufgestellten  Satze,  dass  nur  die  auf  dem 
fialbierungskreise  dieses  Winkels  liegenden  Pankte  Pdie 
Eckpunkte  eines  dem  Netze  IX  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  IX'  bilden  können,  dass  also  der  Punkt  P^  nicht  be- 
liebig im  Innern  jenes  Dreieckes  angenommen  werden  kann. 
Die  Netze  IX'  werden  in  §  35  als  Hemigonieen  von  y oll- 
zähligen  gleicheckigen  Netzen  (XXI')  erhalten  werden.  Mit 
Bücksicht  hierauf  sind  auch  die  Eckpunkte  P  in  den  Fig. 
7  a  u.  7/J  numeriert  worden  (vergl.  Fig.  19). 

§  20.  Tetraklshexaedernetz  X  und  Hexakistetraeder- 

netz  Xcc,  nebst  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen 

X'  und  X"  und  den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  Netz  X  setzt  sich  aus  24  gleichschenkligen  Drei- 
ecken zusammen,  für  welche  (vergl.  §  15,  Tab.  16) 


«1-180^-2^ 

ist,  und  welche  sechs  regulär -vierflächige  und  acht  halbre- 
gulär-sechsflächige sphärische  Ecken  bilden. 

Dieses  Netz  wird  daher  einfach  aus  dem  regulären  Hexa- 
edemetz  VI  durch  Verbindung  der  Mittelpunkte  Ä  der  re- 
gulären Vierecke  mit  den  Eckpunkten  C  derselben  erhalten 
(vergl.  Fig.  3).  Da  diese  Verbindungskreise  den  Hauptkreisen 
b  dieses  Netzes  angehören,  so  wird  das  ganze  Netz  X  durch 
die  vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  b^y  b^*,.bQ  ge- 
bildet (vergl.  Fig.  Sa). 

Wir  bezeichnen  dies  Tetrakishexaedemetz  auch  als 
X     sphärisches  (6-f8)-eckiges  6.4-Flach. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  dieses  Netzes 
stimmen  mit  denjenigen  eines  regulären  Hexaeder-  oder 
Oktaedemetzes  überein  (vergl.  §  11,4  u.  6).  Die  Ebenen 
der  sechs  Hauptkreise  &,  welche  die  Kanten  und  die  Ebenen 
der  drei  Hauptkreise  a,  welche  die  Symmetriekreisbogen 
der  Dreiecke  des  Netzes  bilden,  sind  direkt  symmetrische 
Mittelebenen  desselben.  Die  nach  den  Scheiteln  A  der  vier- 
flächigen Ecken  gerichteten  Eugelradien  stellen  drei  Paare 
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gleicher,  entgegengesetzt  gerichteter  yierzähliger  Axen, 
die  nach  den  Scheiteln  C  der  sechsflächigen  Ecken  gerich- 
teten Eugelradien  vier  Paare  gleicher,  entgegengesetzt  ge- 
richteter dreizähliger  Axen  dar;  und  endlich  sind  die 
Dach  den  Mittelpunkten  B  der  Basen  gezogenen  Radien 
sechs  Paare  von  gleichen ,  entgegengesetzt  gerichteten  zwei- 
zähligen  Axen  des  Netzes.  Das  charakteristische  Dreieck 
ist  also  eine  der  beiden  Hälften,  in  welche  der  Symmetrie- 
kreisbogen  ein  gleichschenkliges  Dreieck  (z.  B. Ä^C^C^)  zerlegt. 

Das  Netz  X  ist  ein  vollzähliges  Netz. 

3.  Die  zu  einem  beliebig  auf  dem  Sjmmetriekreisbogen 
einer  Grenzfläche  (z.  B.  auf  A^B^)  angenommenen  Punkte  P^ 
homologen  Punkte  aller  Grenzflächen  bilden  die  Eckpunkte 
eines  gleicheckigen,  dem  Netze  X  zugeordneten  Netzes. 
Denn  je  zwei  benachbarte  Punkte  P  liegen  zu  einer  Kante 
des  Netzes  X  symmetrisch;  die  sämtlichen  Yerbindungs- 
kreise  je  zweier  benachbarten  Punkte  P  bilden  daher  in 
jedem  Punkte  P  eine  gleichschenklig -dreiflächige  sphärische 
Ecke.  Die  Flächen  des  so  entstehenden  gleicheckigen  Netzes 
sind  sechs  reguläre  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und 
acht  halbreguläre  (3 -f  3) -kantige  gleicheckige  Sechsecke  mit 
den  Mittelpunkten  C  (vergl.  in  Fig.  8  a  den  punktiert  ge- 
zeichneten Teil). 

Dieses  dem  Netze  X  zugeordnete  gleicheckige  Netz  be- 
zeichnen wir  als 

X'     sphärisches  (6-t-8)-flächiges  6.4-Eck; 
ihm  kommen  wiederum  dieselben  Symmetrieebenen  und  Axen 
zu,  wie  dem  Netze  X. 

Jeder  Lage  des  Punktes  P^  auf  dem  Symmetriekreis- 
bogen A^Bj^  entspricht  eine  bestimmte  Varietät  der  gleich- 
eckigen Netze  X'.  Ist  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des 
dem  gleichschenkligen  Dreiecke  Cj^C^A^  umgeschriebenen 
Kreises^  so  sind  die  beiden  Netze  X'  und  X  konjugiert, 
das  eine  das  Symmetrienetz  des  andern.  Fällt  dagegen  der 
Punkt  P^  mit  dem  Mittelpunkte  des  dem  Dreiecke  CiC^A^ 
eingeschriebenen  Kreises  zusammen,  so  wird  das  gleich- 
eckige Netz  X'  zugleich   gleichkantig,  die  halbregulären 
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Sechsecke  gehen  ih  reguläre  über;  diese  besondere  Varietät 
bezeichnen  wir  wiederum  als  die  Archimedeische  Varietät 
der  Netze  X'. 

4.  Jedem  Netze  X'  kann  ein  gleich  eckiges  Polyeder^ 
nämlich  ein 

[X']  gleicheckiges  (6  +  8)-flächiges  6.4-Eck 
eingeschrieben  werden,  d.  h.  ein  Polyeder,  welches  auch  durch 
gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines 
regulären  Oktaeders  entsteht,  dessen  Flächen  also  eine  Kom- 
bination der  Flächen  eines  Hexaeders  und  eines  Oktaeders 
darstellen.  Ebenso  kann  jedem  Netze  X'  in  dessen  Eck- 
punkten ein^  dem  gleicheckigen  polar  entsprechendes,  gleich- 
flächiges Polyeder,  nämlich  ein 

[X]     gleichflächiges  (6-f  8)-eckiges  6.4-Flach 
umgeschrieben   werden,   d.  h.  ein   sog.  Tetrakishexaeder 
(Pyramidenwürfel),  dessen  Eckpunkte  eine  Kombination  der 
Eckpunkte  eines  Oktaeders  und  eines  Hexaeders  darstellen. 

Der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  X'  entsprechen 
die  Archimedeischen  Varietäten  bezw.  des  ein-  und  um- 
geschriebenen Polyeders.  Das  dem  konjugierten  Netze  X' 
eingeschriebene,  gleicheckige  Polyeder  ist  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Kugel  umgeschrieben;  dasselbe  ist  konzentrisch 
und  ähnlich  demjenigen  Polyeder,  welches  dem  gleich- 
flächigen Netze  X  in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben 
werden  kann.  Analog  ist  das  dem  konjugierten  Netze  X' 
umgeschriebene,  gleichfiächige  Polyeder  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Kugel  eingeschrieben;  dasselbe  ist  konztatrisch 
und  ähnlich  demjenigen  Polyeder,  welches  dem  Netze  X  ein- 
geschrieben werden  kann. 

5.  Die  Relationen  für  die  Netze  X'  und  die  zugehörigen 
Polyeder  ergeben  sich  wieder  in  einfacher  Weise.  Die 
Kanten  und  Polygonwinkel  dieser  Netze  seien  in  ähnlicher 
Weise  bezeichnet,  wie  in  §  17,  10  und  in  §  19,  5  diejenigen 
der  Netze  VUI'  imd  IX';  f«  bedeute  den  sphärischen  Ab- 
stand des  Punktes  P^  von  der  Spitze  A^  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  CiC^A^^  Sc  denjenigen  von  einem  Endpunkte  C^ 
der  Basis.    Alsdann  ist: 
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21a) 


sin  i  a\  —  sin  Ba  sin  45  ®  «  -7=  sin  f«  ? 


a 


«81      T^l 


1/2 
45» -£a; 


A!, 


cotg  ~  «  cos  Sa  tang  45^  —=  cos  Sa , 

cos  6c  —  ^W  iy  COS  (45®  —  €a)  ' 


COS  Sa  +  sm  fi 


V3 

Für  die  dem  Netze  X  konjugierte  Varietät  ist: 

l  B  «  36«  12'  21",  2;  tangl  a\  -  sin  ^  rj ; 

und  für  die  Archimedeische   Varietät   der    Netze  X'   er- 
hält man: 

«a«45«-P=90«-2g?,  tangsa^^i  tew^fP-L 


21y) 


ten^fc-j/?)    Ja'i«  Ja'2-ia'3«P«18«26'5",  8. 


Die  Substitution  der  Werte  aus  21a)  bis  21^)  in  die 
Formeln  18  a)  bis  18  ä)  liefert  die  Relationen  für  die  den 
Netzen  X'  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder,  bezw.  deren 
besondere  Varietäten. 

6.  Wenn  man  den  Punkt  P^  beliebig  (also  nicht  ge- 
rade auf  dem  Symmetriekreisbogen)  im  Innern  des  Dreiecks 
A^CiCf  annimmt,  die  zu  demselben  in  Beziehung  auf  die 
einschliessenden  Hauptkreise  symmetrisch  liegenden  Punkte 
konstruiert  und  mit  den  so  erhaltenen  Punkten  in  gleicher 
Weise  verfahrt,  so  erhält  man  ein  dem  Netze  X  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz,  bei  welchem  je  zwei  benachbarte  sphä- 
rische Ecken^  deren  Scheitel  in  zwei  längs  einer  Kante  an- 
einanderstossenden  Dreiecken  des  Netzes  X  liegen^  symme- 
trisch gleich  sind.  Dass  in  der  That  in  diesem  Falle  ein 
solches  gleicheckiges  Netz  existiert^  ergiebt  sich  zufolge  des 
allgemeinen  in  §  18,  5  aufgestellten  Satzes  daraus,  dass 
bei  dem  Dreiecke  des  Netzes  'X  sowohl  für  den  Winkel  A^ 
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an  der  Spitze^  wie  für  denjenigen  A^  an  der  Basis  die  Quo- 
tienten  {—j-  =*4,   --z —  =  6  )  gerade  Zahlen  sind,  sich  also 

die  zu  den  Kanten  einer  sphärischen  Ecke  des  Netzes  X 
symmetrisch  liegenden  Punkte  P  als  die  Eckpunkte  eines 
halbregulären  gleicheckigen  Polygons  gruppieren. 

Die  24  unregelmässig -dreiflächigen  sphärischen  Ecken 
dieses  gleickeckigen  Netzes  zerfallen  hiernach  in  zwei  Gruppen 
von  je  zwölf  rechten  und  linken  Ecken.  Die  sechs  Flächen 
dieses  Netzes,  deren  Mittelpunkte  die  Punkte  A  des  Netzes  X 
sind  und  deren  Kanten  auf  den  Schenkeln  der  Dreiecke  dieses 
Netzes  senkrecht  stehen,  sind  (2 +  2) -kantige  gl e>i ch- 
eckige Vierecke.  Die  acht  Flächen  dieses  Netzes,  deren 
Mittelpunkte  die  Punkte  C  des  Netzes  X  sind,  bilden  zwei 
Gruppen  von  je  vier  (3 -f  3) -kantigen  gleicheckigen  Sechs- 
ecken, wobei  die  Mittelpunkte  der  ersten  und  der  zweiten 
Gruppe  bezw.  die  Eckpunkte  eines  regulären  Tetraedemetzes 
und  des  konjugierten  sind  (vergl.  Fig.  8/3). 

Wir  bezeichnen  diese  gleicheckigen  Netze  als 

X"     sphärische  (6 -|-4T4)-f lächige  2.12-Ecke. 

7.  Die  Netze  X"  haben  zu  direkt  symmetrischen 
Mittelebenen  nur  die  Ebenen  der  sechs  Hauptkreise  b,. 
welche  die  Kanten  des  Symmetrienetzes  X  bilden,  während 
die  drei  Ebenen  der  Hauptkreise  a  für  diese  Netze  X'^ 
keine  direkten  Symmetrieebenen  sind.  Es  ist  also  auch 
das  Netz  X  (analog  wie  in  §  18,  2  das  Netz  Vni)  als  ein 
solches  aufzufassen,  dem  diese  Symmetriehauptkreise  a 
nicht  zukommen,  dessen  Grenzflächen  also  nicht  aus  zwei 
symmetrisch  gleichen  Hälften  sich  zusammensetzen.  Die 
in  6)  konstruierten  Punkte  P  sind  in  der  That  auch  nur  bei 
dieser  Beschaffenheit  der  Grenzflächen  des  Netzes  X  homo- 
loge Punkte  derselben.  Wir  können,  um  auszudrücken,  dass 
das  Netz  X  in  diesem  Falle  als  ein  solches  aufzufassen  ist,. 
in  welchem  je  zwei  benachbarte  Dreiecke  nur  symmetrisch- 
gleich sind  und  auch  die  acht  halbregulär -sechsflächigen 
Ecken  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  zerfallen,  das  Netz  X 
entsprechend  als 
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Xa    sphärisches  (6  +  4  +  4)-eckige8  2.12-Flach 
bezeichnen. 

Dieses  Netz  Xa  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  re- 
sultiert in  sehr  einfacher  Weise,  wenn  in  den  beiden  kon- 
jugierten regulären  Tetraedernetzen  (vergl.  Fig.  2a  und 
2ß)  die  Eckpunkte  des  einen  mit  denjenigen  des  andern 
Netzes  durch  Hauptkreisbogen  (vermöge  Ausziebens  der 
Hauptkreise  b)  verbanden  werden.  Bei  dieser  Art  der  Ent- 
stehung ist  das  Fehlen  der  Symmetrieebenen  a  sofort  evi- 
dent, welche  dem  aus  dem  Hexaedernetze  hergeleiteten 
Netze  X  (vergl.  1  dieses  Paragraphen)  zukommen,  ebenso  auch 
die  verschiedene  Beschaffenheit  je  zweier  Schenkel  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  (vergl.  Fig.  8/5,  in  welcher  die  ver- 
schiedene Beschaffenheit  der  Kanten  des  Netzes  Xa  zu  er- 
kennen ist).  Wir  bezeichnen  dieser  Entstehung  gemäss  das 
Netz  Xa  auch  als  Hexakistetraedernetz. 

Die  Axen  der  Netze  X''  und  des  Symmetrienetzes  Xa 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  zweier  konjugierten  regulären 
Tetraedernetze.  Die  nach  den  Punkten  A  gerichteten  Axen, 
welche  für  das  Netz  X  und  die  Netze  X'  vierzählige  Axen 
waren,  haben  für  die  Netze  Xa  und  X"  nur  noch  die  Bedeu- 
tung von  zweizäh ligen  Axen;  die  nach  den  Punkten  C  ge* 
richteten  Eugelradien  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je  vier 
unter  sich  gleichen  dreizähligen  Axen,  während  die  nach 
den  Punkten  JB  gezogenen  Radien  die  Bedeutung  zweizähliger 
Axen  verloren  haben. 

8.  Einem  jeden  Netze  X''  kann  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder eingeschrieben  werden,  welches  eine  Eombinations- 
gestalt  darstellt,  die  von  den  sechs  Flächen  eines  Hexaeders 
und  von  den  (4  +  4)  Flächen  zweier  Tetraeder  begrenzt  ist. 
Die  Seitenflächen  desselben  sind  sechs  Rechtecke  und  zwei 
Gruppen  von  je  vier  (3 -j- 3) -kantigen  gleicheckigen  Sechs- 
ecken; die  24  Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  zwölf 
rechten  und  zwölf  linken  Ecken. 

Ein  solches  Polyeder  wird  daher  als 
[X"]     gleicheckiges  (6 +  4  +  4) -flächiges  2.12-Eck 
bezeichnet. 
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Das  entsprechende  gleichfiächige^  dem  Netze  X''  umge- 
schriebene Polyeder  ist  das  80g.Hexakistetraeder  oder  das 

[Xa]     gleichflächige  (6 +  4  +  4) -eckige  2.12-Plach, 

T^elches  sechs (2  +  2) -kantige  vierfiächige  Ecken,  zwei  Gruppen 
von  je  vier  (3 +  3) -kantigen  sechsflächigen  Ecken  hat  und 
Yon  2 .  12  unregelmässigen  Dreiecken  begrenzt  ist.  Die  Eck- 
punkte sind  also  eine  Kombination  der  Eckpunkte  eines  Ok- 
taeders und  zweier  Tetraeder. 

9.  Um  schliesslich  noch  die  wichtigsten  fiir  die  Netze  X'' 
geltenden  Beziehungen  aufzustellen,  wollen  wir  die  Lage 
des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreiecks  A^C^C^  (s.  Fig.  8y) 
durch  den  sphärischen  Abstand  Sa'^PiA^  und  den  Winkel 
^a  bestimmen,  welchen  der  Hauptkreisbogeu  A^P^  mit  dem 
Halbierungskreise  A^^B^  des  Winkels  A^  bildet.  Die  sphä- 
rischen Abstände  des  Punktes  P^  von  den  Endpunkten  C^ 
und  C^  der  Basis  seien  wiederum  «^^  und  Sc^^  die  senkrechten 
Abstände  von  den  Kanten  CiQ,  -^iC^,  A^^C^  bez.  -|a'i,  "»^2; 
^a\f  die  Ton  diesen  bei  P^  gebildeten  Winkel  seien  bez. 
A\,  ^'„  A\  und  A\,  A"\',  A'\,  ^"V,  ^\,  ^\  die  Teil- 
Winkel,  in  welche  A\^A!^jA!^  bezw.  durch  Pi-^^,  P^C^  und 
PiC^  zerlegt  werden;  dann  erhält  man: 

•  1     /  •     /.ICO        o.\  COS^a  —  Sind'a 

sm  -^  a\  «  sm  Sa  sm  (45"  —  d'a)  *=  sin  Sa -j= > 

•  1     /  •     /AdQ    t    a.\  COS^a-\-sin^a 

s%n  -^  «5  ^  ^m  Ba  sin  (45*'  +  da)  ==  sm  Sa j= j 


.      ,      ,  COSSa  —  SiniaCOS^a 

sm  -f  a\  -= := ) 


y2 


22)  { 


COS  Sei 


COSBc^ 


cos  8a  +  (cos  da  +  sin  d«)  Stfl  Ba 
COS€a  +  (cOSd'a  —  Sin  da)  Sifl  fi« 


cotg  Ä\  «  cos  Ba  lang  (45^  +  d«) , 

cotgA"\  —  cos  Ba  tang  (45^  —  %^ , 
cos  A!\  =  tang  \  a\  cotg  b^  ,   cos  A!^\  —  tang  -j  a'j  cotg  Bc  j  , 
coß  A"^'^  tang  ^a\  cotg  Bc^^  cos  A!^\  ^  tang  \a\  cotg  Bc^. 
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Die  Elemente  der  Netze  X"  hängen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  f«  und  d-a  ab,  wobei  0<6a<rij 
0<d'a<^b^  ist;  &ir  d'a^O  resultieren  die  Netze  X'  (vergl. 
21  a). 

Die  wesentlichen  Relationen  f&r  die  den  Netzen  X"  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeder  erhält  man,  wenn  man  die 
Werte  aus  22)  in  die  Formeln  18a)  bis  18d)  einsetzt. 


§  21.  Fentaklsdodekaedernetz  XI  nebst  den  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen  XI'  und  den  entsprechenden 

Polyedern. 

1.   Die  Grenzfläche    des    Pentakisdodekaedemetzes    XI 

(vergL  Tab.  16  in  §  15)  ist  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
für  welches 

23)  U««A-60^    «,=««3«^,    • 

^  Ui  =  72^  ai«2^0 

ist. 

Die    sechzig   Grenzflächen    dieses    Netzes  bilden    zwölf 

reguläre  fünfflächige  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  sind,  imd  zwanzig  halbreguläre 
sechsflächige  sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  den  Endpunkten 
der  Basen  entsprechen. 

Verbindet  man  also  die  zwanzig  Eckpunkte  C  des  re- 
gulären Pentagondodekaedernetzes  YII  durch  Hauptkreisbogen 
mit  den  Mittelpunkten  G  der  regulären  Fünfecke,  so  wird  das 
in  Bede  stehende  Netz  erhalten  (vergl.  in  Fig.  9  den  stark 
gezeichneten  Teil).  Die  angegebenen  Yerbindungskreisbogen 
gehören  den  Hauptkreisbogen  hj^h^...b^^  des  Pentagondode- 
kaedemetzes  an;  also  werden  die  sämtlichen  Kanten  des 
Netzes  XI  durch  die  zufolge  der  Konstruktion  ausgezogenen 
Teile  der  fünfzehn  Hauptkreise  gebildet^  und  zwar  sind  die- 
jenigen Teile  der  Hauptkreise  b  nicht  ausgezogen,  welche 
die  Kanten  des  regulären  Ikosaedernetzes  V  bilden.  Das 
Netz  XI  wird  passend  auch  als 


X)  Vergl.  Formel  8) «in  §  9. 
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XI     sphärisches  (12  +  20)-eckiges  12.5-Flach 
bezeichnet. 

2.  Das  Netz  XI  besitzt  dieselben  direkt  symme- 
trischen Mittelebenen  und  dieselben  Axen,  wie  das  re- 
guHire  Pentagondodekaeder-  oder  Ikosaedernetz  (vergleiche 
§  12,2  ü.  3).  Die  Ebenen  der  fünfzehn  Hauptkreise  b  sind 
die  direkten  Symmetrieebenen,  die  fünfeähligen,  die  drei- 
zähligen  und  die  zweizähligen  Axen  bezw.  die  nach  den 
Punkten  G  (den  Spitzen  der  gleichschenkligen  Dreiecke), 
nach  den  Punkten  C  (den  Endpunkten  der  Basen)  und  nach 
den  Punkten  B  (den  Mittelpunkten  der  Basen)  gerichteten 
Kugelradien.  Das  charakteristische  Dreieck  ist  eine  der 
beiden  symmetrisch  •  gleichen  Hälften  einer  Grenzfläche  des 
Netzes  XL     Das  Netz  selbst  ist  ein  vollzähliges. 

3.  Die  Eckpunkte  der  gleicheckigen  Netze  XI',  welche 
dem  Netze  XI  zugeordnet  sind,  werden  wiederum  als  die  zu 
einem  auf  dem  Symmetriekreisbogen  einer  Grenzfläche  an- 
genommenen Punkte  Pj  homologen  Punkte  sämtlicher  Grenz- 
flächen gebildet.  Die  sechzig  kongruenten  Ecken  dieser 
Netze  sind  gleichschenklig  -  dreiflächig,  die  -  Flächen  sind 
zwölf  reguläre  Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  zwan- 
zig halbreguläre  (3 -f  3) -kantige  Sechsecke  mit  den  Mittel- 
punkten C  (s.  Fig.  9). 

Ein  solches  Netz  wird  daher  auch  als 

XI'     sphärisches  (12-f  20)-flächiges  12.5-Eck 
bezeichnet. 

Wenn  der  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen  auf  dem 
Symmetriekreisbogen  G^B^^  einnimmt,  so  werden  die  sämt- 
lichen möglichen  Varietäten  der  Netze  XI'  erhalten  und  zwar 
speziell  das  konjugierte  Netz,  wenn  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  G^C^Ü^ 
umgeschriebenen,  und  das  zugleich  gleichkantige  Netz 
(die  Archimedeische  Varietät),  wenn  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  jenem  Droiecke  eingeschriebenen  Kreises  ist. 

Für  eine  andere  Lage  des  Punktes  P^,  als  auf  dem 
Halbierungskreise  des  Winkels  bei  G  ergiebt  sich  (vergl. 
§  18,6)  kein  dem  Netze  XI  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz. 

Hegs,  KQgelteilaiig.  5 
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4.  Dasgleicheckige  Polyeder,  welches  jedemNetzeXI' 
eingeschrieben  werden  kann  und  das  wir  als 

[Xr]     gleicheckiges  (12  +  20)-flächige8  12.5-Eck 

bezeichnen,  kann  auch  durch  gleichmässige  und  gerade  Ab- 
stumpfung der  Ecken  eines  regulären  Ikosaeders  erhalten 
werden;  seine  Flächen  sind  also  eine  Kombination  der  Flächen 
eines  Pentagondodekaeders  und  eines  Ikosaeders. 

Das  jedem  Netze  XI'  umgeschriebene  gleichflächige  Po- 
lyeder ist  ein 

[XI]     gleichflächiges  (12  +  20)-eckige8  12.5.Flach 

(Pentakisdodekaeder  oder  Pyramidendodekaeder),  welches  auch 
durch  Aufsetzen  regulär -fiinfseitiger  Pyramiden  auf  die  Flä- 
chen eines  regulären  Pentagondodekaeders  erhalten  werden 
kann;  die  Eckpunkte  desselben  stellen  eine  Kombination 
der  Eckpunkte  eines  Ikosaeders  und  eines  Pentagondode- 
kaeders dar» 

Die  dem  konjugierten  Netze  XI'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  sind  bez.  den  beiden  Polyedern,  welche 
dem  gleichflächigen  Netze  XI  um-  und  eingeschrieben  werden 
können,  konzentrisch  und  ähnlich.  Der  Archimedeischen 
Varietät  des  Netzes  XI'  entsprechen  die  Archimedeischen 
Varietäten  des  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeders. 

5.  Werden  der  sphärische  Abstand  des  Punktes  P^  von 
der  Spitze  G^  des  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  c,,  die 
Abstände  von  einem  Endpunkte  C^  oder  C^  der  Basis  mit  Cc» 
die  Kanten  und  Winkel  des  gleicheckigen  Netzes  XI'  wiederom 
durch  a'  und  A!  bezeichnet,  so  ist  (vergl.  §  9  Formel  8) 


23«) 


^n  4  ci/j  —  sin  Sg  sin  36°  «  ^ ) 

*    "  *^  2cosg) 


a 


^1^9  —  ^0, 


cotg  -~  -«  cos  Bg  fang  36®  —  cossi 


2 

COSBc 


tangip 
cos<p 


^',-180»-|»-, 
cosil>a>s(q>  —  Sg). 
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Für  die  dem  Netze  XI  konjugierte  Varietät  ist 

23^)1   '  '  co5  36^      cos  24^ 

I  J2-22M1'25",  8,   tang^a^'^sin  \xtangS6^] 

und  fQr  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  XI'  ist 

23y)  5^'*^        s«w(;K— ^)  ^^ 

I        i «'i "- T «'« =■  i  «'» -  P«  IP 38'  26",  6. 
Die  Relationen  für   die   den  Netzen  XI'  ein-  und  um- 
geschriebenen Polyeder  und  deren  besondere  Varietäten  er- 
geben sich  durch  Substitution  der  Werte  23a)  bis  2Zy)  in 
die  Formeln  18  a)  bis  18  d). 

§  23.  Triakisoktaedemetz  XII  nebst  den  zugeordneten 
gleicheckigen  Netzen  XII'   nnd    den   entsprechenden 

Polyedern. 

1.  Die  Grenzfläche  des  Triakisoktaedernetzes  XII 
(vergl.  Tab.  16  in  §  15)  ist  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  für 
welches 

.^1-120^  «1-90^ 

ist,  also  speziell  ein  rechtseitiges  Dreieck. 

Da  die  24  Grenzflächen  dieses  Netzes  acht  regulär- 
dreiflächige Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  sind,  und  sechs  halbregulär  acht- 
fiächige  Ecken  bilden,  deren  Scheitel  die  Endpunkte  der 
Basen  sind,  so  folgt,  dass  dieses  Netz  XII  einfach  erhalten 
wird,  wenn  man  die  Mittelpunkte  C  der  Dreiecke  des  regu- 
lären Oktaedemetzes  IV  durch  Hauptkreisbogen  mit  den 
^Eckpunkten  A  desselben  verbindet  (vergl.  in  Fig.  10  den 
stark  gezeichneten  Teil). 

Diese  Verbindungskreisbogen  gehören  den  Hauptkreisen 
^19  ^8  "*^6  ^^^  Hezaedemetzes  VI  an,  die  Kanten  des  Netzes  XII 
Tverden  also. durch  diese  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  h, 
i^elche  die  Schenkel  der  gleichschenkligen  Dreiecke,  und 
durch   die  vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  a  des  Ok- 


24) 
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taederaetzes,  welche  die  Basen  der  gleichschenkligen  Drei- 
ecke bilden,  dargestellt. 

Von  den  Hauptkreisen  h  sind  diejenigen  Teile  nicht 
ausgezogen,  welche  die  Kanten  des  regulären  Hexaeder- 
netzes ergeben. 

Das  Netz  XII  wird  passend  als 
XII     sphärisches  (8  +  C)-eckiges  8.3-Flach 
bezeichnet. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axeu  des  Netzes 
stimmen  mit  denen  eines  regulären  Hexaeder-  oder  Okta- 
edernetzes (vergl.  §  11,  4  u.  6)  oder  denjenigen  eines  Tetra- 
kishexadernetzes  X  (§  20,2)  übereiu.  Das  Netz  ist  ein  voll- 
zähliges. 

3.  Die  Eckpunkte  der  dem  Netze  XII  zugeordneten 
gleich  eckigen  Netze  sind  die  zu  einem  Punkte  Pj,  welcher 
auf  dem  Symmetriekreisbogen  C^  B^  einer  Grenzfläcke  (z.  B. 
A^A^C^  angenommen  wird,  homologen  Punkten  sämtHclier 
Grenzflächen.  Die  24  kongruenten  Ecken  dieser  Netze  sind 
gleichschenklig- dreiflächig,  die  Flächen  sind  acht  reguläre 
Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  sechs  halbreguläre 
(4 +  4) -kantige  Achtecke  mit  den  Mittelpunkten  A  (s.  in 
Fig.  10  das  punktiert  gezeichnete  Netz).  Ein  solches  gleich- 
eckiges Netz  bezeichnen  wir  als 

XII'     sphärisches  (8  +  6)-flächiges  8.3-Eck. 

Den  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  Pj  auf  dem  Sym- 
metriekreisbogen Cy  B^  entsprechen  die  verschiedenen  mög- 
lichen Varietäten  der  Netze  XII'.  Wird  also  speziell  der 
Punkt  Pi  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  C^A^A^  ein- 
geschriebenen Kreises,  so  resultiert  die  zugleich  gleich- 
kantige, die  sog.  Archimedeische  Varietät,  bei  welcher 
die  halbregulären  Achtecke  zu  regulären  geworden  sind. 

Was  dagegen  das  dem  Netze  XII  konjugierte  Netz 
XII'  anlangt,  so  tritt  hier  der  besondere  Umstand  ein,  dass 
d«»r  Mittelpunkt  des  einer  Grenzfläche  des  Netzes  XII  um- 
geschriebenen  Kreises  ausserhalb  dieser  Fläche,  nämlicli 
auf  dem  Symmetriekreise  Cj  B^  über  B^  hinausfällt  (vergl. 
unter  5)  Formel  24/3),  und  also  in  dem  längs  der  Basis  -4,  -.4^ 
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aiistossenden  Nachbardreiecke  liegt.     Werden   die  zu  einem 
solchen  Mittelpunkte  in  Beziehung  auf  die  Kanten  des  zu- 
gehörigen Dreiecks  symmetrisch  liegenden  Punkte  konstruiert 
und    wird    mit   den    erhaltenen   Punkten   in   gleicher   Weise 
verfahren,  so  entsteht  ein  gleicheckiges  Netz,  dessen  Eck- 
punkte die  Mittelpunkte  der  den  sämtlichen  Dreiecken  des 
Netzes  XII  umgeschriebenen  Kreise  sind.     Von  den  Grenz- 
flächen dieses  Netzes  sind  aber  die  (4 +  4) -kantigen  Acht- 
ecke, deren  Mittelpunkte   die  Punkte  Ä  sind,  nicht  kon- 
vexe   Figuren,    sog.    überschlagene    Achtecke;    der    innere 
Flächenteil  derselben,  ein  reguläres   Viereck ,  hat  den  ent- 
gegengesetzten Zellenkoeffizienten  ^),  wie  die  vier  gleichschenk- 
lig-dreieckigen Flächenteile,  welche  durch  die  über  die  Eck- 
punkte des  Vierecks    hinaus  yerlängerien  und  gleichmässig 
abgestumpften  Kanten   gebildet  werden.     Dieses  sphärische 
gleicheckige  Netz  ist  daher  als  nicht  konvex  zu  bezeichnen, 
während  es  im  übrigen  alle  Eigenschaften  eines  dem  Netze 
XII   konjugierten   Netzes   besitzt.     Auf  diejenigen   Netze 
(höherer  Art),  deren  Eckpunkte  homologe,  ausserhalb  der 
Flächen   des   gleichflächigen   Netzes   liegende   Punkte   sind, 
wird  im  letzten  Kapitel  näher  eingegangen  werden. 

Nur    die    auf    dem    Symmetriekreise    C^  S^    liegenden 
Punkte  Pj  bilden  nebst  ihren  homologen  Punkten  ein  dem 
Netze  XII  zugeordnetes  gleicheckiges   Netz  (vergl.  §  18,  6). 
4.  Jedem  Netze  XII '  lässt  sich   ein  gleicheckiges   Po- 
lyeder, nämlich  ein 

[Xirj  gleicheckiges  (8  +  6)-flächige8  8.3-Eck 
einschreiben,  d.  h.  ein  Polyeder,  welches  durch  gleichmässige 
und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines  Hexaeders  entsteht, 
dessen  Flächen  also  eine  Kombination  der  Grenzflächen  eines 
Oktaeders  und  eines  Hexaeders  sind.  Das  diesem  Polyeder 
polar  entsprechende  gleichfläcbige  Polyeder,  welches  dem 
Netze  XII'  umgeschrieben  ist,  das 

[XII]     gleichflächige  (8-f  6)-eckige  8.3-Flach 

1)  Yergl.  MöbiuSf  Baryc. Calc.  165  Anm.;  Statik  45,  sowie  meine 
Schrift:  Über  gleicheckige  und  gleichkantige  Polygone,  Kassel,  Th.  Kay, 
1S74,    §  16. 
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(TriakiBoktaeder,  Pyramidenoktaeder),  wird  auch  durch  Auf- 
setzen regulär -dreiseitiger  Pyramiden  auf  die  Flächen  eines 
Oktaeders  erhalten;  die  Eckpunkte  desselben  sind  also  eiue 
Kombination  derjenigen  eines  Hexaeders  und  eines  Oktaeders. 

Die   der   Archimedeischen   Varietät   der  Netze  XII' 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  sind  bez.  die  Archime- 
deischen  Varietäten    dieser  gleicheckigen  und  gleichflä- 
chigen Polyeder.  Das  dem  nicht  konvexen^  konjugierten 
Netze   Xr    eingeschriebene    gleicheckige    Polyeder    ist    ein 
nicht  konvexes  Polyeder,  dessen  achteckige  Grenzflächen 
(die  den  Hexaederflächen  entsprechen)  überschlagene  halb- 
reguläre   Achtecke   mit   Flächenteilen    yon    entgegengesetzt 
gleichen  Zellenkoeffizienten  sind^  welche  bezüglich  der  Innen- 
und   Aussenseite   der   Grenzfläche    entsprechen;    das   dem 
konjugierten  Netze  XII'  umgeschriebene  gleichflächige 
Polyeder  ist  ebenfalls  nicht  konvex^  insofern  die   Innen- 
flächenwinkel   an    den    Oktaederkanten    überstumpf   sind. 
Ein  dem  letzteren  Polyeder  konzentrisches  und  ähnliches  ist 
das  dem  gleichflächigen  Netze  XII  eingeschriebene  Polyeder, 
ebenso  wie  das  diesem  Netze  umgeschriebene  gleicheckige 
Polyeder  dem  nicht  konvexen    gleicheckigen  Polyeder  kon- 
zentrisch und  ähnlich  ist. 

5.  Für  die  Kanten  und  Winkel  der  gleicheckigen  Netze 
Xir  erhält  man,  wenn  die  Abstände  des  Punktes  P^  von  Q 
und  einem  der  beiden  Punkte  Ä^  oder  A^  bez.  mit  €c  und  £« 
bezeichnet  werden,  die  Relationen: 

sin  Y  a\  «  sin  Se  sin  60®  « -|  Y^sin  6c , 


24«) 


.1 


cotg  -^  —  cosse  tang  60" = )/3 .  cos  «« , 


A\~A\~im'>- 


A 


2 


COS  Ba  —  COS 45^ .  cos  (90®  —  tj  —  ec)'^  —=  si»  {y\  4-  fc) 


COSfc  + 


vT 


)■ 


y2 
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Der  Radius  B  des  dem  Dreiecke  C^Ä^Ä^  umgeschrie- 
benen Ejreises  folgt  aus 


24/J) 


JB  -  450  59' 34",  7. 


Bist  also  grösser,  als  Cil?i-90^~i?-=35M5'51",  8, 
d.  h  der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises  fallt  auf 
die  Verlängerung  von  C^B^  über  B^  hinaus  (yergl.  3  dieses 
Paragraphen). 

Für  die  dem  Netze  XII  konjugierte  Varietät  der 
Netze  XII"  wird  daher 

Se'^Sa^R,  tang -^a'^'^ sin ^fltang 60^ 


24/8) 


V 


|/3(y3-l) 


und  ^a'i«(90<>~i?)~ü  wird  negativ«- [10H3'42",  9], 
d.  h.  das  sphärische  Perpendikel  von  dem  Mittelpunkte  des 
umgeschriebenen  Kreises  triffb  die  Aussenseite  der  Basis 

Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  XII'  er- 
giebt  sich: 


24y) 


1  0 


cotgGO' 


2"i        a"«        2"8 


P=16n9'29",  8. 


§  23.  Triakisikosaedemetz  XIII  nebst  den  zugeordne- 
ten gleicheckigen  Netzen  XIII'  und  den  entsprechenden 

Polyedern, 

1.  Das  Triakisikosaedemetz  XIII  setzt  sich  aus 
sechzig  kongruenten  gleichschenkligen  Dreiecken  zusammen, 
für  welche  (vergl.  Tab.  16  in  §  15) 

^1-120%  «1-29 


25) 
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ist;  dieselben  bilden  zwanzig  regulär -dreiflächige  sphärische 
Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der  gleichschenkligen 
Dreiecke,  und  zwölf  halbreguläre  zehnflächige  Ecken,  deren 
Scheitel  die  Endpunkte  der  Basen  sind.  Dieses  Netz  wird 
daher  erhalten,  wenn  die  Mittelpunkte  C  der  Dreiecke  des 
regulären  Ikosaedemetzes  V  durch  Hauptkreisbogen  mit  den 
Eckpunkten  G  derselben  verbunden  werden  (vergl.  in  Fig.  11 
den  stark  gezeichneten  Teil). 

Die  sämtlichen  Kanten  des  Netzes  gehören  den  fünfzehn 

Hauptkreisen  &i,  62*' '^15  ^^}  ^^^  denen  diejenigen  Teile  nicht 
ausgezogen  sind,  welche  die  Kanten  des  regulären  Pentagon- 
dodekaedemetzes  VI!  bilden. 

Wir  bezeichnen  das  Netz  XIII  auch  als 

JIII    sphärisches  (20  + 12)-eckiges  20.3-Plach. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  dieses  Netzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  eines  regulären  Ikosaeder- 
oder  Pentagondodekaedemetzes  (vergl.  §  12,  2  u.  3).  Das  Netz 
ist  ein  vollzähliges. 

3.  Die  zu  einem  Punkte  P^ ,  welcher  auf  dem  Symmetrie- 
kreisbogen C^Ii^  einer  Grenzfläche  {C^G^G^  angenommen 
wird,  homologen  Punkte  sämtlicher  Grenzflächen  bilden  die 
Eckpunkte  eines  dem  Netze  XIII  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  XIII'.  Dasselbe  hat  sechzig  kongruente  gleichschenk- 
lig-dreiflächige Ecken,  seine  Flächen  sind  zwanzig  reguläre 
Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  zwölf  halbreguläre 
(5 +  5) -kantige  Zehnecke  mit  den  Mittelpunkten  G,  Wir  be- 
zeichnen ein  solches  Netz  als 

Xni'     sphärisches  (20-f  12)-flächiges  20.3-Eck 

(vergl.  in  Fig.  11  den  punktiert  gezeichneten  Teil). 

Für  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P^  auf  dem 
Symmetriekreisbogen  (\Bi  resultieren  die  verschiedenen  mög- 
lichen Varietäten  der  Netze  XIII'.  Wenn  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  C^G^G^  eingeschriebenen 
Kreises  ist,  so  entsteht  das  zugleich  gleichkantige 
Netz  XIII',  die  sog.  Archimedeische  Varietät,  bei  welcher 
die  halbregulären  Zehnecke  zu  regulären  geworden  sind. 
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Dagegen  ist  das  dem  Netze  XIII  konjugierte  gleich- 
eckige  Netz  ebenso,  wie  das  dem  Netze  XII  konjugierte,  ein 
nicht  konvexes  Netz.  Denn  der  Mittelpunkt  des  einer  Grenz- 
fläche des  Netzes  XIII  umgeschriebenen  Kreises  liegt  auf  dem 
Symmetriekreise  C\B^  ausserhalb  der  Fläche,  auf  der  Ver- 
längerung über  J5j  hinaus  (vergl.  unter  5  die  Formel  25 /J).  Das 
gleicheckige  Netz,  welches  die  Mittelpunkte  der  sämtlichen 
Dreiecken  des  Netzes  XIII  umgeschriebenen  Kreise  zu  Eck- 
punkten hat  und  welches  zu  diesem  Netze  konjugiert  ist, 
hat  zu  Grenzflächen  zwanzig  reguläre  Dreiecke  mit  den  Mittel- 
punkten C  und  zwölf  nicht  konvexe,  sog.  überschlagene 
(5  +  5) -kantige  Zehnecke  mit  den  Mittelpunkten  Cr;  der  innere 
Flächenteil  eines  solchen  Zehnecks,  nämlich  ein  reguläres 
Fünfeck^  hat  den  entgegengesetzten  Zellenkoeffizienten,  wie 
die  fünf  gleichschenklig-dreieckigen  Flächenteile,  welche  durch 
die  über  die  Eckpunkte  des  Fünfecks  hinaus  verlängerten  und 
gleichmässig  abgestumpften  Kanten  gebildet  sind. 

Für  eine  andere  Lage  des  Punktes  Pj,  als  auf  dem 
Symmetriekreise  des  gleichschenkligen  Dreiecks  C^G^G^^  er- 
giebt  sich  (vergl.  §  18,5)  kein  dem  Netze  XIII  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz. 

4.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XIII'  eingeschrieben  werden  kann,  ist  ein 

[XIIF]     gleicheckiges  (20 -M2)- flächiges  20.3-Eck, 

welches  auch  durch  gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung 
der  Ecken  eines  regulären  Pentagondodekaeders  erhalten 
werden  kann,  dessen  Flächen  also  eine  Kombination  der  Grenz- 
flächen eines  Ikosaeders  nnd  eines  Pentagondodekaeders  sind. 
Das  jedem  Netze  XIII'  umgeschriebene  gleich- 
flächige Polyeder,  das 

[XIII]     gleichflächige  (20-f  12).eckige  20.3-Flach 
(Triakisikosaeder-  oder  Pyramidenikosaeder), 

kann  auch  durch  Aufsetzen  regulär- dreiseitiger  Pyramiden 
auf  die  Flächen  ^ines  Ikosaeders  erhalten  werden;  die  Eck- 
punkte desselben  stellen  also  eine  Kombination  derjenigen 
eines  Pentagondodekaeders  und  eines  Ikosaeders  dar. 


i 
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Der  Archimedeischen  Yarieiat  der  Netze  XIII'  sind 
auch  die  sog.  Archimedeischen  Yarietäten  der  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder  ein-  bez.  umgeschrieben.  Das 
dem  konjugierten,  nicht  konvexen  Netze  XIII'  einge- 
schriebene gleicheckige  Polyeder  ist  ebenfalls  nicht  konvex -^ 
die  den  Pentagondodekaederflächen  entsprechenden  Grenz- 
flächen sind  überschlagene  halbreguläre  Zehnecke,  deren 
mit  entgegengesetzt  gleichen  Zellenkoefflzienten  behafteten 
Flächenteile  bezüglich  der  Innen-  und  Aussenseite  der 
Grenzflächen  entsprechen.  Ebenso  ist  das  dem  konjugierten 
Netze  Xni'  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder  nicht 
konvex,  da  die  Innen -Flächenwinkel  an  den  Ikosaederkanten 
überstumpf  sind.  Das  dem  gleichflächigen  Netze  Xllt  ein- 
geschriebene Polyeder  ist  diesem  letzteren  Polyeder  konzen- 
trisch und  ähnlich  y  ebenso  wie  das  diesem  Netze  umge- 
schriebene Polyeder  dem  nicht  konvexen  gleicheckigen  Po- 
lyeder konzentrisch  und  ähnlieh  ist. 

5.  Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Punktes  P|  von  der 
Spitze  (7|  und  einem  der  beiden  Endpunkte  G^  oder  G^  der 
Basis  wiederum  bez.  durch  £«  und  £,,  so  erhält  man  für  die 
Kanten  und  Winkel  der  gleicheckigen  Netze  XIII'  die  Be- 
ziehungen: 

sin-^a\  =  sinsosin  60®  =« -j  YS  sin  Sc , 


25a) 


cotg  -^  —  cos  €e  lang  60®  « l/3  cos  tc  j 
^'^-^'3-180®-^, 


cos  Sg'^cosfp  cos  (^  —  «c)  • 

Der  Radius  R  des  dem  Dreiecke  C^G^G^  umgeschriebenen 
Kreises  folgt  aus 

d.  h.  R  ist  grösser  als  C7ijBi  =  ^-20®54'18tf,  6;  der  Mittel- 
punkt des  umgeschriebenen  Kreises  fällt  also  auf  die  Ver- 
längerung von  CjJBi  über  B^  hinaus  (vergl.  3  dieses  Para- 
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graphen).  Für  die  dem  Netze  XIII  konjugierte  Varietät 
der  Netze  XIII'  ergiebt  sich  also: 

25/J')  €e^€ff^Rj  tang-\a\^sin'\x^^9^^^''V^^^ix^ 

und  ^a'i-^-iJ  wird  negativ [13n0'26",  6],  d.h. 

das  Yon  dem  Mittelpunkte  des  umgeschriebenen  Kreises 
auf  die  Basis  G^O^  gefällte  Perpendikel  trifft  die  Aussen- 
seite  desselben. 

Für  die  Archimedeische  Varietät  ist: 

,      T»      .  7^     cotglS^        cotg 60^         costp 
25y)  {  '     ■  stnfp       stnQf  —  y)     8tn^q>' 

I  1«',-- |a',-Aa'^«P«9^41'37",  4. 

Die  Substitution  der  Werte  von  25a)  bis  25y)  in  die 
Formeln  18  a  bis  18  d)  ergiebt  die  Relationen  für  die  den 
Netzen  XIII'  um-  und  eingeschriebenen  Polyeder. 

§  24.  Veränderliche  gleichflAchige  Netze,  deren  Grenz- 
flftche  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist. 

1.  Netz  des  tetragonalen  Sphenoids  XIV. 

1.  Die  bisher  betrachteten  gleichflächigen  Netze^  deren 
Grenzfläche  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist,  waren  die  sog. 
festen  derartigen  Netze,  bei  deren  Grenzfläche  sowohl  der 
Winkel  an  der  Basis,  als  derjenige  an  der  Spitze  einen  ali- 
quoten Teil  von  360^  betrug  und  bei  welchen  daher  zweierlei 
sphärische  Ecken  aufbraten,  deren  Scheitel  den  Eckpunkten 
zweier  konjugierten  regulären  Netze  entsprachen. 

Für  die  Gruppierung  und  Beschaffenheit  der  Ecken  eines 
aus  gleichschenkligen  Dreiecken  zusammengesetzten  Netzes 
ist  nun  aber  zweitens  der  Fall  möglich;  dass  die  Winkel 
einer  Grenzfläche  keinen  aliquoten  Teil  von  360^  betragen 
und  an  allen  Ecken  des  Netzes  in  gleicher  Weise  auftreten, 
sodass  das  gleichflächige  Netz  zugleich  gleicheckig  wird, 
d.  h.  lauter  gleiche,  wenn  auch  im  allgemeinen  nicht  regu- 
läre, sphärische  Ecken  besitzt. 

Dieser  Bedingung  wird  zunächst  allgemein  dadurch  ge- 
nügt, dass  an  jedem  Eckpunkte  der  Basiswinkel  A^  2A;-mal 
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auftritt,  falls  der  Winkel  -4^  (an  der  Spitze)  Ä-mal  auftritt. 
Zu  der  in  §  15  unter  IIa)  aufgestellten  Bedingungsgleichung: 

11  ft)  ^,  +  2  A  «'-+**  180« 

m 

tritt  also  jetzt  die  folgende: 

2G)  i  (A,  +  2  Jg)  "-  360<> 

hinzu.     Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

26a)  ,„«__, 

woraus  als  eiuzig  zulässiger  Wert  für  h  der  Wert  k  «=  1  sich 
ergiebt,  welchem  der  Wert  m=-4  entspricht.  Für  die  Zahl 
/i  der  Eckpunkte  dieses  Netzes  ergiebt  sich  ebenfalls  der 
Wert  4,  da  die  Zahl  v  der  in  jeder  Ecke  zusammenstossenden 
Flächen  3  beträgt. 

2.  Das  so  bestimmte  Netz,  welches  wir  als 

XIV    gleichschenkliges  sphärisches  viereckiges 

4-Flach 
oder  als  sphärisches  Netz  des  tetragonalen  Spheno- 
ids  bezeichnen  wollen,  hat  also  zu  Grenzflächen  vier  gleich- 
schenklige, einander  kongruente  Dreiecke  und  zu  Ecken  vier 
gleichschenklig- dreiflächige,  einander  kongruente  Ecken.  Da 
die  Winkel  einer  Grenzfläche  nur  der  Bedingung 

26/3)  ^1  +  2^-360^ 

genügen  müssen,  so  folgt,  dass  dies  zugleich  gleicheckige 
und  gleichflächige  Netz  ein  veränderliches  (oder  beweg- 
liches) ist,  dessen  Elemente  von  einer  veränderlichen  Grösse 
abhängen. 

Für  die  Elemente  des  Dreiecks  erhält  man  die  einfachen 
Beziehungen: 


26y) 


A                            1 
u4j  —  ^„  =  1 80®  —  -~ :  tang  -4«  — , — ; 

cos  2^<^^^~2~'    ^^^  ^  «a-cös  l  «3 ""  r/T  5**w -2  «1 ; 
cos  ttg  «*  cos  ttj  =  —  cotg^  ~ö"  "^  ""  ^^*^*  "o  » 
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mit  Hilfe  deren  leicht  alle  Veränderungen  des  Netzes  verfolgt 
werden  können,  wenn  man  z.  B.  a^,  die  Basis  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks,  als  Variable  wählt.  Für  0<ai<180® 
ist  90^<^<180^  135^ >  ^2  >  90^,  die  Winkel  sind 
also  immer  stumpfe  Winkel,  welche  zwischen  den  ange- 
gebenen Grenzen  liegen,  ebenso  sind  die  beiden  Schenkel  a^ 
imd  «3  immer  stumpf,  während  die  Basis  a^  spitz,  recht 
oder  stumpf  sein  kann.  Für  «j  ^2rj  resultiert  das  reguläre 
(d.  h.  zugleich  auch  gleichkantige)  Tetraedernetz   IIT 

(§  11,  0- 

3.  Ein  solches  Dreieck  und  ein  durch  vier  solcher  Drei- 
ecke gebildetes  Netz  lässt  sich  durch  folgende  einfache  Kon- 
struktion erhalten:  Man  ziehe  zwei  auf  einander  senkrechte 
Durchmesser  eines  kleinen  Eugelkreises  und  verbinde  die 
Endpunkte  Pi^P^  des  einen  Durchmessers  mit  den  Gegen- 
punkten P'g,  P\  der  Endpunkte  des  andern  Durchmessers  durch 
Hauptkreise  (s.  Fig.  12  a). 

Denn  das  Dreieck  P^P^F^^  ist  das  an  die  Basis  PiP^ 
anstossende  Nebendreieck  eines  solchen  gleichschenkligen 
Dreiecks,  für  welches  der  Winkel  an  der  Spitze  das  doppelte* 
desjenigen  an  der  Basis  beträgt,  d.  h.  des  Diagonaldreiecks 
eines  regulären  Vierecks. 

Hieraus  ist  sofort  ersichtlich,  dass  das  Netz  XIV  auch 
einfach  als  Hemigonie  des  gleicbeckigen  (2-f  4)-flä- 
chigen  prismatischen  Achtecks  IV'  (vergl.  §  16,7)  er- 
halten werden  kann,  welches  dem  regulären  Oktaedernetze 
IV   zugeordnet    ist.     Wählt   man  von  den  acht   Eckpunkten 

(s.  Fig.  by)  entweder  diejenigen  Pi,P8,P '2?  ^'4  ^^^^  ^^®" 
jenigen  P^,P^,P\,P'^  aus  und  verbindet  dieselben  durch 
die  Diagonalen  der  regulären  und  halbregulären  viereckigen 
Grenzflächen,  so  wird  je  ein  Netz  XIV  erhalten.  Diese  Dia- 
gonalen entstehen  sämtlich  durch  Verlängerung  der  Kanten 
des  Netzes  IV'.  Die  Mittelpunkte  der  Basen  sind  die  Punkte 
A^  und  Ä\f  die  Mittelpunkte  der  Schenkel  die  auf  dem 
Hauptkreise  a^  liegenden  Punkte  A^j  ^3,  A\y  A  '3.  Das  Netz  XIV 
ist  ein  halbzähliges  Netz. 
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Die  einzigen  direkt  symmetrischen  Mittelebenen, 
welche  dem  Netze  XIV  zukommen,  sind,  wie  auch  ans  der 
zaletzt  angegebenen  Entstehung  des  Netzes  sich  ergiebt,  die 
beiden  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die  Basen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  bilden  und  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Dagegen  sind  die  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die  Schen- 
kel bilden,  keine  Symmetrieebenen  des  Netzes.  Die  nach 
den  Mittelpunkten  Ay^  und  J.\  der  Basen  gerichteten  Haupt- 
axeU;  welche  für  das  vollzählige  Netz  IV'  yierzählig  waren, 
haben  jetzt  nur  die  Bedeutung  zweizähliger  Axen;  die 
Queraxen  OJj,  0A\  und  OA^^  0A\  sind  ebenfalls  zwei- 
zählig,  während  die  zweite  Gruppe  zweizähliger  Queraxeu, 
welche  die  Winkel  der  ersteren  halbieren,  nicht  mehr  vor- 
handen ist. 

Das  Netz  XIV  wird  später  als  ein  besonderer  Fall  des 
Netzes  XVII  eines  rhombischen  Sphenoids  (§  29),  sowie 
auch  als  ein  Grenzfall  der  hauptaxigen  Deltoidnetze 
XXIV  (§  39)  erhalten  werden. 

4.  Nimmt  man  auf  dem  Symmetriekreisbogen  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  —  dieser  Symmetriekreisbogen 
ergänzt  die  halbe  Basis  der  beiden  an  die  Spitze  dieses  Dreiecks 
anstossenden  Dreiecke  zu  einem  Halbkreis  —  einen  Punkt  Q^ 
an,  konstruiert  in  den  drei  anderen  Dreiecken  des  Netzes  die 
zu  diesem  homologen  Punkte  und  verbindet  diese  vier  Punkte 
durch  Hauptkreisbogen,  so  entsteht  wiederum  ein  Netz  XIV', 
welches  ebenfalls  ein  Netz  eines  tetragonalen  Sphenoids 
ist  und  welches  wir  dem  Netze  XIV  unsymmetrisch-kon- 
jugiert  nennen  wollen.  Denn  wiewohl  die  beiden  Netze 
in  der  gegenseitigen  Beziehung  stehen,  dass  die  Eckpunkte 
des  einen  homologe  Punkte  der  Flächen  des  andern  sind 
und  dass  die  Kanten  sich  gegenseitig  halbieren,  so  stehen 
doch  nur  die  Basen  der  gleichschenkligen  Dreiecke  beider 
Netze,  nicht  aber  die  Schenkel  auf  einander  senkrecht  —  das 
eine  Netz  ist  also  nicht  das  Symmetrienetz  des  andern. 
Ist  speziell  der  sphärische  Abstand  des  Punktes  Q^  von  der 
Mitte  der  Basis  des  ihn  einschliessenden  Dreiecks  gleich  der 
Hälfte  dieser  Basis  {^\oL^y  so  sind  die  beiden  Netze  XIV 
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und  XIV  kongruent   und  bilden   zusammen  das  Netz  IV  \ 
als  dessen  Hemigonieen  beide  zu  betrachten  sind. 

Wird  aber  der  Punkt  Q^  speziell  der  Mittelpunkt  jß^  des 
dem  gleichschenkligen  Dreieck Pj^P^P\  (Fig.  12a) umgeschrie- 
benen Kreises,  so  werden  die  beiden  Netze  symmetrisch 
konjugiert,  d.h.  das  eine  das  Symmetrienetz  des  andern. 

Zu  jedem  Netze  XIY  giebt  es  daher  ein  symmetrisch- 
konjugiertes (oder  in  dem  frühem  Sinne  konjugiertes) 
Netz  XIV,  welches  das  einzige  jenem  symmetrisch-zugeord- 
nete  gleicheckige  Netz  darstellt. 

5.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  des  Netzes  XIV 
werden  erhalten,  wenn  die  Variable  fa-=-f«i  alle  Werte 
von  0®  bis  90®  annimmt,  d.  h.  wenn  der  Punkt  P^  den  Qua- 
dranten des  Symmetriekreises  Ä^^B^  des  regulären  Oktaeder- 
netzes durchläuft  (vergl.  Fig.  by  und  Fig.  12/3).  Da  nun  zu 
jeder  einem  Werte  von  £«  =  ^  «i  entsprechenden  Varietät 
ein  symmetrisch-konjugiertes  Netz  XIV  gehört,  welches 
wiederum  eine  andere  bestimmte  Varietät  der  Netze  XIV 
darstellt,  die  dem  Werte  «'«— -fa'i  (d.  h.  dem  sphärischen 
Abstände  des  Punktes  ^^  von  A^)  entspricht,  so  wird,  wenn 
der  £'a  entsprechende  Bogen  von  A^  aus  auf  A^JB^  abgetragen 
wird,  ein  Punkt  ^^  erhalten,  welcher  nebst  den  drei  ent- 
sprechenden Punkten  ^s^^'s^^'i  ^^®  Eckpunkte  eines  jenem 
symmetrisch -konjugierten  Netze  XIV  kongruenten 
Netzes  bildet.  Wir  nennen  die  beiden  Punkte  P^  und  ^^  kon- 
jugiert; sie  sind  in  der  That  konjugierte  Punkte  eines 
projektivisch-involutorischen  Punktsystems  auf  dem 
Hauptkreise  A^ B^.  Die  Doppelpunkte  dieses  Punktsystems 
sind  die  Punkte  C^  und  O^,  da  für  die  sphärischen  Abstände 
^a  und  f'a  der  beiden  Punkte  Pj  und  ^^  von  A^^  der  Mitte 
von  C^C^f  die  einfache  Relation  besteht 

26d)  tang  Sa .  tang  s'a  =  2, 

oder 

26  d')  tang  -\  «^ .  tang  -|^  o'i «  2. 

Durchläuft  P^  den  Bogen  A^Ci^  so  durchläuft  der  kon- 
jugierte  Punkt   ^1    den    Bogen    B^C^]    durchläuft    Pj  den 
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Bogen  CiB.^y  so  durchläuft  ^ß^  den  Bogen  Cy^A^  u.  s.  f.; 
der  Doppelpunkt  C\  entspricht,  wie  schon  erwähnt,  dem  re- 
guläten  Tetraedernetz. 

Als  weitere  Relationen  zwischen  den  Elementen  der 
beiden  symmetrisch -konjugierten  Netze  XIV  und  XIV  er- 
geben sich  leicht  ausser  derjenigen  (26 d)  folgende: 


2&b) 


tang  \  a\ 

«2"- 

sin 
cos 

g  «1 

cos  ^  a\ 

y2  cos  2  «2 

cos 

\«i' 

1/2  cos  » 
yi  +  3cos« 

< 
i«'. 

cosJR 

^1       «'i 
—  cos~cos-z~^  cos 

2        2 

«9             «'« 

2  ^'  2 

•^cotg  ^cotg 

2 

=  cotg  A^  cotg  A\  , 

WO  R  den  Radius  des  den  Grenzflächen  beider  Netze  umge- 
schriebenen  Kreises  bedeutet. 

6.  Jedem  Netze  XIV  oder  XIV  kann  sowohl  ein  Po- 
lyeder ein-  als  auch  umgeschrieben  werden,  welches  wie  die 
Netze  ein  zugleich  gleicheckiges  und  gleichflächiges  ist. 
Jedes  derartige  Polyeder  ist  ein 

[XIV]     tetragonales  Sphenoid, 

welches  sowohl  aJs  die  Hemigonie  eines  geraden  tetra- 
gonalen  Prisma^  als  auch  als  dieHemiedrie  einea  tetra- 
gonalen  Oktaeders  efhalten  werden  kann.  Die  beiden  tetra- 
gonalen  Sphenoide,  von  welchen  das  eine  einem  Netze  XIV 
ein-,  das  andere  demselben  Netze  umgeschrieben  ist,  sind 
symmetrisch-  konjugiert, und  zwar  ist  das  eingeschriebene 
(umgeschriebene)  demjenigen  tetragonalen  Sphenoide  kon- 
zentrisch und  ähnlich,  welches  dem  symmetrisch -konju- 
gierten Netze  umgeschrieben  (eingeschrieben)  ist. 

Die  Beziehungen  für  zwei  solche  konjugierte  tetragonale 
Sphenoide,  sowie  für  ein  tetragonales  Sphenoid  überhaupt^ 
ergeben  sich  leicht  durch  Substitution  der  Werte  26  y)  bis 
266)  in  die  Formeln  18  a)  bis  18d). 

7.  Es  sei  endlich  noch  einmal  darauf  hingewiesen,  dass 
bei  diesem  veränderlichen  Netze,  welches  zugleich  gleicheckig 
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und  gleichflächig  ist,  die  Eckpunkte  sich  als  die  Hälfte  der 
Eckpunkte  eines  (yeränderlichen)  gleicheckigen  Netzes  (IV) 
ergeben^  während  sie  bei  den  festen  Netzen  VIII  bis  XIII 
als  Kombination  der  Eckpunkte  zweier  regulären  Netze 
erhalten  werden,  und  ferner,  dass  das  Netz  XIV  nur  ein 
teilweise  symmetrisches  ist,  da  nur  die  Ebenen  der 
Basen,  nicht  aber  diejenigen  der  Schenkel  der  Qrenzflächeu, 
direkt  symmetrische  Mittel  ebenen  des  Netzes  repräsentieren. 


§  25. 

2.  Gleichschenklige  Skalenoedernetze  XYIIIa. 

1.  Schliesslich  ergiebt  sich  noch  eine  dritte  Möglich- 
keit für  die  Anordnung  und  Beschaffenheit  eines  aus  gleich- 
schenkligen   Dreiecken    zusammengesetzten    gleichfiächigen 

360** 
Netzes.     Von  den  beiden  gleichen  Winkeln  Ä^^A^'^^ 


^1 


können  nämlich  einmal  je  v^  Winkel  A^  in  einer  Ecke  des 
Netzes  zusammenstossen,  so  dass  eine  erste  Gruppe  von 
halbregulären  sphärischen  Ecken  entsteht,  welche  von  der- 
selben Beschaffenheit  sind,  wie  die  Ecken  der  festen  NetzeVIII 
bis  XIII;  zweitens  können  alsdann  je  k  Winkel  A^  mit  je 
k  Winkeln  A^  sich  zu  einer  Ecke  vereinigen,  so  dass  eine 
zweite  Gruppe  von  unter  sich  gleichen  Ecken  entsteht^  deren 
Beschaffenheit  derjenigen  des  veränderlichen  Netzes  XIV  ent- 
spricht. 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  Ecken  der  ersten  Gruppe 
durch  ftj,  diejenige  der  Ecken  der  zweiten  Gruppe  durch  (i^y 
so  gelten  also  für  derartige  Netze  folgende  Beziehungen: 


27  a) 


f  1/,  Jj  -  360°;   k{A^  +  A^)  =  360°-, 


V 


k 


aus    welchen  in  Verbindung  mit  IIa)  folgt: 

Sei«,  KugtlteUnng. 
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27  ß) 

oder 

21  ß') 


(Mh 


m  +  4 


7H 


4i/,  it 
m  =- * 


2  Vj  -  (vi  -  2)  A- 

Da  aber  zufolge   des  Wertes   für  A^   in  27  a)   nur  der 
Wert  fe==2  zulässig  ist,  so  ergiebt  sich: 

27y)     w  =  2i/i,   A^  +  A,=^180^',   ^,^2;   ^.^v,-, 

und  da  die  Zahl  i/,  =^  jLt^  notwendig  gerade  seiu  muss,  so  ist 
v^=,2pi  (jp^  =  2,  3...),  womit  schliesslich  die  Formeln  über- 
gehen in: 


27*) 


Die  Basis  a^,  sowie  die  Schenkel  a, ,  a^  bestimmen  sich 

aus  den  einfachen  Formeln: 

ISO*' 
cm 

,    .      ,  A^         ^  180«         90«              Vi 
cos  a.  =^  cotg  A,  cotg  ^  =^cotg tanq        =- 


2co$^ 


Pi 


sm  -J-  «1  = 


27.) 


2  cos  — 


0? 


cos 


cos    -J     ffg 


2 


.    90« 

sm  -~ 

Vi 
180« 


1 


...  ,,       00 

Sin  --  —      J  cos- 

Vi  Vx 


0  =  5««  2  «1 ; 


«8-180«  -  «1, 

d.  h.  die  Grenzfläche  ist  das  Nebendreieck  eines  regulären 
Dreiecks  von  der  Kante  «3. 

Dem  Wertej>i  =  2  entspricht  das  reguläre  Oktaeder- 
netz IV. 

2.  Die  im  vorigen  charakterisierten  Netze  bezeichnen 
wir  als 
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XVHIa)     gleichschenklige  Skalenoedernetze. 

Sie  werden  durch  4pi  gleichschenklige  Dreiecke  gebildet, 
die  in  zwei  gegenüberliegenden  Eckpunkten  zu  je  2pi  mit 
den  gleichen  Winkeln  A^  zusammenstossen,  und  ausserdem 
2pi  yierflächige  sphärische  Ecken  bilden,  in  welchen  je  zwei 
Basiswinkel  A^  und  zwei  Winkel  A^  zusammenstossen. 

Diese  Netze  ergeben  sich  durch  eine  einfache  Zerteilung 
des  Doppelpyramidennetzes  YIII;  doch  soll  jetzt  auf  die 
genauere  Beschaffenheit  dieser  Netze  XVIII a  sowie  der  ent- 
sprechenden gleicheckigen  Netze  und  der  zugehörigen  Po- 
lyeder nicht  eingegangen  werden ,  da  sich  die  Netze  XVIII  a 
im  §  30  als  ein  ganz  spezieller  Fall  der  dort  zu  betrachtenden 
allgemeineren,  veränderlichen  Skalenoedernetze  XVIII  er- 
geben werden. 

Es  sei  nur  noch  darauf  hinge  wiesen^  dass  die  Netze  X  Villa 
zwar  feste  Netze  sind  (für  einen  angenommenen  Wert  des 
p^^j  dass  sie  aber,  wie  die  Netze  XIV,  zum  Teil  unsymme- 
trisch sind,  indem  nur  die  Ebenen  der  Hauptkreise  der 
Basis  und  des  einen  Schenkels,  nicht  aber  des  andern  Schen- 
kels Symmetrieebenen  des  Netzes  darstellen. 

3.  Durch  Berücksichtigung  aller  Möglichkeiten  für  die 
Beschaffenheit  und  Anordnung  der  gleichschenkligen  Dreiecke, 
welche  ein  die  Kugelfläche  einmal  bedeckendes  Netz  bilden 
können,  haben  sich  im  vorstehenden  wesentlich  drei  Haupt- 
fälle ergeben.  Der  erste  Hauptfall  umfasst  die  festen  und 
symmetrischen  derartigen  Netze  VIII  bis  XIII,  der  zweite 
das  yeränderliche,  zum  T«il  unsymmetrische,  zugleich 
gleicheckige  und  gleichflächige  Netz  XIV  eines  tetragonalen 
Sphenoids,  der  dritte  das  feste,  aber  zum  Teil  unsym- 
metrische Netz  XVIIIa  eines  gleichschenkligen  Skale- 
noeders. 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  den  allgemeinsten  Fall 
der  gleichflächigen  Dreiecksnetze  zu  behandeln,  bei  welchem 
die  Dreiecke  als  ungleichkantig  vorausgesetzt  werden. 


6* 
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B.    Allgemeiner  Fall  der   gleichfläcliigeii  Dreiecks- 
netze:     Die    Grenzfläche    ist    ein    ungleichkantiges 

Dreieck. 


§  26,   Ableitung  der  Relationen  nnd  der  mög- 
liehen Fälle  fQr  die  festen  nnd  symmetrischen 

derartigen  Netze. 

Wenn  ein  ungleichkantiges  Dreieck  mit  den  Kanten 
«1,  «2,  ag  und  den  Winkeln  A^^  A^^  A^  nebst  seinen  Wieder- 
holungen ein  die  Eugelfläche  einmal  bedeckendes  Netz  bilden 
soll,  so  muss  erstens  die  Bedingung  erfüllt  sein 

28)  A,  +  A,  +  A,=^--^-m\ 

WO  m  die  Zahl  der  Dreiecke  des  Netzes  bedeutet. 

Was  zweitens  die  Beschaffenheit  und  Anordnung  der 
Ecken  anlangt,  so  ergeben  sich  auch  hier  mehrere  Fälle,  von 
welchen  wir  zunächst  den  Fall  der  festen  und  symme- 
trischen Netze  berücksichtigen,  bei  welchen  jeder  der  drei 
Winkel  A^^  A^^  A^  einen  aliquoten  Teil  von  360^  beträgt 
und  daher  drei  Gruppen  von  sphärischen  Ecken  entstehen, 
indem  in  jedem  Eckpunkte  je  vi  gleiche  Winkel  Ai  zusammen- 
stossen.     Wir  erhalten  daher  femer  die  Beziehungen: 

(1/1^1  =  360^ 

29)  Nj  ^2  ^  360^, 

1 1/3  ^3  «  360^, 

oder 

,       360« 


29  a) 


^1 
,       360« 

,       360» 

ylo  =      7 


aus  welchen  in  Verbindung  mit  28)  sich  ergiebt: 
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30) 

V 

+  - 

+  " 

-'  +  »■ 

oder 

4 

1      " 

4  >.,  «,  1-, 

'  + 

U 

2 

:>.,«,  +  v,»,  +  v,«,) 

Wird  die  Zahl  der  durch  je  f,  gleiche  Winkel  Ai  ge- 
bildeten Ecken  mit  ft,  bezeichnet,  so  iBt 

.,,,  mm  m 

AI)  '*'  ^  ^.   '    **«  '^  ,.    '    '*»'"„ 
and 

31 «)  V,  ft,  +  vj  /*j  +  vj  fi,  =  3  n<. 

Werden  nun  den  Zahlen  v^,v^,v^  diejenigen  zulässigen 
ganzzahligen  und  tod  einander  verschiedenen  Werte  erteilt^ 
welchen  ein  positiver  und  ganzzahliger  Wert  von  m  ent- 
spricht, 80  werden  die  möglichen  gleichflächigen  Netze  von 
der  angegebenen  Beschaffenheit  erhalten.  Die  Diskussion 
liefert  nur  die  folgenden  beiden  Fülle,  in  welchen  die 
Dreiecke  rechtwinklig  sind,  die  Kanten  derselben  sich 
also  auf  sehr  einfache  Weise  aus  den  Winkeln  bestimmen 
lassen. 


Diese  beiden  gleich6ächigen  Netze  XV  und  XVI  sollen 
nebst  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  und  den  ent- 
sprechenden Polyedern  zunächst  in  den  beiden  folgenden 
Paragraphen  genauer  betrachtet  werden. 


1}  Tergl.  Formel  7)  i 
2)  Yergl  Formel  8)  ii 
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§  27.   Hexakisoktaedernetz  XY  nebst  den  zugeordne- 
ten gleicheckigen  Netzen  XY'  nnd  den  entsprechenden 

Polyedern. 

1.  Aus  den  in  Tabelle  32  aufgeführten  Werten  ftir  die 
Winkel  und  Kanten  einer  Grenzfläche,  sowie  denjenigen  für 
die  Zahl  der  Ecken  und  der  in  ihnen  zusammenstossenden 
Flächen  ergiebt   sich  sofort,  dass   das  Netz  XY  durch  die 
drei  vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  a^,  a^^  a^  des  re- 
gulären Oktaedemetzes  lY  und   durch  die  sechs  vollständig 
ausgezogenen  Hauptkreise  \,i^...\  des  jenem  konjugierten 
regulären  Hexaedernetzes  YI  gebildet  wird  (vergl.  in  Fig.  13a 
den   stark   gezeichneten   Teil).     Die    sämtlichen  Kanten  des 
Netzes  XY  gehören  also   den  3  +  6  Hauptkreisen  an,  deren 
Ebenen  die  direkt -symmetrischen  Mittelebenen  des  regulären 
Oktaedernetzes   lY   oder   des    regulären   Hexaedernetzes   VI 
darstellen;   und   das  Netz  XY  kann  auch   dadurch   erhalten 
werden,   dass   man    die    gleichschenkligen   Grenzflächen    der 
Netze  X   oder  XII  durch   Ziehen   der   Symmetriekreisbogen 
in  je  zwei  symmetrisch  -  gleiche  rechtwinklige  Dreiecke   zer- 
teilt.   Die  48  Grenzflächen  des  Netzes  XY  zerfallen  hiernach 
in  zwei  Gruppen  von  je  24  einander  kongruenten  Dreiecken, 
während  die  Dreiecke  der  einen  Gruppe  denen  der  anderen 
symmetrisch   gleich   sind    (vergl.  Fig.  13  /J,  in    welcher    die 
Schrafflerung    diese    Beschaffenheit    des    Netzes    bezeichnen 
soll). 

Was  die  Ecken  dieses  Netzes  XY  anlangt^  so  stossen  in 
den  sechs  Oktaedereckpunkten  A  je  acht,  in  den  acht  Hexa- 
ederpunkten C  je  sechs  und  in  den  zwölf  Punkten  H  (den 
Kantenmittelpunkten  der  konjugierten  Netze  lY  und  VI)  je 
vier  Grenzflächen  bezw.  unter  gleichen  Winkeln  aneinander, 
so  dass  die  Ecken  mit  den  Scheiteln  A^  C^  B  bez^w.  halb- 
reguläre achtflächige ;  sechsflächige,  vierflächige  sphärische 
Ecken  sind. 

Wir  bezeichnen  daher  das  Netz  XY  passend  auch,  als: 
XY    sphärisches  (6-f  8  + 12)-eckiges  2.24-Flach. 
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2.  Die  Grenzfläche  (z.  B.  Ä^  C^  B^)  des  Hexakisoktaeder- 
netzes  ist  das  früher  (yergl.§  11,  4)  erwähnte  charakteristi- 
sche Dreieck  des  regulären  Oktaeder-  und  des  Hexaeder- 
netzes. Die  Ecken axen  des  Netzes  XY  bilden  bez.  die  drei 
Paare  vi  erzähliger,  die  vier  Paare  dreizähliger  und  die 
sechs  Paare  zweizähliger  Axen  desselben^  während  die  die 
Kanten  des  Netzes  XV  erzeugenden  Ebenen  der  drei  Haupt- 
kreise a  (der  Aquatoren  zu  den  Punkten  A)  und  der  sechs  Haupt- 
kreise b  (der  Aquatoren  zu  den  Punkten  B)  die  direkt-sym- 
metrischen Mittelebenen  des  Netzes  darstellen  (vergl.  §11,5). 

3.  Werden  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenz- 
fläche (z.  B.  Ai  C^  B^)  angenommenen  Punkte  P^  die  homo- 
logen Punkte  in  allen  übrigen  Dreiecken  des  Netzes  XV 
konstruiert,  so  liegen  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante 
benachbarte  Punkte  P  symmetrisch  zu  derselben  und  das 
durch  die  Verbindung  sämtlicher  48  Punkte  P  entstehende 
Netz  ist  ein  gleicheckiges  Netz  XV',  welches  dem  Netze  XV 
als  seinem  Symmetrienetze  zugeordnet  sind.  Die  48  drei- 
flächigen sphärischen  Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von 
je  24  rechten  und  linken  Ecken,  da  je  zwei  benachbarte 
Ecken,  deren  Scheitel  in  zwei  längs  einer  Kante  anstossenden 
Dreiecken  des  Netzes  XV  liegen,  symmetrisch-gleich 
sind.  Diejenigen  gleicheckigen  Netze,  deren  Eckpunkte  je 
einer  dieser  beiden  Gruppen  von  24  Punkten  angehören, 
werden  später  in  §  42  als  Netze  XXVI',  die  den  Pentagon- 
ikositetraedemetzen  XXVI  zugeordnet  sind,  erhalten  werden. 

Die  Grenzflächen  des  Netzes  XV',  deren  Kanten  durch 
die  auf  ihnen  senkrecht  stehenden  Kanten  des  Symmetrie- 
netzes XV  halbiert  werden,  sind  einmal  sechs  gleich- 
eckige (4-1-4) -kantige  Achtecke  mit  den  Mittelpunkten  Ay 
ferner  acht  gleicheckige  (3 -|- 3) -kantige  Sechsecke  mit  den 
Mittelpunkten  C  und  endlich  zwölf  gleicheckige  (2  4-2) -kan- 
tige Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B  (vergl.  in  Fig.  13« 
das  punktiert  gezeichnete  Netz).  Wir  bezeichnen  das  gleich- 
eckige Netz  XV'  als 

XV'     sphärisches  (6  +  8 -f- 12)-f lächiges  2.24-Eck. 
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Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  des  Netzes  XV' 
entstehen,  wenn  der  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen  inner- 
halb des  Dreieckes  A^  C^  B^  annimmt  Ist  dieser  Punkt 
der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  umgeschriebenen 
Kreises,  so  erhält  man  diejenige  Varietät,  welche  dem 
Netze  XV  konjugiert  ist.  Wenn  dagegen  der  Punkt  P^ 
mit  dem  Mittelpunkte  des  dem  Dreiecke  A^  C^  B^  einge- 
schriebenen Kreises  zusammenfallt,  so  werden  die  sämtlichen 
Kanten  des  Netzes  XV'  einander  gleich,  die  sämtlichen  im 
allgemeinen  halbregulären  Grenzflächen  gehen  in  reguläre 
über.  Wir  bezeichnen  diese  Varietät  wiederum  als  die  Ar- 
chimedeische  Varietät  der  Netze  XV'. 

Die  Netze  X'  und  XII'  entsprechen  den  beiden  beson- 
deren Fällen  der  Netze  XV',  in  welchen  der  Punkt  P^  bez. 
auf  der  Kante  A^  B^  und  der  Kante  Bi  C\  liegt,  das  Netz 
XV  also  durch  Zusammenfassen  je  zweier  längs  einer  solchen 
Kante  zusammenstossenden  Dreiecke  bez.  in  das  Netz  X 
und  XII  übergeht.  Der  Fall,  in  welchem  der  Punkt  P^  auf 
die  Kante  C\Ai  fallt,  wird  in  §  35  erhalten  werden,  wobei 
die  entsprechenden  Netze  als  zugeordnete  Netze  des  sog. 
Deltoidikositetraedernetzes  XXIauftreteu,  welches  durch 
Zusammenfassen  je  zweier  längs  einer  Kante  C^  A^  zusammen- 
stossenden Dreiecke  des  Netzes  XV  resultiert. 

Die  dem  Hexakistetraedernetz  Xa  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  X"  (§  20)  stellen  diejenige  Hemigouie 
der  Netze  XV'  dar,  bei  welcher  yon  den  48  Eckpunkten  dieser 
Netze  nur  diejenigen  beibehalten  werden,  welche  symmetrisch 
zu  den  Hauptkreisen  &,  nicht  aber  zu  den  Hauptkreisen  a 
liegen. 

Als  eine  andere  Hemigonie  dieser  Netze  XV'  werden 
im  §  38  die  dem  Diakisdodekaedernetz  XXIII  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netze  XXIII'  auftreten. 

4.  Jedem  Netze  XV'  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder, 
nämlich  ein 

[XV]  gleicheckiges  (6  +  8 -f  12)-f lächiges  2.24.Eck 
eingeschrieben  werden,  ein  Polyeder,  welches  durch  gleich- 
massige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  und  der  Kanten 
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eines  regulären  Oktaeders  erhalten  werden  kann,  dessen  Flä- 
chen also  eine  Kombination  der  Grenzflächen  eines  regulären 
Hexaeders,  Oktaeders  und  eines  Bhombendodekaeders  dar- 
stellen. Die  Beschaffenheit  der  Ecken  und  der  Grenzflächen 
folgt  einfach  aus  derjenigen  der  Ecken  und  der  Grenzfluchen 
des  gleicheckigen  Netzes. 

Das  einem  Netze  XV  in  dessen  Eckpunkten  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  welches  dem  eingeschrie- 
benen gleicheckigen  polar  entspricht,  ist  ein  Hexakisok- 
taeder  oder  ein 

[XV]  gleichflächiges  (6-f  8+ 12)-eckiges  2.24.Flach, 

dessen  Eckpunkte  eine  Kombination  der  Eckpunkte  eines 
regulären  Oktaeders,  Hexaeders  und  eines  Kubooktaeders  dar- 
stellen. Dasselbe  ist  von  2.24  (24  rechten  und  24  linken) 
nnregelmässigen  Dreiecken  begrenzt  und  hat  sechs  acht- 
flächige, acht  sechsflächige  und  zwölf  vierflächige  halbregu- 
läre Ecken,  deren  Flächenwinkel  im  allgemeinen  abwechselnd 
gleich  sind. 

Die  dem  konjugierten  Netze  XV  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  sind  bez.  den  beiden  Polyedern  kon- 
zentrisch und  ähnlich,  welche  dem  Netze  XV  um-  und  ein- 
geschrieben werden  können-,  während  der  Archimedeischen 
Varietät  der  Netze  XV  die  Archimedeischen  Varietäten 
des  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeders  entsprechen,  für 
welche  bez.  sämtliche  Grenzflächen  oder  sämtliche  Ecken 
regulär  werden. 

5.   Die  Elemente  der  Netze  XV  hängen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  ab,  als  welche  wir  wiederum  den  sphä- 
rischen Abstand  £«  des  Punktes  Pj  vom  Eckpunkte  A^  und 
den  Winkel  ^a  wählen  wollen,  welchen  der  Hauptkreis  A^P^ 
mit   dem   Hauptkreise   A^  B^  bildet.     Die  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  bei  ^^ ,  JB^ ,  C^  mögen  (statt  wie  bisher  durch 
^X7  ^87^)   durch  A^B^Cy   die   Kanten    (statt    wie    bisher 
darch  a^,  «g,  «g)  durch  a,  /8,  y;  die  sphärischen  Abstände  des 
Punktes  Pj  von  den  Eckpunkten  B^  und  C^   durch  6^  und  Sc 
und     die   Winkel,    welche    die    Hauptkreisbogen   J5,  Pj    und 
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C\  Pj  bez.  mit  B^  C^  und  C\  A^^  einschliessen  durch  ^^  und  dr 
bezeichnet  werden.  Die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  P, 
Ton  den  Kanten  a^  ß^  y  oder  die  halben  Kanten  des  zuge- 
ordneten gleicheckigen  Netzes  XV '  sollen  durch  l  a\  ^  ß\ 
^  y\  die  Ton  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch  ^4',  B\  C\ 
und  endlich  die  Teilwinkel,  in  welche  die  Winkel  A\B\C' 
bez.  durch  die  Bogen  Pj  A^^  P^  B^^  P,  C^  zerlegt  werden,  dnrch 
A*\Ä''',  B^'jr",  C\C"  bezeichnet  werden  (vergl.  Fig.  13yK 
Alsdann  gelten  die  Beziehungen: 

cos  €a  +  sin  Ba  COS  ^^        COS  Ba  +  COS  f «, 

y2        ~      1/2 

cos  Ba  +  (cos  %a  +  -^iH  O"«  J  S'lH  f„ 

~V3      " 


33  a; 


C'}S  B.. 


COS  Bc 


COS  Ba  +  COS  ftf*  +  COS  B 


V^ 


«i5 
-      1 


WO 


33  ß }         cos  f «2  =^  sin  Ba  COS  ^a  ?     <^S  «aj  ==  ^''M  ^a  sift  d"^ 

gesetzt  ist,  also  Ba  oder  Bai^Ba^^Ba^  die  sphärischen  Ab- 
stände des  Punktes  Pj  von  den  drei  Eckpunkten  A^^A^jA^ 
des  Oktantendreiecks  bedeuten  und 

33  y)  coü^  Btr^  +  coi>^  ffii  +  cos^  f  «a  =  1 

ist. 

Ferner  ist: 

shi  J  c('  =-  sin  Bt .  sin  d^^  ==  sin  Bc  .  5m  (60"  —  ^..) 

f.V?.S  f  a  —  cos  frtg 

33  d)       sin  J  /3 '  =  6'm  f« .  sin  d^c  =^  sin  Ba .  sin  (45®  —  d^o) 

cos  Ba2  -^  COS  B^s 

"  |/2  ' 


sin  l'  y  ■-=  sin  Ba .  5t«  ^^   -  sin  B},  .  C'»s  ^t  =  cos  Ba^  ; 


und 


cotg  A'^  -=  cos  Ba  tany  %a ,   cotg  A'"  ^  cos  Ba  tang  (45*^  —  t>a  • , 
33f)  \  cotg  B"  ^  cos  Belang  d^i,^   cotg  B'"  =  cos  BbCotgd-t,^ 

cotg  C  =  cos  Bc  tang  d'c ,     cotg  C"'  =  cos  Bc  tang  (60*^  —  ^^\ 


wobei: 
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33  g) 


tang  (45^  —  a-«)  = =  -- — *  -- 


cos  £«2  +  COS  f „3     |/2  5m  I  /  +  sin  l  ß'  • 

cos  €a  —  COS  St 


sin  l  a! 
sin^y' 


V'^COSSas 
j.  ^  yS{C0S6a2  —  C0$€as) 

tang  ^,.  =  -  —  —   -^-^ , — ^    . 

2C0S€a  —  (C0S£a2  +  C0SSas) 

_        ySsinlß' 
^2sm  la'  +  sin'iß'' 

C0SBa  +  C0S€a2  —  2C0S£az 


1/3  sm  l  a' 


2sm  ^  j3'  +  sm  J  a 


ist. 

Die  von  den  sphärischen  Perpendikeln  i^i«/a,  J^i«^c,  Pi^ö 
auf  den  Kanten  a,  y,  /J  erzeugten  Abschnitte  (s.  Fig.  \3y) 


A^  Ji,  =  ftg) 


Gy  Ji,  =  j8(l)  i:^i  e7„  =»  «(1) 

6\  t/a  «  «(2)       '       J^i  Je  =  y(«)  ; 

welche  bez.  die  beiden  Badien  der  je  einem  halbregulären  gleich- 
eckigen Polygon  des  gleicheckigen  Netzes  eingeschriebenen 
Kreise  darstellen,  bestimmen  sich  aus  den  einfachen  Formeln: 

.  cos  6a9 

tangya.^ ' 

cos  €a 

i^^r,  A  C0SJa2  +  C0S  6a3 

tangß^.r- — -r-= > 

y  2  CfjS  €a 
2C0SSa  —  COS€a9  —  C0SSai 

tangßi^i,^ — -? 


33 1?) 


y2  (cos  Sa  +  COS  Sai  +  COS  £«3) 
COS  Sa  +  COS  Saq  —  2  COS  Sa* 

tang  ct^^i)  ^    -  —  -     —  ? 

y2  (cos  Sa  +  COS  Sa^  +  COS  Sa^J 


tanga{y)^ 


y2cos 


-ag 


COSSa  +  COSSa^ 
COSSoi 


COS  Sa 

tangy^i,^-—- 

COSSa+  COS  Sat 
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Für  den  Radius  R  des  dem   Dreiecke  A^  C\  -Bj  umge- 
schriebenen Kreises  erhält  man 


83^) 


co5  52i« 


f  c\ff 


CÖS37J« 


==  4 Ä^w  7-J  ^    /J  =  27 «  34'  9",  4; 


damit  folgt  für  das  dem  Netze  XV  konjugierte  Netz  XV: 

(s„=^f,=^f,=^Tl^    ^^  =  90«-'9'6  =  45«-'9'c-37-^% 
33 1) I  cos  Bai  =  (/2  -  1)  cos  li ,   cos  £«3  =  (]/3  -  l/2)  cos  R ; 

(  cos  6a  +  COS  €a2  +  ^0^  ^ag  "^  1^^  ? 

aus    welchen    Werten    sich    die   Kanten    und   Winkel    dieses 
Netzes  in  einfacher  Weise  ergeben. 

Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  XV'  wird: 


33  x) 


cotgP=    . 


coig  22  i 


2 


*IA0 


cotg  30 


sin  {71  -  22  \  «)     si/n  {ri  +  22  ]  «)      sin  22-f « 


>/' 


i  «'  =  i  /5'  =  2  y'  -=  ^,    ^«"^  ««  =       ^g  22 1 «       ' 


=  1/61/2(^2+1),   P=12''27'32",  1; 

tang  (ji- 22  Y) 

#«=22-f,    -^,«45«,    ^e==30«; 

cos  Sa  :  cos  Sa2  l  COS  Sa»  =  2  Y2  + 1 :  }/2  +  1 : 1 

cos£^,5V^2+l  7  cos  €r  ^     1/3 

cosf«  7  5)/2-l'     ^'^«^^      3-}/2 


Für  diejenigen  Varietäten,  bei  welchen  der  Punkt  JP^ 
auf  dem  von  B^  auf  die  Hypotenuse  Ä^Ci  gefällten  sphä> 
rischen  Perpendikel  B^D^  (s.  Fig.  17  a)  liegt,  bestehen  die 
einfachen  Beziehungen: 


COSSa^  +  COSBa 


33  A) 


COS  Sa 


COS  Sc 
COS  Sa 


=  1;  cotgsa'^cosd'a  +  sind-a]  O^^  =^  f^ ; 

-1;  ^*+i^'-3o<'. 
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Wenn  der  Punkt  P^  auf  die  Kante  Ä^B^  rückt,  so  ent- 
stehen die  Netze  X',  für  welche  (vergl.  Formeln  21)  in  §  20): 

33 /i)  -ö-a-O^,   ^,==90«;    £„  +  6,  =  45« 

wird;  fällt  der  Punkt  P^  auf  die  Kante  B^Ci^  so  werden 
die. Netze  XU'  erhalten,  für  welche  (vergl.  §  22  Formeln  24) 
die  Relationen  gelten: 

33 v)     ^o=-0^,  #c.«60°;   cotg  e^  ^  cos d^^-,  f,  +  £c  =  90«- ly. 

Was  die  den  Netzen  XV'  ein-  und  umgeschriebenen 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sich  die  wichtigsten  Be- 
ziehungen für  dieselben  und  ihre  bezüglichen  besonderen 
Varietäten,  wenn  die  Werte  aus  33«)  bis  v)  in  die  Formeln 
18a)  bis  d)  eingesetzt  werden,  wobei  nur  die  für  die 
Netze  XV'  etwas  geänderte  Bezeichnung  der  Kanten  und 
Winkel  zu  berücksichtigen  ist.  Auf  die  Beziehungen  zwischen 
den  Grossen  Sa^  d'a  oder  Sa^  Ba^j  ^as  oder  6a,  Si,,  Sc  zu  den  sog. 
Ableitungskoeffizienten  dieser  Polyeder  wird  später  im 
fünften  Kapitel  näher  eingegangen  werden. 


§  28.    Diakishexekontaedernetz  XYI  nebst  den 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  XYI'  und  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  DiakisHexekontademetz  XVI  wird;  wie  aus  den 
Werten  in  Tab.  32  für  die  Winkel  und  Kanten  einer  Grenz- 
fläche, sowie  für  die  Zahl  der  Ecken  und  der  sich  in  ihnen  ver- 
einigenden Flächen  hervorgeht,  durch  die  vollständig  aus- 
gezogenen fünfzehn  Hauptkreise  b^,  &2*-'^i5  ^^^  regulären 
Ikosaeder-  oder  des  konjugierten  Pentagondodekaedemetzes 
erzeugt  (s.in  Fig.  14  a  den  stark  gezeichneten  Teil).  Man  kann 
dies  Netz  XVI  auch  dadurch  erhalten,  dass  man  die  gleich- 
schenkligen Grenzflächen  der  Netze  XI  oder  XIII  durch 
Ziehen  der  Symmetriekreisbogen,  welche  in  die  Verlängerung 
der  Kanten  dieser  Netze  fallen,  in  je  zwei  symmetrisch  gleiche 
rechtwinklige  Dreiecke  zerteilt.  Die  120  Grenzflächen  des 
Netzes  XVI  bestehen  daher  aus  zwei  Gruppen  von  je  sechzig 
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einander  kongruenten  Dreiecken,  während  die  Dreiecke  der 
einen  Gruppe  denen  der  andern  symmetrisch  gleich  sind. 

In  den  zwölf  Ikosaedereckpunkten  G  dieses  Netzes  stossen 
je  zehu;  in  den  zwanzig  Pentagondodekaedereckpunkten  C 
je  sechs  und  in  den  dreissig  Punkten  B  (den  Eantenmittel- 
punkten  der  konjugierten  Netze  V  und  VII)  je  vier  Grenz- 
flächen bezw.  unter  gleichen  Winkeln  aneinander,  so  dass 
die  sphärischen  Ecken  mit  den  Scheiteln  G^  C^  B  bezw.  als 
halbreguläre  zehnflächige ,  sechsflächige  und  vierflächige 
zu  bezeichnen  sind. 

Das  Netz  XYI  wird  daher  passend  als 

XVI     sphärisches  (12  +  20  +  30)-eckiges 

2.60-Flach 
bezeichnet. 

2.  Eine  Grenzfläche  des  Netzes  XVI  (z.  B.  G^C^B^) 
stellt  das  früher  (§  12^2)  erwähnte  charakteristische 
Dreieck  des  regulären  Ikosaeder-  und  des  Pentagondode- 
kaedemetzes  dar.  Die  nach  den  Punkten  G^G^B  gehenden 
Eckenaxen  bilden  sechs  Paare  fünfzähliger,  zehn  Paare 
dreizähliger  und  fünfzehn  Paare  zweizähliger  Axen, 
während  die  fünfzehn  Ebenen  der  Hauptkreise  h  (die  Aqua- 
toren  der  Punkte  B)  die  einzigen  direkt -symmetrischen 
Mittelebenen  des  Netzes  sind  (§  12,3). 

3.  Die  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenzfläche 
(z.  B.  G^C^B^)  angenommenen  Punkte  Pj  homologen  Punkte 
sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  XVI  ergeben,  wenn  je 
zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  dieses  Netzes  symmetrisch 
liegende,  benachbarte  Punkte  verbunden  werden,  ein  dem 
Netze  XVI  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz  XVI'.  Je  zwei 
benachbarte  Ecken  dieses  Netzes,  deren  Scheitel  in  zwei 
längs  einer  Kante  anstossenden  Dreiecken  des  Netzes  XVl 
liegen,  sind  symmetrisch  gleich,  so  dass  die  120  dreiflä- 
chigen sphärischen  Ecken  des  Netzes  XVI '  entsprechend  in 
zwei  Gruppen  von  je  sechzig  rechten  imd  linken  Ecken  zer- 
fallen. 

Auf  diejenigen  gleicheckigen  Netze,  deren  Eckpunkte 
die   sechzig   Punkte  je   einer   dieser   beiden   Gruppen   sind, 
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werden  wir  später  in  §  43  unter  XXVII'  geführt  werden, 
wo  sich  diese  Netze  als  dem  Pentagon -Hexekontaedemetze 
XXVII  zugeordnet  ergeben  werden. 

Das  Netz  XYF  besitzt  dreierlei  Grenzflächen,  deren 
Kanten  durch  die  auf  ihnen  senkrecht  stehenden  Kanten  des 
Symmetrienetzes  XVI  halbiert  werden,  und  zwar  sind  vor- 
handen: zwölf  gleicheckige  (5-f  5) -kantige  Zehnecke  mit  den 
Mittelpunkten  G ,  femer  zwanzig  gleicheckige  (3  +  3)  -  kantige 
Sechsecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  endlich  dreissig 
gleicheckige  (2  +  2) -kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B 
(vergl.  das  punktiert  gezeichnete  Netz  der  Fig.  14a).  Das 
Netz  XVI'  wird  daher  passend  als 

XVr    sphärisches  (12  +  20  +  30)-flächiges 

2.60-Eck 
bezeichnet. 

Den  yerschiedenen  Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des 
Dreiecks  G^C^B^  entsprechen  die  sämtlichen  möglichen 
Varietäten  des  Netzes  XVI';  die  dem  Netze  XVI  konju- 
gierte Varietät  resultiert,  wenn  der  Punkt  P^  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  G^C^B^  umgeschriebenen  Kreises 
ist,  und  die  zugleich  gleichkantige  sog.  Archimedeische 
Varietät,  wenn  P^  der  Mittelpunkt  des  jenem  Dreiecke  ein- 
geschriebenen Kreises  wird.  Fällt  der  Punkt  P^  speziell 
auf  die  Kante  G^^Bj^  oder  die  Kante  B^C^^^  so  gehen  die 
Netze  XVI'  bez.  in  diejenigen  XI'  oder  XIII'  über,  während 
das  Symmetrienetz  XVI  durch  Zusammenfassen  je  zweier 
Dreiecke  längs  einer  Kante  G^B^  oder  B^C^  in  die  Netze  XI 
oder  XIII  übergeht.  Der  dritte  noch  mögliche  Fall,  in 
welchem  je  zwei  längs  einer  Kante  G^C^  benachbarte  Drei- 
ecke des  Netzes  XVI  zusammengefasst  werden,  wird  in  §  36 
als  Deltoidhexekontaedernetz  XXII  erhalten  werden^ 
bei  welchem  die  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  auf  jener  Kante  liegen. 

4.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XVI'  eingeschrieben  werden  kann,  nämlich  das 

[XVI']     gleicheckige  (12-F20-f  30)-flächige 

2.60.Eck, 
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entsteht  auch  durch  gleichmässige  und  gerade  Abstumpfimg 
der  Ecken  und  der  Kanten  eines  regulären  Ikosaeders;  die 
Flächen  dieses  Polyeders  stellen  also  eine  Kombination  der 
Grenzflächen  eines  regulären  Pentagondodekaeders,  Ikosaders 
und  eines  Rhombentriakontaeders  (vergl.  §  33)  dar. 

Das  gleichflächige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XVI' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben  werden  kann,  ist  ein 

[XVI]     gleichflächiges  (12  +  20  +  30)-eckiges 

2.60-Plach, 

welches  dem  gleicheckigen  polar  entspricht  und  dessen  Eck- 
punkte eine  Kombination  der  Eckpunkte  eines  Ikosaeders, 
Pentagondodekaeders  und  des  dem  Triakontaeder  polar  ent- 
sprechenden Polyeders  (vergl.  §  33)  darstellen. 

Die  Beschaffenheit  der  Ecken  und  Grenzflächen  dieser 
Polyeder  folgt  in  einfacher  Weise  aus  derjenigen  des  gleich- 
eckigen Netzes;  die  dem  konjugierten  Netze  XVI'  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeder  sind  wiederum  bez.  konzen- 
trisch und  ähnlich  den  beiden  Polyedern,  welche  dem  gleich- 
flächigen Netze  XVI  um-  und  eingeschrieben  werden  können; 
für  das  der  Archimedeischen  Varietät  ein-  oder  um- 
geschriebene Polyeder  sind  bez.  die  von  einander  verschiedenen 
Grenzflächen  oder  Ecken  sämtlich  regulär. 

5.  Als  die  beiden  veränderlichen  Grössen,  von  welchen 
die  Lage  des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreiecks  G^C^B^ 
und  damit  die  Elemente  der  Netze  XVI'  abhängen,  wollen 
wir  den  sphärischen  Abstand  Bf,  des  Punktes  P^  vom  Eck- 
punkte i?i  und  den  Winkel  ^6  wählen,  welchen  der  Haupt- 
kreis B^P^  mit  dem  Hauptkreise  B^C^  bildet.  Die  Abstände 
des  Punktes  P|  von  den  Eckpunkten  G^  und  (7^  mögen  durch 
*«^n  ^ci)  ^^^  ^^®  Winkel,  welche  die  Hauptkreisbogen  G^P^ 
und  Cy^Px  bez. mit  G^B^  und  C^G^  bilden,  durch  d^g  und  ^e  be- 
zeichnet werden  (vergl.  Fig.  14)5).  Die  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  bei  G^,  Bj^,  C^  sollen  (statt  wie  bisher  durch 
A^^A^^A^)  durch  G^B,C^  die  Kanten  (statt  wie  bisher 
durch   a^y  ctq,  a^)  durch   a,  ß,  y^  die    senkrechten  Abstände 
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des  Ponktes  P^  Yon  den  Kanten  a,  ß,  y,  d.  h.  die  halben 
Kanten  des  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XVI'  durch 
T  ^'}  \ß'i  's  ^'y  ^^®  ^^^  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch 
G',  B'y  C\  und  die  Teilwinkel,  in  welche  die  Winkel  G\  B\  C 
bez.  durch  die  Bogen  PiGi,  Pi^Sj,  P,  C^  zerlegt  werden,  durch 
ö",  G'";  P",  P"'5  C",  C"  bezeichnet  werden.      ' 

Dann  bestehen  die  Relationen: 

cos  Bg  ^  cos  Bf,  cos  tp  +  sin  b^  sin  (p  sin  d^ 
«  cos  Bb  cos  (p  +  cos  B^^\  sin  q> , 


34  a) 


cos  Bc  =  COS  B(,cos'ilf  +  sin  Bb  sin  ^  cos  ^6 
cos  Bb  cotg  q)  +  sin  b,,  tang  tp  cos  ^b 

COS  Bb  cotg  (p  +  cos  B^b  tang  q> 

yE  "        ' 


wo 


34  ß)       cos  B^'b  =  sin  Bb  cos  ^b ",   cos  b*'U  =  sin  Bb  sin  d^b 

gesetzt  ist,  also  Bb^  B^\y  B"'b  die  sphärischen  Abstände  des 
Punktes  Pj  von  den  drei  Eckpunkten  Pi,  Pi3,Pi5  des  Ok- 
tantendreiecks  (yergl.  Fig.  14  a)  bedeuten  und 

34y)  cos^  Bb  +  cos^  a",  +  cos^  b''\  =  1 

ist. 

Femer  erhält  man: 


34d)^ 


sin  -g-  a'  =  sin  Bb  sin  ^b  *=  sin  Bc  sin  (60®  —  d'c)  ==  cos  B*"by 
sin  7  /3 '  •=  sin  Bc  sin  d'c  =  sin  Bg  sin  (36  ®  —  d-g) 

=  sin  18^  cos  Bb  —  cos  18^  sin  Bb  cos  (9?  —  d^b) 
=  -^  (tang  q)  cos  Bb  —  cotg  qj  cos  b^\  —  cos  b'*\)  , 
.  sin  ~  y '  =  sin  Bg  sin  dg  «  sin  Bb  cos  db  *=  ^os  b'\, 


und 


cotg  G'^^  cos  Bgtangdg^  cotg  G*^^^  cos  Bg  fang  Qi6^-  dg)-, 

34 b)    cotg  ß"^  cos  Sb  tang db]  cotg P'"  =  cos  Bb  cotg  db ; 

cotgC^*  ==  cos  Bc  tangdc]  cotg  C"'  =  cos  Bc  tang{60^—  de)] 
wobei 

H«s>,   Kogelteilung.  7 
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langet 


tang%y=^ 


cos  ^"ö 


sin  I  a' 


cos  £"6       sin^y^ 
cos  e^\ 


1 


sin^y^  tangq> 


ten5r(36«-0'^) 


cos  £t sin  (f  —  cos  f"'*  cos  tp      2sin~^ß'  sinq)  +  sin  jy'cosip 
cos  Bf,  tang^  (p  —  cos  a"*  —  cos  ^'\  fang  (p 


cos  Ef,sin(p  +  cos  b^\  tang  q>  —  cos  e"^  cos  (p 


34S> 


cosg> 


sin -^  ß^  tang  (p 


sin-\ß^  cos  9  +  2  sin-\  y '  smq> 


X        o.      i/ö  cosBttangq)'-cosB^\cotgfp  —  cosB^"t, 
lang  9c  ^yo .         .^„^ — 77— jn  ^^/^ ^  j^  q »^o  Jf 


>/3sm  J/J' 


ist. 


cos  Bb  tang  (p  —  cos  b'\  cotg  y  +  3  cos  f"'ft      sin^ß'  +  2  sin 
y5cosB''\  1/3  siw-i-a' 


cos  £6  tang  (p  —  cos  b^\  cotg  qp     2  siw  -|^  ß'  +  stw  ^  a' 


Die  von  den- sphärischen  Perpendikeln  Py^Jg^P^J^jP^Jc 
auf  den  Kanten  a,  ß^  y  erzeugten  Abschnitte 


G-iJb^ß(2) 


CiJb^ßd) 


welche  bez.  die  beiden  Badien  der  je  einer  halbregulären 
gleicheckigen  Grenzfläche  des  gleicheckigen  Netzes  einge- 
schriebenen Kreise  darstellen,  bestimmen  sich  aus: 


34  y) 


cos  b"ö      , 
tang  «(d  —  — --  ;    tang  y(2) 


cos  Bf, 


cos  b"\ 

COSBt 


tfl 


tang  y^)  = 


tangß 


(2) 


COS  BbSimp  —  cos  B  t  cos  (p 
cosB(,cos(p  +  cosB"\sin(p  ' 

4-  (cos  £6  cos  op  H cos  «'"ft  cotg  w  cos  <p) ; 

*  ^  ^        COS(p  <y  ^  ^j  1 


tangß 


(1) 


tang  «(2)  = 


cos  Bb  cos  (p  +  COS  B*"i,  sin  tp 

2  (cos  Bf,  tang  (p  —  cos  B^b  cotg  qp  +  3  cos  f'"*) 
cos  Bb  cotg  (p  +  cos  B^'b  tang  <jp 

cos  Bb  tangtp  —  cos  B^\cotg  qp 
cos  Bb  cotg  tp  +  cos  B^\  tang  tp 
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340 


Für  den  Radius  R  des  dem  Dreiecke  G-iB^Ci  umge- 
schriebenen Sjreises  erhält  man: 

34*)       ^  cos  57*        cos  3*        cos  33"  "^ 

{  B- 18° 42' 45",  2; 

damit  ergiebt  aich  für  das  dem  Netze  XYI  konjugierte 
Netz  XVI': 

re,  =  cj=«^  =  E;  *»  =  60»-dc  =  90"»-ö',  =  57<»; 

eos^'ftang\i>cosB,cos^"f='tang\tpcosB. 

Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  XVI' 
gelten  die  Beziehimgen: 

p         cotg  18* 1 co^  30» 

'^^         s»i  (45*  -  ^)  ~  sin  (45*  -  x)  ~  sin  (45*  -  9») 

— .-^ ^yeco^  18*, 

P=7*33'21",  8;   -la'  =  a/}'  =  |/-P; 
tangs,^y2  tang (45^ -X),  tanga,^  ^^^-^, 

^^«  =  ^^^W^^5    ^.=  18';**  =  45*;*«  =  30*; 
„  ,„      sinst,     sinP 

cos£i,:cosec'COSSg=cosx  +  sinx:cos(p+sinq>:cosilf+sinil) 

co^  36*  + sec  18*     ^   .^„  , /5 
-     ^      ^3        ^    ■•cotgSeo-.y-. 

Für  diejenigen  Varietäten,  bei  welchen  der  Punkt  P^ 
auf  dem  Ton  B^  auf  die  Hypotenuse  GiC^  geföUten  sphä- 
rischen Perpendikel  BiFi  (Fig.  18)  liegt,  ist: 

*6  =  9>,    f6+|/J'=18*, 


34x)< 


34  A) 


tt  •  11t  '  • 

COS  £  6  ==»  Sin  6b  cos  9,  cos  s  b  =  sm  et  sin  q), 
cos  Bg  =  cos  £tCOsq>  +  sin  e^  sin*  9, 
cos  6b  cotg  w  +  sin  6b  sin  q> 

cos  6c  =  --  -- ;- • 

1/3 
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Die  Netze  XI'  werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  P^  auf 
die  Kante  BiG^  rückt;  alsdann  ist  (yergl.  die  Formeln  23) 
in  §  21): 

34^)  ^^  =  90^  ^p-0«;  «6  +  «p  =  9); 

fallt  dagegen  der  Pankt  P^  auf  die  Kante  B^C^,  in  welchem 
Falle  die  Netze  XIII'  resultieren,  so  ist  (vergl.  die  Formeln 
25)  in  §  23): 

34v)  ^^ «  0^  -^c  -  60^;  «6  +  «c  -  i^. 

Die  wichtigsten  Beziehungen  für  die  den  Netzen  XVI' 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  und  deren  besondere 
Varietäten  ergeben  sich  wiederum  durch  Einsetzen  der  Werte 
aus  34  a)  bis  v)  in  die  Formeln  18  a)  bis  d).  In  betreff 
der  Beziehungen  zwischen  den  Grössen  6t  ^  ^t  oder  S(,,b^\^^\ 
oder  ttj  Bg^  £c  und  den  sog.  Ableitungskoefßzienten  für  diese 
Polyeder  vergl.  das  fünfte  Kapitel. 


§  29.  Teränderliehe  gleichflächige  Netze^  deren  Orenz- 
fläche  ein  nngleichkantiges  Breieck  ist. 

1.  Unsymmetrisches,  zweifach  Yeränderliches 
Netz  eines  rhombischen  Sphenoids  XVII. 

1.  Die  beiden  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
trachteten Netze  XV  und  XVI  waren  die  einzig  möglichen 
festen  und  symmetrischen  Netze  mit  ungleichkantigen  drei- 
eckigen Grenzflächen.  Diese  Netze  boten  drei  Gruppen  von 
halbregulären  sphärischen  Ecken  dar,  da  jeder  Winkel  des 
Dreiecks  einen  aliquoten  Teil  360^  betrug. 

Als  eine  zweite  Möglichkeit  für  die  Gruppierung  und 
Beschaffenheit  der  Ecken  eines  aus  ungleichkantigen  Drei- 
ecken zusammengesetzten  Netzes  ist  nun  diejenige  zu  be- 
rücksichtigen, dass  keiner  der  drei  Winkel  A^^  A^^  A^  einen 
aliquoten  Teil  von  360®  beträgt,  diese  Winkel  aber  an  allen 
Ecken  des  Netzes  in  gleicher  Weise  auftreten,  so  dass  das 
gleichflächige  Netz  zugleich  gleich  eckig  wird.     Es   tritt 
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alsdann  dieser  Bedingung  entsprechend  zu  der  Gleichung  28) 
in  §  26: 

28)  ^1  +  J,  +  ^.  =  ^^i^  180« 

die  folgende  hinzu: 

35)  k(A,  +  A^  +  Ä^)  =  360^ 

wo  Ä:  >  1  ist. 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  wiederum  (vergl.  26) 

35a)  m^^—j^] 

d.  h.  der  einzig  zulässige  Wert  für  k  ist  der  Wert  äj«!, 
welchem  m»4  entspricht^  womit  auch  für  (ly  die  Zahl  der 
Eckpunkte  des  Netzes,  sich  der  Wert  f&==4  ergiebt. 

2.  Wir  bezeichnen  dies  von  vier  ungleichkantigen,  ein- 
ander kongruenten  Dreiecken  gebildete  Netz^  dessen  vier 
unregelmässig  dreiflächige  Ecken  ebenfalls  einander  kon- 
gruent sind,  als 

XVII    ungleichkantiges  sphärisches  viereckiges 
Yierflach  oder  als  sphärisches  Netz  eines  rhom- 
bischen Sphenoids. 

Die  Winkel  einer  Grenzfläche  müssen  nur  der  Bedingung 

35/3)  A^  +  Ä^  +  A^^360^ 

entsprechen;  das  Netz  ist  also  ein  zweifach  veränderliches 
NetZ;  dessen  Elemente  von  zwei  variabelen  Grössen  ab- 
hängen. 

Ein  dieser  Bedingung  entsprechendes  Dreieck  und  das 
zugehörige  Netz  wird  durch  folgehde  einfache  Konstruktion 
erhalten:  Man  ziehe  zwei  unter  einem  beliebigen  Winkel 
geneigte  sphärische  Durchmesser  eines  kleinen  Kugelkreises 
und  verbinde  die  Endpunkte  P|,  Pg  des  einen  Durchmessers 
mit  den  Gegenpunkten  P'^,  P\  der  Endpunkte  des  andern 
Durchmessers  (s.  Fig.  15  a). 

Denn  das  Dreieck  P^P^P^  ist  das  Nebendreieck  eines 
solchen,  für  welches   ein   Winkel   gleich    der    Summe   der 
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beiden  anderen  ist,  d.  h.  des  Diagonaldreiecks  eines  halb- 
regulären  gleicheckigen,  jenem  Kugelkreise  eingeschriebenen 
Vierecks. 

Damit  ergiebt  sich  das  Netz  XYII  auch  einfach  als  die 
Hemigonie  eines  gleicheckigen  (2  +  2  +  2)-flächigen 
prismatischen  2.4-Eck8  IV"  (vergl.  §  18,4),  welches 
dem  regulären  Oktaedemetz  IV  zugeordnet  ist.  Die  acht 
Eckpunkte  dieses  Netzes  IV"  wurden  erhalten,  wenn  man  zu 
einem  beliebig  im  Innern  eines  Oktantendreiecks  A^^Ä^A^ 
(s.  Fig.  6  a)  angenommenen  Punkte  P^  die  homologen  Punkte 
der  übrigen  Oktantendreiecke  konstruierte,  wobei  dem  Ok- 
taedemetze  die  Symmetrieebenen  &|&^..,&g  nicht  mehr  zu- 
kamen (vergl.  §  18;  2).  Werden  Yon  diesen  acht  Eckpunkten 
entweder  diejenigen  Pj,  Pg,  P'g,  P'^  oder  diejenigen  P»,  P4, 
P\,  P\  ausgewählt  und  durch  die  Diagonalen  der  halbre- 
gulären Vierecke,  welche  Diagonalen  in  die  Verlängerung 
der  Kanten  fallen^  verbunden,  so  entsteht  je  ein  Netz  XVII. 
Die  Mittelpunkte  der  Kanten  sind  die  Eckpunkte  Ä  des  Ok- 
taedemetzes;  die  halben  Kanten  einer  Grenzfläche  sind  also 
die  Abstände  eai^Sa^j^as  eines  Eckpunktes  P^  von  den  Eck- 
punkten A^^A^y  A^  des  Oktaederdreiecks  (vergl. Formel  33/3). 

Das  Netz  XVII  besitzt,  wie  das  Netz  IV",  nur  drei  Paare 
zweizähliger  Axen,  nämlich  die  nach  den  Kantenmittel- 
punkten A  gehenden  Radien^  während  keine  direkt  sym- 
metrischen Mittelebenen  vorhanden  sind  (vergl.  Fig.  15  a). 

Das  Netz  XVII  ist  ein  halbzähliges  Netz;  es  enthält 
das  Netz  XIV  als  einen  speziellen  Fall,  während  es  selbst 
auch  als  Grenzfall  der  später  zu  betrachtenden  hauptaxigen 
Trapezoidnetze  XXV  (§  40)  aufgefasst  werden  kann. 

3.  Als  die  beiden  veränderlichen  Grössen,  durch  welche 
die  Elemente  des  Netzes  XVII  ausgedrückt  werden  können, 
wählt  man  passend  eine  der  drei  halben  Kanten,  z.B.-|^a^»£a 
und  den  Winkel  «^o,  welchen  dieselbe  (Pi-^^)  mit  dem  Haupt- 
kreise A^A^  (vergl.  Fig.  15/3)  bildet.  Für  die  beiden  andern 
Kanten  P^A^P\-=^a^-^26a^  (vergl.  Formel  33«  und  /S), 
Pj-i'jP'j^Pj-ijP'^  — a3  =  2£a8   ^iiid  die  bezüglich  von  den 
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Kanten   eingeschlossenen   Winkel   A^j  Ä^^  A^   ergeben   sich 
dann  die  Beziehungen: 


35y) 


■?«1 


sin  €a  cos  dfl  , 
sin  f  a  sin  O-« , 


f«; 


tangA^^  — 
tang  A^  =  — 


cotg^a 

COSBa 

tang  ^a 

) 

cos  Sa 


tangA^  «  -  tang  (A^  +  A^)  = 


2cotgBt 


3inenSin2d'a^ 


aas  welchen  auch  sofort  ersichtlich  ist;  dass  die  drei  Winkel 
A^,  A^y  A^  sämtlich  stumpf  sind^  während  von  den  drei 
Kanten  a^,  a^^  a^  zufolge  der  Belation 

35*) 
oder 
35  d') 


cos 


2  1 


2  1 


«1  +  COS^  Y  ^2  +  ^^^     2  ^8  '^  ^ 


Sin 


2   1 
2 


2   1 


«1  +  sin^  2  «2  +  ^^  »«3  =  2 


zwei  (z.6.  «2  und  a^)  stumpf  sein  müssen,  während  die  dritte 
(oTj)  spitz,  recht  oder  stumpf  sein  kann.  Für  d'a^Ab^  resul- 
tiert das  Netz  eines  tetragonalen  Sphenoids  XIV  (vergl. 
Formeln  26 y),  welches  weiterhin  für  a^^2i]  in  das  regu- 
läre Tetraedemetz  übergeht. 

4.  Die  zu  einem  beliebig  im  Innern  eines  Dreieckes 
z.  B.  Pi  P\  Pg  angenommenen  Punkte  Q^  homologen  Punkte 
der  drei  andern  Dreiecke  des  Netzes  XVII  ergeben  —  durch 
Hauptkreisbogen  verbunden  —  wiederum  ein  Netz  XVII', 
welches  dem  Netze  XVII  im  allgemeinen  unsymmetrisch- 
konjugiert ist  (vergl.  §  24,  4).  Denn  wiewohl  die  Eck- 
punkte des  einen  Netzes  homologe  Punkte  der  Eckpunkte 
des  andern  Netzes  sind  und  die  Kanten  derselben  sich 
gegenseitig  (in  den  Punkten  A^  halbieren,  so  stehen  die 
Kanten  des  einen  Netzes  nicht  senkrecht  auf  denen  des 
andern,  oder  das  eine  Netz  repräsentiert  nicht  das  Symme- 
trieneiz  des  andern.    Durch  Ausziehen  der  Hauptkreise  des 


104   Drittes  Kap.  Bestimmang  d.  einf.  gleichfl&chig.  o.  cL  etc.  Netze. 

einen  Netzes  wird  ein  diesem  kongruentes  —  aber  ebenfalls 
unsymmetrisch -konjugiertes  —  Netz  erhalten;  der  Verein 
dieser  beiden  Netze  bildet  das  Netz  IV,  als  dessen  Hemi- 
gonieen  beide  zu  betrachten  sind. 

Nur  in  dem  einen  Falle,  dass  der  Punkt  Q^  der  Mittel- 
punkt des  der  Grenzfläche  (z.  B.  P^  P\  P^)  umgeschriebenen 
Kreises  wird,  sind  die  beiden  Netze  symmetrisch -kon- 
jugiert^ das  eine  Netz  also  das  Symmetrienetz  des  andern. 

5.  Wir  erhalten  die  sämtlichen  möglichen  Varietäten 
des  Netzes  XVII,  wenn  wir  die  Variabele  Sa^^^a^^  alle  Werte 
von  0®  bis  90®  und  zugleich  die  Variabele  d'a  alle  Werte  von 
0®  bis  45®  oder  von  45®  bis  90®  durchlaufen,  d.  h.  den 
Punkt  Pj  alle  Lagen  innerhalb  des  Dreieckes  Ä^  A^  B^  (Fig. 
15/))  annehmen  lassen.  Denn  für  denselben  Wert  von  fa 
und  einen  Wert  90®  — «ö-a  erhält  man  ein  Netz,  welches  dem 
den  ersteren  Werten  entsprechenden  kongruent  ist  und  mit 
diesem  zusammen  ein  Netz  IV"  bildet. 

Zu  einer  jeden  Varietät,  welche  einem  Wertsystem  für 
Sa  und  ^a  entspricht,  gehört  nun  ein  symmetrisch -kon- 
jugiertes Netz  XVII ',  welches  eine  andere  Varietät  der 
Netze  XVII  darstellt,  die  einem  Wertsysteme  f'«  und  ^« 
entsprechen  möge.  Man  erhält  sonach,  wenn  der  durch  die 
Werte  «'«  und  -9^«  bestimmte  Punkt  ^^  in  demselben  Drei- 
ecke (Ä^A^A^  konstruiert  wird,  in  welchem  der  Punkt  Pj 
liegt,  zwei  sich  entsprechende  Punktsysteme  P  und  ^,  welche 
als  konjugiert  bezeichnet  werden  sollen. 

Zwei  solche  konjugierte  Punkte  sind  konjugierte  Pole 
zweier  (sphärischen)  Punktsysteme,  welche  in  einer  8(^. 
Steinerschen  Verwandtschaft^)  zweiten  Grades  stehen.  Die 
vier  Mittelpunkte  des  sphärischen  Eegelschnittbüschels  (die 


1)  Vergl.  hierüber:  Dur^ge,  Ebene  Kurven  dritter  Ordnung^ 
Leipzig  1871,  pag.  121.  —  Schröter,  Steiners  VorleBungen,  Leipzig 
1867,  pag.  316.  —  Steiner:  System.  Entw.,  Berlin  1832,  pag.  254 ff. 
Der  spezielle  Fall,  welcher  im  obigen  sich  darstellt,  ist  von  H,  Bü- 
ck in  g:  Beitrag  zur  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaft  zweiten 
Grades.  Diss.,  Marburg  1874,  pag.  9  und  10  berflcksichUgt  worden. 
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Basis  der  Verwandtschaft)  sind  die  vier  Punkte  CiyC^^C^jC^^ 
(s.  Fig.  15/3),  welche  ein  regelmässiges  Viereck  bilden;  das 
Diagonaldreieck  desselben  ist  das  Oktantendreieck  A^A^Ä^] 
diese  Punkte  A^^A^,A^  selbst  sind  die  sog.  Hauptpunkte 
der  Verwandtschaft.  Aus  der  oben  angegebenen  Konstruk- 
tion des  dem  Punkte  P^  zugeordneten  Punktes  ^^  folgt  in 
der  That,  dass  die  drei  sphärischen  Strahlen  ^i  $n  ^  $s  ^ 
A^  $8  bez.  symmetrisch  zu  den  Strahlen  A^  P^,  A^  P^,  A^  P^ 
in  Beziehung  auf  die  Halbierungsstrahlen  A^C^^  A^Ci^A^Ci 
liegen.  Die  sechs  Halbierungskreise  b^^  6^  •  •  •  ^6  ^^^  Innen- 
und  Aussenwinkel  des  Hauptdreiecks  A^  A^  A^  sind  bez.  sich 
selbst  entsprechend,  die  vier  Punkte  C^y  C^y  C^y  C^  sind  sich 
selbst  entsprechend  y  während  jedem  Hauptpunkte  A  alle 
Punkte  des  zugehörigen  Äquators  konjugiert  sind.  Insbe- 
sondere folgt,  dass  einem  in  einem  der  drei  Dreiecke  (s. 
Fig.  15/3)  A^B^C^y  A^B^C^y  A^B^C^  liegenden  Punkte  P^ 
bez.  ein  in  dem  Dreiecke  A^B^C^^  -^1-^2  ^1;  Ai^i  (^i  Hegender 
Punkt  ^1  entspricht  und  umgekehrt,  da  die  Verwandtschaft 
eine  involutorische  ist. 

Werden  die  Abstände  der  Punkte  P^  und  ^^  von  den 
drei  Hauptpunkten  A^^A^^A^  bez.  mit  £«1  (statt  fa),  £039  ^as 
und  a*aif  (statt  a'a)j  «'ag?  «'as  ^^^  die  Winkel,  welche  diesel- 
ben mit  Aj^  A^y  A^  A^  und  A^  A^  bilden,  bez.  mit  ^an  ^a^j  ^as 
und  ^au  ^«29  ^<^^  bezeichnet^  so  gelten  die  einfachen  Be- 
ziehungen: 

COtg  Bai  COtg  s'ai  ■===  cos  ^ai  Slfl  ^aij 
^a.  +  ^a,  =  900,    (i«l,2,3). 


Zbs) 


Für  die  Elemente  des  symmetrisch  konjugierten  Netzes 
XVn',  dessen  Eckpunkte  die  drei  zu  dem  Punkte  ^^  symme- 
trisch in  Beziehung  auf  ^i ,  a^i  %  liegenden  Punkte  Q  und 
der  Gegenpunkt  von  ^^  sind,  erhält  man  leicht  die  Rela- 
tionen (^•«'»^«'aO 


35  Ö 


casB^cos-^aiCos^  a!i  —  coig  Ai  cotg  A!i , 
tang-jai  '^  —  sin ^  c^itang  A'r^  i  —  1,2,3, 
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wo  E  den  Badias  des  den  Grenzflächen  beider  Netze  um- 
geschriebenen Ejreises  bedeutet. 

Für  d'a^^ö^  gehen  diese  Formeln  (306  nnd  35g)  in 
die  Formeln  26*)  nnd  26  b)  über. 

6.  Das  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  Polyeder, 
welches  jedem  Netze  XVII  oder  XVII'  ein-  oder  umge- 
schrieben werden  kann,  ist  ein 

[XVII]     rhombisches  Sphenoid; 

dasselbe  kann  sowohl  als  die  Hemigonie  eines  prisma- 
tischen (2 -f- 2 -f  2) -flächigen  2. 4- Ecks,  als  auch  als  die 
Hemiedrie  eines  (2  +  2  +  2)  -  eckigen  2.4- Flachs  (eines 
rhombischen  Oktaeders)  erhalten  werden.  Zwei  rhombi- 
sche Sphenoide,  von  denen  das  eine  dem  Netze  XVII  ein-, 
das  andere  demselben  Netze  umgeschrieben  ist,  sind  sym- 
metrisch konjugiert;  das  eingeschriebene  (umgeschriebene) 
ist  demjenigen  rhombischen  Sphenoide  konzentrisch  und  ähn- 
lich, welches  dem  symmetrisch-konjugierten  Netze  um- 
(ein)- geschrieben  ist. 

Die  Relationen  für  derartige  Sphenoide  ergeben  sich 
leicht  aus  den  Formeln  18  a)  bis  18d)  in  Verbindung  mit 
35 y)  bis  35  f)  (vergl.  auch  das  fünfte  Kapitel). 


§30. 

2.  Skalenoedernetze  XVIII  nebst  den  zugeordne- 
ten gleicheckigen  Netzen  XVIII'  und  den  entsprechen- 
den Polyedern. 

1.  Als  eine  dritte  Möglichkeit  für  die  Beschaffenheit 
eines  aus  nngleichkantigen  Dreiecken  zusammengesetzten 
gleichflächigen  Netzes  ergiebt  sich  endlich  noch  die  folgende, 
welche  fUr  eicen  speziellen  Fall  bereits  in  §  25  betrachtet 
wurde. 

Wenn  nämlicfi^>einer  der  drei  Winkel  des  Dreiecks,  z.  B. 
A^  einen  aliquoten  Teil  von  360°  beträgt  und  indem  je  v^ 
Winkel  Ä^  in  einer  Elcke  des  Netzes  zusammenstossen,  eine 
erste  Gruppe  von  [i^  hdJbregulären  Ecken  entsteht,  so  können 
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die  beiden  anderen  Winkel  Ä^  und  A^  eine  zweite  Gruppe 
von  ^  gleichen  Ecken,  ähnlich  wie  im  Falle  der  Sphenoid- 
netze,  dadurch  bilden,  dass  sie  —  ohne  selbst  aliquote  Teile 
Ton  360^  zu  betragen  —  gleichmässig  zu  je  k  an  jeder  dieser 
Ecken  auftreten.  Wir  erhalten  (vergl.  27  a,  ß)  als  Ausdruck 
für  diese  Beschaffenheit  die  Beziehungen: 

36o)    v,^,  =  360'',  t  (^  +  ^j)  =  360»,  /»,  =  -'   /^  =  7' 

Vi  K 

oder  indem  wir  berücksichtigen,  dass  v^  notwendig  eine  ge- 
rade Zahl  sein  muss,  für  Vi^^p^: 

woraus  in  Verbindung  mit  28)  (§  26)  folgt: 

36y)  i  +  2     »1+i 

Pi      k         m 

oder 

36/)  ^'^n ?         i\  7  ' 

Für  Werte  von  fc>3  ergiebt  sich  für  m,  wenn  l>i«2, 

3...  gesetzt  wird,  ein  unendlich  grosser  oder  ein  negativer 

Wert;   für  Ä«3  ergiebt  syjh   nur   für   Pi  — 2    der   positive 

Wert  w  -  24  und  ferner  Ä^  -  90«,  -4  +  ^-120  «,  fi^ «  6, 

f4  »  8,  welchen  Werten  als  allein  mögliches  Netz  das  Tetrakis- 

hexaedemetz  X  (§  20)  entspricht,  bei  welchem  Ä^^A^'^-GO^ 

ist. 

Dagegen  erhält  man  für  ä;  »»  2 

\  A  o  o         A       180« 

oboj      \  Fl 

(^,  +  ^3  =  180«,   «,  +  «8  ==180«, 

welchen  Werten,  da  die  Winkel  A^  und  A^  nur  der  Be- 
dingung -4j +  -43  =  180«  zu  genügen  brauchen,  einfach  ver- 
änderliche Netze  entsprechen,  welche  wir  als 

XVIII     Skalenoedemetze 
bezeichnen  wollen. 

Die  Grenzfläche  dieser  Netze  ist  das  Nebendreieck  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks,   dessen  Basis   180«  — a^,  dessen 
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Schenkel  er,  betragen.  Da  die  beiden  Scheitel  der  halbre- 
gulären 2|>|- flächigen  sphärischen  Ecken  sich  als  Gegenponkte 
entsprechen  müssen^  so  ergeben  sich  die  Netze  XVIII  ein- 
fach aus  den  regulären  Zweiecksnetzen  II  (§  10)  {v'^2pi) 
dadurch,  dass  man  von  dem  Scheitelpunkte  A  und  dessen 
Gegenpunkte  A'  abwechselnd  auf  den  Halbkreisen  einen 
Bogen  »«2  abträgt  und  die  so  erhaltenen  aufeinander  fol- 
genden Punkte  durch  Hauptkreisbogen  verbindet.  Für  a,«» 
«8  —  90®  resultiert  das  Doppelpyramidennetz  VHI  (§  16), 
füra^»«,  das  gleichschenklige  Skalenoedernetz XYllia 
(§25). 

2.  Wir  wollen  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  dieser 
Netze  XYIII  zu  den  weiter  unten  zu  erhaltenden  haupt- 
axigen  Deltoidnetzen  XXIV  .(§  39)  (vergl.  in  Fig.  16a 
und  16/3  die  stark  gezeichneten  Netze) 

die  Kante  a^^AD^  durch  tfi  =  £a, 
„        „       «3  =  ^0^      „       dj^lSO®  — fa, 

und  die  Winkel  des  Dreiecks  AD^D^ 

A^  mit  dem  Scheitel  A  durch  A^-^ —  = > 

A^    „       „  „       Dj    „      2)j  =  180®  — Dl 

bezeichnen. 

Die  Kanten  d^  und  d,  liegen  auf  den  Haupthalbkreisen 
eines  regulären  Zweiecksnetzes  II  {v=^2p^)]  ihre  Ebenen  sind 
direkte  Symmetrieebenen  fQr  das  Netz  XVIIt,  so  dass  je 
zwei  längs  einer  Kante  8^  oder  9^  anstossende  Dreiecke  symme- 
trisch gleich  sind.  Dagegen  ist  die  Ebene  des  Äquators  a  der 
Ptmkte  A  und  A\  welcher  durch  die  Mittelpunkte  (7^,  C,... 
der  Kanten  a  hindurch  geht,  keine  direkte  Symmetrieebene 
des  Netzes  XVHI;  je  zwei  längs  einer  Kante  a  anstossende 
Dreiecke  dieses  Netzes  sind  kongruent.  Die  Gesamtheit 
der  Kanten  a,  welche  gegen  den  Äquator  a  gleich  geneigt 
sind,  bildet  bei  yertikaler  Stellung  des  Durchmessers  AA' 
eine  auf-  und  absteigende  Zickzacklinie,  die  man  als  einen 
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Eronrand^)  bezeichnen  kann  (vergl.  §  39  die  haaptaxigen 
Deltoidnetze  XXIY). 

Die  Eckpunkte  D^,  D^...  Djpi  dieses  Bandes  bilden  die 
Hemigonie  eines  sphärischen  (2+2j)|)-flächigen  4|)i-Ecks 
Vin'  (§  16,  7)  oder  eines  prismatischen  (2 +  2|)i)- flächigen 
Api'Ecks]  die  Gesamtheit  derjenigen  Diagonalen  der  Seiten- 
flächen, welche  successive  je  einen  Eckpunkt  des  oberen 
(unteren)  regulären  2|}|-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des 
unteren    (oberen)    verbinden,    konstituieren    den    Eronrand 

Die  beiden  Hauptaxen  OA^  OA!  sind  j}^ -zählige  Axen; 
die  nach  den  2p^  Eantenmittelpunkten  C^,  C^...  C^p^  gerich- 
teten Halbmesser  sind  zweizählige  Axen  des  Netzes  XVIII. 

Mit  Bücksicht  auf  die  angegebenen  Eigenschafken  können 
wir  das  Netz  XVIII  auch  passend  als 

XVIII    kronrandiges  sphärisches  (2  4'2|)J-eckiges 

2.2i)i-Flach 
bezeichnen. 

3.  Die  Elemente  des  Netzes  XVIII  hängen  bei  einem 
angenommenen  Werte  filr  |)i  =  2,  3,  4 . . .  von  einer  veränder- 
lichen Grosse  ab,  als  welche  wir  die  Kante  d^^Ba  wählen 
wollen.     Dann  bestehen  die  Beziehungen  (vergl.  2): 

1  •  90«  ,Q^o  A      180« 


36«) 


90« 
tangD^ tang — ,   JDjj- 180««2)i, 

Pi 

COSSa 

90« 

cotg  C  =  tang  Ba  sin  —  ? 


wo  C  den  Neigungswinkel  Dj^  C\  JB^  einer  Bandkante  gegen 
den  Äquator  o  bedeutet  (Fig.  16y). 

4.  Werden  die  zu  einem  beliebig  im  Innern  eines  Drei- 
eckes z.  B.  ADj^D^  angenommenen  Punkte  P^  homologen 
Punkte   sämtlicher  Dreiecke  des  Netzes  XVIII  konstruiert, 


1)  Vergl.  Hessel,  Gleicheckige  Polyeder  etc.pag.  7. 
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so  liegen  zwar  je  zwei  homologe  Punkte  zweier  Dreiecke, 
welche  längs  einer  Endkante  d^  oder  d^  aneinanderstossen, 
symmetrisch  zu  diesen  Kanten;  dagegen  ist  die  Verbindungs- 
linie zweier  homologer  Punkte;  welche  in  zwei  läng?  einer 
Randkante  (z.  B.  i)^!)^)  anstossenden  Dreiecken  liegt,  wie- 
wohl sie  durch  den  Mittelpunkt  (C^)  derselben  hindurchgeht, 
im  allgemeinen  nicht  senkrecht  zu  derselben.  Das  gleich- 
eckige Netz,  welches  durch  die  Verbindung  dieser  Punkte 
P  erhalten  wird,  ist  daher  als  ein  dem  Netze  XVIII  un- 
sjmmetrisch-zugeordnetes  zu  bezeichnen. 

Wenn  aber  der  Punkt  P^  und  die  zu  ihm  homologen 
Punkte  auf  dem  in  der  Mitte  (C^)  der  Bandkante  (D^  Dj)  nor- 
mal zu  dieser  errichteten  Hauptkreise  C^  F  gewählt  werden 
(Fig.  167^);  so  ist  das  entstehende  gleich  eckige  Netz  dem  Netze 
XVIII  symmetrisch  zugeordnet  (oder  in  dem  fiüheren 
Sinne  zugeordnet);  die  sämtlichen  Punkte  P  liegen  zu 
je  zweien  symmetrisch  zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XVIII^ 
oder  dieses  ist  das  Symmetrienetz  des  gleicheckigen 
Netzes. 

Einer  jeden  Varietät  der  Netze  XVIII,  welche  einem 
bestimmten  Werte  für  €a  entspricht^  sind  also  die  sämtlichen 
gleicheckigen  Netze  XVIII'  zugeordnet,  deren  Eckpunkte 
solche  homologe  Punkte  der  Dreiecke  jenes  Netzes  sind, 
welche  auf  dem  Hauptkreisbogen  Cj^F  liegen.  Jedes  der- 
artige gleicheckige  Netz  hat  2,2p^  gleiche  dreiflächige,  un- 
gleichkantige sphärische  Ecken,  indem  je  zwei  Ecken  bez. 
kongruent  oder  symmetrisch  sind,  je  nachdem  sie  in  zwei 
kongruenten  oder  symmetrischen  Dreiecken  des  Symmetrie- 
netzes XVIII  liegen  (vergl.  in  den  Fig.  16«  und  16/3  die 
punktiert  gezeichneten  Teile). 

Von  den  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  sind  die 
beiden  Endflächen,  deren  Mittelpunkte  die  Punkte  Ä  und  A' 
sind,  halbreguläre  gleicheckige  (p^ +|>i)- kantige  2.jPi-Ecke; 
während  die  2pi  Rand-  oder  Seitenflächen,  deren  Mittelpunkte 
die  Punkte  D  sind,  symmetrische  Vierecke  mit  je  zwei 
gleichen  benachbarten  Winkeln  und  mit  zwei  gleichen  gegen- 


§  30.  2.  Skalenoedernetze  XVIII  etc.  111 

überliegenden  Kanten  (sphärische  Paralleltrapeze)  darstellen« 
Die  gleichen  Kanten  derselben,  welche  auf  den  Randkanten 
des  Netzes  XVIII  senkrecht  stehen^  bilden  einen  sog.  unter- 
brochenen Kronrand. 

Wir  bezeichnen  diese  gleicheckigen  Netze  XYIII'  daher 
passend  als 

XVIII'     unterbrochen -kro'nrandige  sphärische 
(2  +  2|)i)-flächige  2.2ft-Ecke. 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  von  zwei  variablen 
Grössen  ab,  da  die  einer  bestimmten  Varietät  der  Netze  XVIII, 
welche  einem  Werte  für  Sa  entspricht,  zugeordneten  Netze  XVIII' 
erhalten  werden,  wenn  der  Punkt  Pj  den  Hauptkreisbogen  C^F 
beschreibt.    Durchläuft  also  die  Variabele  Sa  die  Werte  von 
0*^  bis  90^,  d.  h.  beschreibt  der  Punkt  D^  den  Quadranten  -4-0^, 
womit  alle  Varietäten  der  Netze  XVIII  erhalten  werden,  so 
dreht   sich   der   Hauptkreisbogen   C^F  aus  der  Lage  C^B^ 
successive  in  diejenige   C^^Ä  und  beschreibt  das   zweirecht- 
winklige Dreieck  AC^B^,    Die  Eckpunkte  der  Netze  XVIII' 
stellen  daher  auch  die  Hemigonie  der  Eckpunkte  eines  sphä- 
rischen (2 -f2i?i  +  2i)i)- flächigen  2Ap^''Eicks  VIII"  (§  18,  i) 
dar,  d.h. man  erhält  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XVIH'  auch 
dadurch,  dass  man  von  den  Eckpunkten  eines  (2  -f  2jPi  -f  2pj)' 
flächigen   2.4j9i-Ecks  VIII'"   abwechselnd    die   oberen   und 

unteren  Punktpaare,  also  von  den  oberen  Eckpunkten  die 
Iten^  2um.  P^ten^  Qu,n^  Qten^  10*en  ^^  g  ^^  ^^^  j^n  untcrcu  Eck- 
punkten die  (3)*«-,  (4)*«";  (7)*«'^  (8)*«°;  (11/«^  (12)*«''  u.  s.  w. 
beibehält  und  diese  unter  sich  und  mit  einander  nach  dem 
Schema : 

Fig  16(). 
/         2  5        6  9 


^_V 


(*PJ  (3)     W  (7)      (8) 


durch  Hauptkreisbogen  verbindet 

Unter  den  einem  bestimmten  Skalenoedernetze  zugeord- 
neten   gleicheckigen  Netzen  giebt  es   eine  Varietät,  welche 
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dem  ersteren  konjugiert  ist,  deren  Eckpunkte  nämlich  die 
Mittelpunkte  der  den  Dreiecken  des  Skalenoedemetzes  um- 
geschriebenen Kreise  sind.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
kann  aber  je  nach  dem  Werte  f&r  £«  innerhalb  des  Drei- 
ecks AD^D^  oder  ausserhalb  desselben  liegen  (vergl. 
unter  5),  im  ersteren  Falle  ist  das  konjugierte  Netz  konvex, 
im  zweiten  Falle  nicht  konvex,  indem  die  beiden  Endflächen 
in  dem  letzteren  Falle  (ähnlich  wie  bei  den  Netzen  XII' 
und  XIII')  zu  nicht  konvexen  sog.  überschlagenen  (Pi+JPi)- 
kantigen  2. p^- Ecken  werden.  Wegen  des  Übergangsfalles, 
in  welchem  der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises 
auf  die  Kante  AD^^^S^  fallt,  vergl.  §  39  unter  3. 

5.  Um  die  wichtigsten  Beziehungen  für  die  Elemente 
der  Netze  XVIII'  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  bez.  auf 
den  Kanten  a,  d^,  S^  des  Symmetrienetzes  XVIII  senkrecht 
stehenden  Kanten  durch  «',  d\^  d'j,  die  von  diesen  bez.  ein- 
geschlossenen Winkel  durch  A\  D'^,  D\  (s.  Fig.  16  y,  in 
welcher  Pi C^  =  | «',  F^G^^^  8\ .P^G^-^i  d'^  ist).  Die  Ent- 
fernungen des  Punktes  P^  von  den  Eckpunkten  des  Drei- 
ecks AB^B^  seien  ^P^  «=  £'«,  B^P^  ^B^P^^  f'^,  der  Winkel, 
welchen  der  Hauptkreisbogen  APy^  mit  AC^  bildet,  sei  ^a, 
und  die  Teilwinkel,  in  welche  die  Winkel  -4',  B\,  B\  durch 
die  Hauptkreisbogen  AP^^  APi;  ^t^i  ^®2.  zerlegt  werden, 
seien  ^",  ^"';  D''^,  D'''^;  2)"„  D'"^,  wobei  2)"'i  =  7)"',  ist. 

Dann  lassen  sich  die  Elemente  der  Netze  XVIII'  z.  B. 
durch  die  beiden  Variabelen  e\  und  -ö-'a  in  einfacher  Weise 
ausdrücken;  ebenso  auch  die  Beziehungen  zwischen  diesen 
beiden  Variabelen  und  derjenigen  Sa^  von  welcher  die  Elemente 
des  Symmetrienetzes  XVIII  abhängen,  oder  zwischen  anderen, 
von  jenen  abhängigen  Grössen,   wie   a'd,  leicht  erhalten. 

2       -"''' VÄ"^     V' 

-~  =  sm  Sa  •  stn  i &a)  ' 


360 


.    ö\        .     ,      .   /90« 
sm -^  =  sin  £  a  *stn(- 


sin 


t 


cos\a  ^ sm Sa . cos 0- «  =  — i—  i 
*  cos-^a 
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36ij) 


(\4 


36d) 


cos  D'\  =  fang  -~  cotg  t'd , 

cos  D\  ==  tang  -^*-  cotg  e'^ ,  D\  -  D\  +  D"\ , 

cos  D"\  «  cos  D'"j  =  t^ng  ~  co^^  «'d,  D'^  -  D''^  +  D'", ; 


QAO 
cos  Ba  =*  Siw  Ba  COS  ZSL. .  siw  £  «  «>S  ^a, 

tang  «'« .  sin  ^a  =  ta^g  C;  to«^  f«  •  sin  —  «  fo^^  C^) , 
daher 

ten^f  Ba .  tonjf  B^a^sind^a  =  — öQö  ' 

sin  — 
Pi 

Wird  der  Bogen  -4.F  durch  £"«  bezeichnet,  so  besteht 
zwischen  den  beiden  Grossen  Ba  und  B"a^  d.  h.  den  Poldistan- 
zen  der  Eckpunkte  des  Eronrandes  und  des  zugeordneten 
{im  Netze  XYIII'  unterbrochenen)  Eronrandes  die  einfache 
Beziehung: 

ff       tang  k\  sin  %^a  1 


360 


tang  c' 


sin  — 
Pi 


tang  Ba  svn^  — 
Pi 


oder 

36  x) 

für 

36  A) 


tang  Ba .  tang  b^\  «  - 


Pi 


tang  Ba  = 


.    90" 
sm  — 

Pi 


1)  Vergl.  86 f). 

fiats,  KngeltoiluDg. 


8 
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ist  £a""£%  lind  (7»  45^,  d.  h.  die  beiden  auf  einander  senk* 
rechten  Randkanten  sind  in  diesem  Falle  symmetrisch  zu 
AC^  oder  unter  45^  gegen  den  Äquator  a  geneigt.  Die 
Schnittpunkte  dieser  beiden  Randkanten  mit  dem  Haupt* 
halbkreise  AB^A'  sind  die  Doppelpunkte  der  inyoluto- 
ri sehen  Beziehung,  bei  welcher  je  zwei  Punkte,  welche  auf 
diesem  Haupthalbkreise  im  Abstand  f«  xmd  £"a  vom  Pole 
liegen^  konjugierte  Punkte  sind. 

Für  den  Radius  R  des  dem  Dreiecke  AD^D^  umge- 
schriebenen Kreises  erhält  man: 

36f*)  tangR^  ^"^aö"  '  *'«  =  f'd ■='  -R,  tangd^a  =  cos  Sa  cotg ^ 

sin  —  ^* 

JPi 

mit  welchen  Werten  die  Elemente  des  dem  Netze  XVIII 
konjugierten  Netzes  XYIII'  leicht  bestimmt  werden  können. 
Der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises  liegt  inner- 
halb des  Dreiecks  AD^D^,  auf  der  (stumpfen)  Kante  d^^ 
oder  ausserhalb  des  Dreiecks,  je  nachdem 

36  v)  fang*  ^  Sa  ^- cos 

oder 

cos  Sa     tang^  — 
>  jPi 

isty  wo  das  obere  Zeichen  dem  ersten,  das  untere  dem  dritten 
Falle  entspricht.    Im  Übergangsfalle  ist  (vergl.  36  x) 

366)  '^~  +  b\^90^. 

6.  Jedem  Netze  XYIII'  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder^ 
nämlich  ein 

[XVin']     gleicheckiges,  unterbrochen -kronrandiges 

(2  +  2i?,)-flächiges  2.2ft-Eck 

eingeschrieben  werden,  welches  auch  auf  die  unter  4)  an- 
gegebene Weise  aus  einem  prismatischen  (2  +  2jPi  +  2pi)  -  fla- 
chigen 2.4|)|-Eck  als  Hemigonie  erhalten  werden  kann.  Die 
beiden  Endflächen  sind  halbreguläre  gleicheckige  (Pi+i>i)- 
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kantige  2.p^-Ecke^  die  2j>^  Seitenflächen  sind  symmetrische 
Paralleltrapeze,  deren  nicht  parallele  Kanten  den  unter- 
brochenen Eronrand  bilden.  Die  imgleichschenklig- dreiflä- 
chigen Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je  2pi  rechten 
und  2p^  linken  Ecken. 

Das  diesem  polar  entsprechende  gleichflächige  Polyeder, 
welches  dem  Netze  XVIII'  umgeschrieben  ist,  ist  ein  sog. 
Skalenoeder  oder  ein 

[Xyni]     gleichflächiges^  kronrandiges 
(2  +  2i>i)-eckiges  2.2i?i-Flach. 

Dasselbe  kann  auch  als  Hemiedrie  eines  gleichfiächigen 
(2 +2j)i  +  22?i)- eckigen,  ebenrandigen  2. 4jPi- Flachs  (vergl. 
§  18,  s)  erhalten  werden,  wenn  die  Hälfte  der  Flächen  ent- 
sprechend dem  unter  4)  gegebenen  Schema  mit  einander  zum 
Durchschnitte  gebracht  wird. 

Ein  Skalenoeder  ist  von  2 .  2pij  d.  h.  2^^  rechten  und  2p^ 
linken  unregelmässigen  Dreiecken  begrenzt,  die  beiden  Schei- 
telecken sind  halbregulär  2. |>i -flächig  (mit  abwechselnd 
gleichen  Flächenwiukeln),  die  2pi  Randecken  sind  symme- 
trisch -  4  -  flächig. 

Die  Beschaffenheit  der  Ecken  und  Grenzflächen  dieser 
Polyeder  ergiebt  sich  aus  derjenigen  des  gleicheckigen 
Netzes  XVIII',  welchem  dieselben  bez.  ein-  oder  umge- 
schrieben sind.  Die  dem  konjugierten  Netze  XYIU' 
ein'  und  umgeschriebenen  Polyeder  sind  bez.  konzentrisch 
und  ähnlich  den  beiden  Polyedern,  welche  dem  entsprechen- 
den gleichflächigen  Netze  XYIII  um-  und  eingeschrieben 
sind,  wobei  diese  Polyeder,  ebenso  wie  das  konjugierte 
Netz  XVIir  (vergl.  36y)  konvex  oder  nicht  konvex  sein 
können. 

7.  Indem  wir  alle  Möglichkeiten  fOr  die  Anordnung 
und  Beschaffenheit  der  ungleichkantigen  sphärischen  Drei- 
ecke, welche  ein  einfaches  Netz  bilden  können,  berücksich- 
tigten, haben  wir  wesentlich  drei  Hauptfälle  erhalten. 
Der  erste  Hauptfall  umfasste  die  beiden  festen  und  sym- 
metrischen  Netze  XY  und  XYI,  der  zweite  Hauptfall 

8* 


116  Drittes  Kap.  Begtimmnng  d.  einf.  gleichfläohig.  u.  d.  etc.  Netze. 

entsprach  dem  unsymmetrischen,  zweifach  yeränder- 
liehen  Netze  XVII  eines  rhombischen  Sphenoids,  und  end* 
lieh  der  dritte  dem  zum  Teil  unsymmetrischen,  ein&ch 
veränderlichen  Skalenoedernetze  XVIU. 

Nach  Erledigung  sämtlicher  för  Dreiecksnetze  mög- 
lichen Fälle  wenden  wir  uns  nunmehr  in  dem  nächsten  Ab- 
schnitte zu  der  Herleitung  der  gleichflächigen,  durch  sphä- 
rische Vierecke  gebildeten  und  der  diesen  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze. 


Zweite  Abteilung. 

Olelchflächige  Vierecksnetze  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netzen. 

A)   Fall,  dass  die  Grenzfläche  ein  sphä- 
rischer Rhombus  ist. 


§31.  Belationen  und  mögliche  Fälle  fQr  Bhombennetze. 

1.  Der  spezielle  Fall  eines  aus  regulären  Vierecken 
zusammengesetzten  Netzes  ist  bereits  erledigt  und  ergab  als 
einzig  mögliches  Netz  das  reguläre  Hexaedernetz  VL 
Betrachten  wir  mm  zunächst  den  besonderen  Fall,  dass  die 
Vierecke  des  Netzes  gleichkantig  mit  abwechselnd  gleichen 
Winkeln  sind  (vergl.  §  5,  2). 

Ein  solches  gleichkantiges  (2 +  3) -eckiges  2. 2 -Kant, 
das  wir  der  Kürze  wegen  als  sphärischen  Rhombus  be- 
zeichnen wollen,  kann  (vergl.  §  5,  2)  dadurch  erhalten  werden, 
dass  von  dem  Schnittpunkte  zweier  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Hauptkreise  auf  dem  einen  ein  Bogen  jR(i),  auf 
dem  andern  ein  Bogen  jß(2)  nach  beiden  Seiten  abgetragen 
wird  und  die  Endpunkte  durch  Hauptkreisbogen  verbunden 
werden.  Wenn  die  Kante  des  Bhombus  durch  a,  die  durch 
die  Diagonalen  2  ü(i)  und  2  R(^)  halbierten  Winkel  bez.  durch 
Äi  und  ^2)  ^^^  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  durch  jP 
bezeichnet  werden,  so  bestehen  die  einfachen  Beziehungen: 
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37  a) 


Ä  Ä 

COS  a=*  cos  JR(i) .  cos  B(^  =  cotg  -~ .  cotg  ~  j 

''2       s%nR(x)  2       sinjB(2) 

Ä  A 

sin  P=  sin  i?(i)  .sin-^^  s^in  It(^)  .sin-^» 


Da  der  Exzess  eines  sphärischen  Khombus 

37iJ)  E^2{A^^'A^-  360^ 

beträgt,  so  muss  für  ein  aus  m  gleichen  sphärischen  Rhomben 
zusammengesetztes  Netz,  welches  einmal  die  Eugelfläche  be- 
deckt,  erstens  die  Bedingung  erfüllt  sein 


790^ 
2(^i  +  ^2)-360«^^^, 


m 


oder 

38) 


^i  +  ^=-^^180«. 


m 


2.  Beträgt  jeder  der  beiden  Winkel  -4j  und  A^  einen  ali- 
quoten Teil  von  360^,  so  resultieren  die  festen  Rhomben- 
netze mit  zwei  Gruppen  von  regulären  sphärischen  Ecken. 

Bedeutet  vi  die  Zahl  der  in  einem  Eckpunkte  zusammen- 
stossenden  gleichen  Winkel  Ai  und  fi;  die  Anzahl  der  durch 
je  Vi  Winkel  Ai  gebildeten  Ecken,  so  erhält  man  zweitens 
die  Bedingungen: 

i/i^i«360« 
360^ 


39) 
oder 


r 


%^% 


A 


360' 


39«) 


V, 


^       360» 


V, 


aoB  deren  Yereinigang  mit  38)  sich  ergiebt: 

2 


40) 
oder 


1+2 


V. 


V, 


1  + 


8 


m 
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42) 


40a) 


m 


2v^v^ 


2,2      .      2vi  +  2vj-ViVg 
— I 1 


und  femer 
41) 

41a) 


f*i 


2m 


Vi 


2m 


1  ■'« 

Vift  +  Vjfij  — 4m. 

Für  die  zusammengehörigen,  von  einander  verschiedenen 
Werte  von  v^  und  i/^,  denen  zufolge  40  a)  ganzzahlige  po- 
sitive Werte  von  m  entsprechen,  ergeben  sich  nun,  wie 
eine  einfache  Diskussion  zeigt,  nur  folgende  beiden  Fälle, 
denen  die  einzig  möglichen  symmetrischen  und  festen 
Bhombennetze  entsprechen. 


JMr. 

]!fuM  dai  ]!fttiti. 

\ 
_ 

4 
'  5 

»1 

8 

3 

m 

18 
SO 

hl 

- 

6 
18 

8 
80 

^1 

90« 
78» 

180» 
180  0 

a 

450 
9> 

90<«-i; 

30« 
18» 

xrx| 

xxl 

£ 

BhombendodekaademeU  . 
BhombentriakontaedemeU 

Diese  beiden  Netze  sollen  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzen  und  den  entsprechenden  Polyedern  in  den 
beiden  nächsten  Paragraphen  betrachtet  werden. 

3.  Was  die  veränderlichen  Rhombennetze  anlangt, 
so  ist  ein  gleicheckiges  derartiges  Netz  nicht  möglich, 
da  in  jeder  der  gleichen  Ecken  2  h  Winkel  Ä^  und  2  k 
Winkel  A^^  wo  X;^l  ist,  zusammenstossen  müssten,  die 
Bedingung  k  (J^  +  A^)  ^  ISO^  aber  sich  wegen  38)  nicht  er- 
failen  lässi 

Dagegen  ergiebt  sich  noch  eine  Möglichkeit  für  die 
Beschaffenheit  und  Anordnung  der  Winkel,  welcher  feste, 
aber  zum  Teil  unsymmetrische  Rhombennetze  ent- 
sprechen. Es  können  nämlich  zwei  Gruppen  von  Ecken 
entstehen,  indem  einmal  wie  unter  2.  je  v^  Winkel  Ä^  eine 
Ecke  bilden,  zweitens  aber  je  ein  Winkel  Ä^  und  je  zwei 


1)  Vergl.  Formel  7)  in  §  9. 

2)  Vergl.  Formel  8)  in  §  9. 
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Winkel  A^  sich  zu  einer  Ecke  vereinigen,  d.  h.  es  können 
die  Beziehungen  bestehen: 


43) 


Für  jeden  Wert  von  Vj  >3  (f&r  Vi==3  resultiert  das 
reguläre  Hexaedernetz  VI)  wird  ein  derartiges  Rhombennetz 
erhalten,  das  als 

XXIV a)    hauptaxiges  (2  +  2vi)-eckige8  Rhomben- 

2vi-Flach 

bezeichnet  werden  kann  und  welches  für  einen  gewählten 
.Wert  von  v^  zwar  fest,  aber  zum  Teil  unsymmetrisch 
ist.  Die  Netze  werden  als  besondere  Fälle  der  in  §  39 
za  behandelnden  veränderlichen  hauptaxigen  Deltoid- 
netze  XXIY  auftreten;  daher  soll  an  dieser  Stelle  auf  die 
genauere  Beschaffenheit  dieser  Netze  XXIV  a)  nicht  einge- 
gangen werden. 


§  32.  Rhombendodekaedernetz  XIX  nebst  dem  zuge- 
ordneten Kubooktaedernetz  XIX '^  und   Netz  XlXa 
nebst  den  zugeordneten  Netzen  XEX". 

1.  Das  Netz  XIX  (vergl.  Tabelle  42)  setzt  sich  aus 
zwölf  kongruenten  sphärischen  Rhomben  zusammen,  deren 
Kante  ri  beträgt  und  welche  in  sechs  Punkten  zu  je  vier, 
in  acht  Punkten  zu  je  drei  bez.  unter  gleichen  Winkeln  an- 
«inanderstossen.  Dies  Netz  lässt  sich  also  einfach  aus  dem 
Hexakisoktaedernetz  XV  (§  27)  durch  Vereinigung  von 
je  vier  in  einem  Punkte  B  zusammenstossenden  Dreiecken 
erbalten  (vergl.  in  Fig.  17  a  das  stark  gezeichnete  Netz), 
wobei  die  sechs  Oktaedereckpunkte  Ä  die  Scheitel  der  re- 
gulär vierflächigen,  die  acht  Hexaedereckpunkte  C  die  Schei- 
tel der  regulär- dreiflächigen  sphärischen  Ecken  bilden.  Das 
Netz  XIX,  welches  wir  auch  als 
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XIX    sphärisches  (6  +  8)-eckiges  Zwolfflach 

bezeichnen,  lässt  sich  auch  aus  dem  Tetrakishexaedemetze  X 
oder  dem  Triakisoktaedemetze  Xu  durch  Vereinigung  Ton 
je  zwei  längs  der  Basis  (C^  B^  C^  oder  Ai  B^  A^)  aneinander- 
stossenden  gleichschenkligen  Dreiecken  dieser  Netze  erhalten. 

Die  sphärischen  Kanten  des  Netzes  XIX  gehören  also 
nur  den  sechs  Hauptkreisen  b  an  und  zwar  sind  es  gerade 
diejenigen  Bogen  dieser  Hauptkreise,  welche  im  Hexaeder- 
netze VI  (yergl.  Fig.  3)  nicht  ausgezogen  sind. 

2.  Die  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  und 
Axen  des  Netzes  XIX  stimmen  mit  denjenigen  eines  regu- 
lären Oktaeder-  oder  Hexaedernetzes  (vergl.  §  11,  4  nnd  5) 
überein. 

Das  Netz  XIX  ist  ein  vollzähliges  Netz;  dagegen  kann 
demselben,  da  die  Eckpunkte  eines  sphärischen  Rhombus 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  weder  ein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  eingeschrieben,  noch  in  den  Eckpunkten 
ein  entsprechendes  gleicheckiges  Polyeder  umgeschrieben 
werden. 

3.  Die  zwölf  Mittelpunkte  B  der  den  Rhomben  des 
Netzes  eingeschriebenen  Kreise,  welche  Punkte  zugleich  die 
Pqle   und   Gegenpole   der    sechs   Hauptkreise  &| .  • .  b^   dar- 
stellen  (vergl.  §   11,  5),   bilden   die   Eckpunkte  eines   dem 
Netze  XIX   zugeordneten   gleicheckigen   Netzes   XIX'.     Die 
Kanten  dieses  gleicheckigen  Netzes  werden  (vergl.  in  Fig.  17a 
den  punktiert  gezeichneten  Teil)   durch  die  Bogen  der  vier 
vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  C1...C4,  der  Aqua- 
toren    der    Hexaedereckpunkte    (7,    gebildet.      Jeder    dieser 
Hauptkreise    (z.  B.  cj    geht    durch    drei    Punkte   B   (z.  B. 
Bi^B^^B^)  und  deren  Gegenpunkte  {B\jB\^B^^  hindurch, 
wobei  der  zwei  benachbarte  Punkte  B  verbindende  Bogen  60^ 
beträgt;  zugleich  steht  jeder  Hauptkreis  c  (z.  B.  cj  auf  den 
drei  durch  seinen  Pol  (z.  B.  C4)  hindurch  gehenden  Haupt- 
kreisen  b  in  den  durch  D  bezeichneten  Punkten  senkrecht^  so 
dass  B^  D|  >»  D^  B^  etc.  die  Radien  der  den  sphärischen  Rhom- 
ben eingeschriebenen  Kreise  darstellen  (s.  Fig.  28).    Dabei  ist 
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44«)    ^iDi-=90^-iy-Bi6\;    ACi«2i^-90^ 

Die  Punkte  D  sind  die  Eckpunkte  eines  Netzes,  welches 
einen  besonderen  Fall  der  im  §  35  als  gleicheckige  Netze 
XXI'  auftretenden  Netze  bildet  (vergl.  Formel  51  y). 

Das  gleicheckige  Netz  XIX'  hat  zu  Grenzflächen  sechs 
reguläre  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  dem  Win- 
kel ^'i  — 180®— 2iy  und  acht  reguläre  Dreiecke  mit  den 
Mittelpunkten  C  und  dem  Winkel  C\^^2yi\  die  gemein- 
schaftliche Kante  a'  beträgt  60®.  In  jeder  der  zwölf  gleichen 
Ecken  vereinigen  sich  je  zwei  Winkel  A!^  und  C\. 

44/3)         ^'i  =  180®-2i7,    G\^2ri,    a'  =  60®. 

Wir  bezeichnen  dies  dem  Netze  XIX  zugeordnete 
(aber  nicht  konjugierte^  gleichkantige  Netz  XIX'  auch 
als 

XIX'    gleicheckiges  sphärisches  (6  +  8)-flächiges 

Zwölfeck 

oder  als  Eubooktaedernetz« 

4.  Das  dem  Netze  XIX'  eingeschriebene  gl  ei  checkige 
Polyeder  ist  das 

[XIX']     gleicheckige  (6-t-8)-flächige  Zwölfeck 

oder  Eubooktaeder^  welches  von  sechs  Quadraten  und 
acht  regulären  Dreiecken  begrenzt-  wird.  Das  dem  Netze 
XIX'  umgeschriebene  Polyeder^  nämlich  das 

[XIX]     gleichflächige  (6  +  8).eckige  Zwölfflach 

oder  Rhombendodekaeder  entspricht  dem  Eubooktaeder 
polar.  Die  wichtigsten  Relationen  für  diese  beiden  Polyeder 
ergeben  sich  in  einfacher  Weise  aus  den  sphärischen  Figuren 
des  Netzes  XIX'  (vergl.  18a)  bis  18d). 

5.  Zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  noch  andere  im 
Innern  des  Rhombus  A^  C^  A^  C^  gewählte  Punkte  P  nebst 
den  homologen  der  übrigen  Rhomben  die  Eckpunkte  eines 
dem  Netze  XIX  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  sein 
können,  führt  sofort  der  in  §  18  unt^  5  aufgestellte  Satz. 
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Da  die  beiden  Winkel  Ä^  (mit  den  Scheiteln  A^  nnd 

360^ 
A^)    —r     betragen,  v^  also  gerade  ist,  so  kann  der  Ponkt  P| 

innerhalb  dieser  beiden  Winkel  eine  beliebige  Lage  haben; 

dagegen  mnss  derselbe,  da  die  beiden  Winkel  A^  (mit  den 

360^ 
Scheiteln  C^  und  C^  —^  betragen,  v^  also  ungerade  ist, 

auf  dem  gemeinsamen  Halbierungskreise  C|  C^  dieser  beiden 
Winkel  liegen.  Daraus  folgt,  dass  der  Punkt  P^  auf  diesem 
Halbierungskreise  C^  C^  eine  beliebige  Lage  haben  kann. 

Nehmen  wir  in  der  That  auf  der  einen  Hälfte  dieses 
Halbierungskreises  z.  B.  JB^  C^  (s.  Fig.  17/3)  einen  Punkt  P^ 
an  und  konstruieren  die  homologen  Punkte  in  den  elf 
übrigen  Rhomben  des  Netzes  XIX,  so  liegen  diese  Punkte 
zu  je  zweien  symmetrisch  zu  den  Kanten  dieses  Netzes  und 
ergeben  ein  dem  Netze  XIX  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz 
XIX".  Die  Grenzflächen  dieses  Netzes  sind  sechs  halb- 
reguläre gleicheckige  (2  +  3)  -  kantige  Vierecke  mit  den 
Mittelpunkten  A  und  ausserdem  zwei  Gruppen  von  je  vier 
regulären  sphärischen  Dreiecken,  wobei  die  Mittelpunkte  der 
yier  unter  sich  kongruenten  Dreiecke  der  ersten  und  der 
zweiten  Gruppe  bez.  die  Eckpunkte  C  der  beiden  konju- 
gierten regulären  Tetraedemetze  sind.  Wir  bezeichnen  dieses 
Netz  daher  auch  als 


XIX"    gleicheckiges  sphärisches  (6  +  4-f  4)-flächige8 

Zwölfeck. 

Dies  Netz  hat  zu  direkten  Symmetrieebenen  nur  die  sechs 
Ebenen  der  Hauptkreise  &,  während  die  Ebenen  der  drei 
Hauptkreise  a  fQr  dies  Netz  keine  Symmetrieebenen  sind. 
Es  ist  also  auch  das  Symmetrienetz  XIX  als  ein  solches 
aufzufassen,  dem  diese  drei  Symmetrieebenen  nicht  mehr 
zukommen  und  dessen  acht  regulär- dreiflächige  Ecken  in 
zwei  Gruppen  von  je  yier  zerfallen^  deren  Scheitel  den  Eck- 
punkten zweier  konjugierten  regulären  Tetraedernetze  ent- 
sprechen. Man  kann,  um  diese  Beschaffenheit  des  Netzes  XIX 
auszudrücken,  dasselbe  auch  als 
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XlXa  gleichflächiges  Sphärisches  (6  +  4+4)-eckiges 

Zwolfflach 
bezeichnen. 

Die  zweizähligen  Axen  OB  sind  far  die  Netze  XIX" 
und  XIX a  nicht  mehr  vorhanden;  dagegen  stellen,  wie 
bei  einem  regulären  Tetraedemetze  (§  11;  2)  die  nach  den 
Punkten  A  gehenden  Kugelradien  drei  Paare  gleicher,  ent- 
gegengesetzt gerichteter  zweizähliger  und  die  nach  den 
Punkten  C  gehenden  Eugelradien  zwei  Gruppen  von  je  vier 
gleichen  drei  zähligen  Axen  dar. 

Hierdurch  sind  die  Netze  XIX",  wie  das  ]?etz  XIX  a 
als  zur  Tetraedergruppe  gehörig  charakterisiert.  Die  Eck- 
punkte dieses  Netzes  XIX"  ergeben  sich  zufolge  der  oben 
angefahrten  Entstehung  desselben  auch  einfach  als  diejenige 
Hemigonie  der  Eckpunkte  eiues  Netzes  XII'  (eines  [8-f6]- 
flächigen  8. 3 -Ecks,  §  22),  bei  welchen  von  den  24  Eck- 
punkten P  solche  zwölf,  welche  zu  je  drei  um  vier  Tetraeder- 
eckpunkte C  gruppiert  sind,  beibehalten  werden  (vergleiche 
Fig.  10',  der  Numerierung  der  Eckpunkte  P  entsprechend 
sind  auch  die  Punkte  P  in  Fig.  17/J  bezeichnet  worden). 

Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XIX" 
werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  P^  alle  Lagen  auf  dem 
Bogen  B^C^  einnimmt.  Das'  Kubooktaedernemetz  XIX' 
kann  hiernach  als  die  Archimedeische  Varietät  der 
Netze  XIX"  bezeichnet  werden. 

6.  Das  einem  gleicheckigen  Netze  XIX"  eingeschriebene 
Polyeder  ist  ein  sog. 

[XIX"]     gleicheckiges  (6-f-4  +  4).flächiges  Zwölfeck, 

die  Hemigonie  des  §22,4  betrachteten  (8 -f  6) -flächigen 
8.3-Ecks.  Dasselbe  ist  von  sechs  rechteckigen  Hexaeder- 
flachen  und  von  vier  grösseren  und  von  vier  kleineren  regu- 
lär-dreieckigen Tetraederflächen  der  beiden  Stellungen  be- 
^enzt.  Dies  Polyeder  resultiert  auch,  weun  die  Kanten 
eines  (4 +4) -flächigen  4.3-Ecks  (§  19,4)  durch  die  Flächen 
eines  Hexaeders  so  abgestumpft  werden,  dass  je  zwei  be- 
naclibarte  Hexaederflächen  einen  Eckpunkt  gemein  haben. 


j    imi^  d.  einf.  gleichfl&chig.  n.  d.  ete.  Netit 

_    ,  eiuttttkigen   Netze  XIX"   in  dessen   Eck- 
,  -^.-icu«oe  ^eichflächige  Polyeder  ist  ein 
^:ieit;ti['Iiichigea  (64-4  +  4)-eckige8 
Zwölfflach, 
-  . :  -ijäudekaeder.    Dasselbe  ist  von  zwölf  sym- 
.^  .j     -.ertfvken  begrenzt  und  besitzt  sechs  halbregniär« 
,    -.^    i»  £>.sen  anJ   zwei   Gruppen  von  je  Tier  regulär- 
..  ■jfHi  '^-^kaa.     Dies  Polyeder  lässt  sich  in  bekannter 
,..^  j-Mi  -^'S  «ii**  tetraedrische  Hemiedrie  des  gleichäächigen 
.i.iS«u  S.3-Flachs  (§  22,4)  erhalten. 
Vu   7eid«a   einem   Netze   XIX"   bez.  ein-    und   nmge- 
~.  ..KOftuvii  fulyedem  kommen  dieselben   Symmetrieebenen 
,.,^    V..>eu   au.  welche  dem  Netze  XIX"   oder  XIXb  eigen- 
iUi.Mi  simi. 

:.  l^itf  Kiemente  der  Netze  XIX"  bestimmen  sich  in 
ai.sw.ior  Weise,  wenn,  wie  bei  den  Netzen  XII'  (§  22,6) 
it'c  VL>sxtut'i  des  Punktes  P,  von  C,  mit  f^  bezeichnet  wird, 
lofiwr  «i  ^3- Fig.  1"^):  ^iPt--Pi^9-o"  ("»  24«)  durch 
..  ,.-a  ,  b**ei^-huet1,  P,Pg  =  P,P',o-=«-'  («»  24«)  durch  «', 
IC. oivtiuft',  (',  und  C\  bez.  die  Winkel  in  den  regulären 
'>tMi>;!k«u  mit  den  Mittelpunkten  C,  und  C^  und  Ä\  der 
iilären  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten 
die  Beziehungen  (vergl.  24a): 

i«'  =  iy3si«(2.I  +  *.). 

'90"— fj  wiederum  die  unter  3.  aufge- 
3  Kubooktaedernetzes  IX'  sich  ergeben. 
Werte  44)  in  die  Formeln  18a  bis  d) 
:ieQ  Relationen  für  die  den  Netzen  IX" 
benen  Polyeder. 
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§  33.  Bhombentriakontaedernetz  XX  nebst  dem 

zugeordneten  Netze  XX'. 

1.  Aus  den  in  Tab.  42)  §  31  angegebenen  Werten,  zufolge 
deren  das  Netz  XX  aus  dreissig  kongruenten  sphärischen 
Rhomben  von  der  Kante  x  besteht,  welche  in  zwölf  Punkten 
zu  je  fünf  und  in  zwanzig  Punkten  zu  je  drei  bez.  unter 
gleichen  Winkeln  zosammenstossen,  ist  sofort  ersichtlich, 
dass  dies  Netz  XX  einfach  aus  dem  Diakishexekontaeder- 
netze  XVI  (§  28)  durch  Vereinigung  von  je  vier  in  einem 
4^ankte  B  zusammenstossenden  Dreiecken  erhalten  werden 
kann  (vergl.  Fig.  18^  29  u.  30,  in  welchen  die  zwölf  Ikosaeder- 
eckpuukte  6r  die  Scheitel  der  regulär-fünfflächigen,  die  zwanzig 
Pentagondodekaedereckpunkte  C  die  Scheitel  der  regulär- 
dreiflächigen sphärischen  Ecken  darstellen).  Man  kann  dies 
Netz  XX,  welches  auch  als 

XX    sphärisches  (12  +  20)-eckiges  30-Flach 

bezeichnet  werden  kann,  ebenso  aus  dem  Pentakisdodekaeder- 
netze  XI  oder  dem  Triakisikosaedemetze  XIII  durch  Ver- 
einigung je  zweier  gleichschenkligen  Dreiecke  erhalten,  welche 
bez.  längs  der  Basis  C^B^C^  (Fig.  9)  oder  G^Bß^  (Fig.  11) 
aneinanderstossen. 

Die  sphärischen  Kanten  des  Netzes  XX  werden  durch 
diejenigen  Bogen  der  fünfzehn  Hauptkreise  b^... b^^  gebildet, 
welche  in  den  Netzen  des  regulären  Ikosaeders  V  und  des 
regulären  Pentagondodekaeders  VII  (vergl.  Fig.  4)  gerade 
nicht  ausgezogen  waren. 

2.  Das'  Netz  XX,  welches  ein  vollzähliges  Netz  ist, 
besitzt  dieselben  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  und 
Axen,  wie  das  reguläre  Ikosaeder-  und  Pentagondodekaeder- 
netz (vergl.  §  12). 

Dem  Netze  XX  kann  kein  entsprechendes  gleichflächiges 
Polyeder  eingeschrieben,  noch  in  den  Eckpunkten  ein  ent- 
sprechendes  gleicheckiges   Polyeder  umgeschrieben  werden. 

3.  Die  dreissig  Mittelpunkte  B  der  den  Rhomben  des 
Netzes  XX  eingeschriebenen  Kreise  sind  die  Eckpunkte  eines 
gleich  eckigen,  dem  Netze  XX  zugeordneten  und  zugleich 
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gleichkantigen  Netzes  XX'.  Die  Kanten  dieses  Netzes, 
dessen  Eckpunkte  B  die  Pole  und  Gegenpole  zu  den  fönüzehn 
Hauptkreisen  &i..&i5  sind,  werden  (s.  in  Fig.  18  das  punk- 
tiert gezeichnete  Netz)  durch  die  sechs  vollständig  ausge- 
zogenen  Hauptkreise  ^i . . .  ^^  9  ^^®  Aquatoren  der  Ikosaeder- 
eckpunkte  G  gebildet.  Jeder  dieser  Hauptkreise  g  geht 
durch  fünf  Punkte  B  (und  deren  Gegenpunkte)  hindurch  und 
wird  durch  dieselbe  in  zehn  gleiche  Teile  (=36^  geteilt 
Zugleich  steht  jeder  dieser  Hauptkreise  gi  auf  den  fünf  durch 
den  Pol  Gi  desselben  hindurchgehenden  Hauptkreisen  b  in  den 
durch  F  bezeichneten  Punkten  senkrecht,  so  dass  BF=^  18^ 
den  Radius  des  einem  der  sphärischen  Rhomben  einge- 
schriebenen Kreises  darstellt.  Die  Seite  GC  eines  sphärischen 
Rhombus  wird  in  F  so  geteilt,  dass 

^  {CF^tp^n, 

ist. 

Die  Punkte  F  sind  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen 

Netzes,  welches  eine  spezielle  Varietät  der  in  §  36  zu  er- 
haltenden gleicheckigen  Netze  XXH'  repräsentiert  (vergl. 
Formel  52  y)  (s.  auch  Fig.  29  u.  30). 

Die  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  XX'  sind 
zwölf  reguläre  Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  dem 
Winkel  -4\  =  180^  —  29  und  zwanzig  reguläre  Dreiecke  mit 
den  Mittelpunkten  C  und  dem  Winkel  C\=^2q)]  die  ge- 
meinschaftliche Kante  a'  beträgt  36 ^ 


46«       {;;;»«" 


180° -29),  C\^2g). 
Das  Netz  XX  wird  daher  auch  passend  als 

XX'     gleicheckiges  sphärisches  (12-f20)-flächige8 

30.Eck 
bezeichnet. 

4.  Dem  Netze  XX'  ist  ein  gleicheckiges  Polyeder,  näm- 
lich das 

[XX']     gleicheckige  (12 +  20)-f lächige  30-Eck, 

das    bekannte    Archimedeische  Polyeder   eingeschrieben, 
welches  von  zwölf  regulären  Fünfecken  (Pentagondodekaeder- 


§  34.  Anfbtelluiig  d.  mögl.  Fälle  f.  d.  festen  Vierecksnetze.      127 

flächen)«and  zwanzig  regulären  Dreiecken  (Ikosaederflächen) 
begrenzt  ist  nnd  dreissig  kongruente  Yierflächige  Ecken  mit 
gleichen  Flächenwinkeln  und  zwei  Paaren  gleicher  und  sich 
gegenüberliegender  ebener  Winkel  besitzt. 

Das  dem  Netze  XX'  in  dessen  Eckpunkten  umgeschrie- 
bene gleichflächige  Polyeder  ist  das 

[XX]    gleichflächige  (12  +  20)-eckige  30-Plach 

oder  Bhombentriakontaeder^  welches  von  dreissig  kon- 
gruenten Rhomben  begrenzt  ist  und  zwölf  regulär -fünfflächige, 
zwanzig  regulär- dreiflächige  Ecken  hat,  deren  Scheitel  bez. 
den  Eckpunkten  eines  regulären  Ikosaeders  und  eines  regu- 
lären Pentagondodekaeders  entsprechen. 

Die  Relationen  für  diese  beiden  sich  polar  entsprechen- 
den Polyeder  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  den  sphä- 
rischen Figuren  des  Netzes  XX'. 

5.  Das  Netz  XX'  ist  das  einzige,  dem  Netze  XX  zu- 
geordnete gleicheckige  Netz.  Denn  andere  Annahmen  für 
die  Lage  eines  Punktes  P^  im  Innern  des  sphärischen  Rhom- 
bus Gx  Cj  (?2  ^2  können  keine  solche  Gruppierungen  homo- 
loger Punkte  liefern,  welche  die  Eckpunkte  eines  gleich- 
eckigen^  dem  Netze  XX  zugeordneten  Netzes  darstellen^ 
weil  nicht  nur  die  Zahl  der  in  den  Punkten  (7,  sondern 
auch  der  in  den  Punkten  G  bez.  unter  gleichen  Winkeln  zu- 
sammenstossenden  Hauptkreise  ungerade  ist  (vergl.  §  18,  5). 
]Bs  kann  also  nur  der  Schnittpunkt  der  Halbierungskreise 
der  Winkel  bei  C  und  G,  d.  h.  der  Punkt  B  nebst  den  ho- 
mologen Punkten  der  übrigen  Rhomben  die  Eckpunkte  eines 
dem  Netze  XX  zugeordneten,  aber  nicht  konjugierten 
gleicheckigen  Netzes  bilden. 

S)   Allgemeiner  Fall   der   gleichflächigen  Vierecks- 
netze. 


§  34.  Aufstellung  der  möglichen  Fälle  fflr  die  festen 

Tiereeksnetze. 

1.  Nach  Erledigung  des  besonderen   Falles  der  sphä- 
rischen   Rhombennetze   wenden   wir    uns   nun    zur   Er- 
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mittelung  der  weiteren  Fälle  ^  in  welchen  ein  die  Eugelfiäche 
einmal  bedeckendes  Netz  von  gleichen  sphärischen  Vierecken 
möglich  ist.  Wir  wollen  die  Winkel  eines  solchen  sphä- 
rischen Vierecks  durch  A^^A^^A^^A^^  bezeichnen;  dieselben 
müssen  alsdann,  da  die  Fläche  des  Vierecks  den  m*^  Teil 
der  Eugelfiäche  betragen  soll,  der  Gleichung  genügen: 

46)  A,  +  A,  +  A,  +  A,^360'  (l  +  l)' 

Als  ersten  Haupt£all  betrachten  wir  wiederum  den- 
jenigen, in  welchem  in  jedem  Eckpunkte  des  Netzes  je  v,- 
gleiche  Winkel  Ai  zusammenstossen,  welchem  Hauptfalle 
die  festen  und  symmetrischen  Vierecksnetze  entsprechen. 
Es  ergeben  sich  dann  folgende  Beziehungen,  wenn  wiederum 
die  Zahl  der  durch  je  Vi  gleiche  Winkel  Aii  gebildeten 
Ecken  mit  ^,-  bezeichnet  wird: 

4ns      Ä       360«       ,       360<^       ,      360«       ,       360® 

47)  ^.  =  --  ~.    A  =  -^'    ^'^-^'    ^'^'v,    5 

.^.  m  m  m  m 

48)  ^1  =  -'    f*2"=-'    ^8  =  -»    /*4==^,/- 

Vj  Vj  Vj  1/4 

Aus  46)  und  47)  folgt: 

Vj      1/j,      V3      V4  m 

oder 

9 
49«)  w  = 


l/j       V^       Vj       1/4 

2.  Die  Formel  49  a)  ergiebt  einen  negativen  Wert  für 
t»,  wenn  die  vier  Zahlen  Vj,  1^2,  Vj,  v^  sämtlich  von  ein- 
ander verschieden  (vj>^3)  sind,  während,  wenn  sämt- 
liche vier  Zahlen  Vi  einander  gleich  sind;  für  den  allein 
zulässigen  Wert  i/,=*3  das  reguläre  Hexaedemetz  VT  re- 
sultiert. 

3.  Der  Annahme  von  zwei  gleichen  Wertpaaren  ent- 
spricht für  Vi  =  V8«4,  v^  =  v^-=^^  das  Bhombendode- 
kaedernetz  XIX,  für  Vi  —  Vg^ö,  v^^v^^^  das  ithom- 
bentriakontaedernetz  XX. 
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Werden  in  diesen  beiden  Fällen  je  zwei  gleiche  Winkel 
als  benachbarte  angenommen,  also  im  ersten  Falle  v^^ 
v,  =  4,  V3  =  V4  ■*«  3,  im  zweiten  Falle  v^ «  Vj  =  5,  Vj  ==  v^  —  3, 
so  ergeben  sieb  keine  entsprechenden  Netze.  Denn  die  Be- 
schaffenheit dieser  Netze  erfordert^  dass  je  zwei  Kanten, 
welche  einen  Winkel  =  120®  oder -=72®  einschliessen,  gleich 
sein  müssen. 

4.  Werden  drei  der  Zahlen  Vi  als  gleich  angenommen, 
so  ergiebt  sich  einmal  für 

g^J  ^1»  v,  =  V8«i/4«3,    w-2i/i,   /ti  =  2,  3fig  =  2i/i, 
"^  l  Vi  —  4,  5j  6 . . . 

eine  Reihe  von  Netzen  XXIYb),  welche  sämtlich  als  be- 
sondere Varietäten  der  in  §  39  zu  behandelnden  veränder- 
liehen  hanptaxigen  Deltoidnetze  XXIY  zu  betrachten 
sind  nnd  auf  welche  wir  an  jener  Stelle  zurückkommen 
werden. 

5.  Ein  zweites  Wertsystem,  welches  noch  der  letzteren 
Annahme  4.  genügt,  nämlich 

ergiebt 

nnd  diesen  Werten  entspricht  ein  gleichfiächiges  Netz,  das 

wir  als 

XXI    Deltoidikositetraedernetz 

bezeichnen  und  in  dem  nächsten  Paragraphen  nebst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  betrachten  wollen. 

6.  Werden  endlich  zwei  der  Zahlen  r,-  als  gleich,  die 
beiden  anderen  von  diesen  und  unter  sich  verschieden  an- 
genommen, so  ergiebt  sich  als  einzige  Lösung,  welcher  ein 
ganzzahliger,  positiver  Wert  für  m  (Formel  48«)  entspricht, 
die  folgende  « 

11,^  =  5,   i;g  =  i;^  =  4,   1^3  =  3, 
<*i'=12,   /i2^/i4=15,   ^8 «=20. 

Heit,  Kugelteilong.  9 


51) 
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Diese  Werte  bestimmen  ein  gleichflächiges  Netz,  das  als 

XXII    Deltoidhexekontaedernetz 

bezeichnet  and  in  §  36  nebst  den  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzen  betrachtet  werden  soll. 

7.  Weitere  Annahmen  für  die  Werte  der  vier  Zahlen 
^1)  ^8)  ^8;  ^4  ^fg^hen  keine  ganzzahligen  positiven  Werte 
für  m;  und  es  sind  damit  alle  der  im  ersten  Hauptfalle 
angenommenen  Anordnung  der  Winkel  entsprechenden  Netze, 
welche  sämtlich  feste  Netze  darstellen,  abgeleitet. 


§  36.    Deltoidikositetraedernetz  XXI  nebst  den 

zugeordneten  gleicheckigeu  Netzen  XXI'  und  den 

'entsprechenden  Polyedern. 

1.  Durch  die  in  49)  (§  34)  angegebenen  Werte  fär  die 
Winkel  des  Vierecks:  J^^  «^«^4  =  90^,  ^8  =  120<*  ist  das 
Viereck  noch  nicht  eindeutig  bestimmt.  Da  aber  je  drei 
zusammenstossende  Winkel  A^  (==  120^)  eine  regulär  -  drei- 
flächige sphärische  Ecke  (deren  es  im  Netze  acht  giebt) 
bilden,  so  folgt,  dass  die  beiden^  den  Winkel  ^  =  120^ 
einschliessenden  Kanten  des  Vierecks  gleich  sein  mQssen, 
womit  sich  auch  die  Gleichheit  der  beiden  anderen  den 
Winkel  A^^  =  90®  einschliessenden  Kanten  ergiebt.  Die  Grenz- 
fläche des  Netzes  XXI  ist  also  ein  symmetrisches  Viereck, 
welches  durch  die  Diagonale  Ä^A^  in  zwei  symmetrisch 
gleiche  Dreiecke  mit  den  Winkeln  45®,  60®,  90®  zerlegt  wird. 

Das  Viereck  des  Netzes  XXI  wird  hiernach  einfach 
durch  Vereinigung  zweier  Dreiecke  AGB  des  Hexakisok- 
taedernetzes  längs  einer  Kante  AC  und  damit  das  Netz 
XXI  in  einfacher  Weise  aus  dem  Hexakisoktaedemetz  XV 
erhalten  (vergl.  §  27,  s).  (S.  in  Fig.  19  den  stark  gezeich- 
neten Teil.) 

Die  beiden  den  Win*kel  A^  einschliessenden  Kanten 
betragen  45®,  die  beiden  den  Winkel  Al^  (oder  C^  mit  dem 
Scheitel  (7J  einschliessenden  Kanten  90®  — i^,  während  die 
Symmetriediagonale  ij,  die  andere  Diagonale  (2^^  B^)  60^  be- 
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tragt  (vergl.  §  27,  i  und  §  32,  3).  Der  Schnittpunkt  der 
beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden  Diagonalen,  von 
denen  die  letztere  halbiert  wird,  ist  einer  der  in  §  32,  8  er- 
wähnten Punkte  D.   (S.  Fig.  28.) 

Die  sechs  Eckpunkte  A^  welche  die  Scheitel  der  regu- 
lär-yierflächigen  Ecken  sind,  entsprechen  den  Eckpunkten 
des  regulären  Oktaedemetzes  JY,  die  acht  Eckpunkte  C  den 
ückpunkten  des  regulären  Hexaedernetzes  VI,  während  die 
zwölf  Eckpunkte  B^  in  denen  je  zwei  Winkel  A^  und  A^ 
(»»90^)  zusammenstossend  eine  halbreguläre  sphärische  Ecke 
bilden,  den  Eckpunkten  eines  Eubooktaedernetzes  XIX'  (§  32) 
entsprechen. 

Wir  bezeichnen  das  Netz  XXI  dieser  Gruppierung  der 
Eckpunkte  entsprechend-  als 

XXI     sphärisches  (6  +  8-H2)-eckiges  24-Flach 

oder  kurz  als  Deltoidikositetraedemetz. 

Dies  Netz  wird  nachher  als  ein  besonderer  Fall  des 
veränderlichen  Diakisdodekaedernetzes  XXIII  (§  38)  er- 
halten werden. 

2.  Aus  der  angegebenen  Entstehung  des  Netzes  folgt 
ohne  weiteres,  dass  dasselbe  ein  vollzähliges  Netz  ist, 
welchem  dieselben  direkt- symmetrischen  Mittelebenen  und 
Axen  zukommen,  wie  dem  regulären  Oktaeder-  und  Hexaeder- 
netze (vergl.  §  11,  3  bis  5). 

Auch  diesem  Netze  lässt  sich  kein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  einschreiben,  da  die  Eckpunkte  des  sphä- 
rischen Vierecks  nicht  auf  einem  kleinen  Eugelkreise  liegen. 
Dagegen  kann  dem  Vierecke  ein  Ereis  eingeschrieben  werden 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Diagonale  A^C^  liegt  (vergl. 
unter  B.  Formel  51 /J). 

3.  Die  zu  einem  Punkte  P^,  welcher  auf  dem  Symme- 
triekreisbogen A^  Ci  einer  Grenzfläche  (z.  B.  A^  B^  C\  B^ 
angenommen  wird,  homologen  Punkte  aller  Grenzflächen 
sind  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen,  dem  Netze  XXI  zu- 
geordneten Netzes  XXI'  (vergl.  §  27,  3). 

9* 
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Die  Grenzflächen  eines  solchen  Netzes  XXI'  sind  sechs 
reguläre  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  Ay  acht  reguläre 
Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  zwölf  gleicheckige 
(2  +  2) -kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B.  In  jedem 
Eckpunkte  des  Netzes  stossen  je  eins  der  sechs  Vierecke,  je 
eins  der  acht  Dreiecke  und  je  zwei  der  zwölf  Vierecke 
zusammen  (s.  in  Fig.  19  das  punktiert  gezeichnete  Netz). 

Wir  bezeichnen  ein  solches  Netz  als 

XXI'     sphärisches  (6  +  8  + 12) -flächiges  24-Eck, 

Die  verschiedenen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXT*^ 
werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  Pj  alle  möglichen  Li^en 
auf  dem  Symmetriekreisbogen  A^C^  annimmt.  Ein  dem 
Netze  XXI  konjugiertes  Netz  kann  es  (vergl.  2)  nicht 
geben;  beiäonders  bemerkenswerte  Varietäten  sind  einmal  die 
Archimedeische  Varietät,  bei  welcher  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  sphärischen  Vierecke  des  Netzes  XXI 
eingeschriebenen  Kreises  ist  und  bei  welcher  die  zweierlei 
Kanten  einander  gleich  werden^  dann  auch  diejenige  Varietät^ 
deren  Eckpunkte  die  Punkte  D,  die  Schnittpunkte  der  Dia- 
gonalen eines  Vierecks ,  sind  (vergl.  §  32,  s). 

Andere  Lagen  des  Punktes  P^,  als  auf  dem  Symmetrie- 
kreise A^Cj^^  können  keine  dem  Netze  XXI  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  ergeben  (vergl.  §  18,6  und  §  32,6). 

4.  Jedem  Netze  XXI'  kann  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder, nämlich  ein 

[XXI']     gleicheckiges  (6  +  8+ 12)-flächiges  24-Eck 

eingeschrieben  werden.  Dies  Polyeder^  welches  von  sechs 
Quadraten^  acht  regulären  Dreiecken  und  zwölf  Rechtecken 
begrenzt  ist  und  24  kongruente  vierflächige  Ecken  hat,  kann 
auch  dadurch  erhalten  werden,  dass  die  Oktaederkanten  eines 
(6 +  8) -flächigen  6. 4- Ecks  (§  20,8)  so  durch  die  Flächen 
eines  Rhombendodekaeders  abgestumpft  werden,  dass  je  zwei 
benachbarte  Dodekaederfiächen  einen  Eckpunkt  gemein  haben. 
Das  einem  gleicheckigen  Netze  XXF  in  dessen  Eckpunkten 
umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder,  welches  dem  ein- 
geschriebenen polar  entspricht,  ist  ein 
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[XXI]     gleichflächiges  (6  +  8+ 12) -eckiges  24-Flach 

^ein  Deltoidikositetraeder,  Leacitoeder),  welches  von  24  kon- 
gruenten Deltoiden  begrenzt  ist,  und  sechs  regulär -vier- 
flächigC;  acht  regulär  -  dreiflächige  und  zwölf  halbregulär- 
vierflächige  Ecken  (mit  abwechselnd  gleichen  Flächenwinkehi) 
hat,  deren  Scheitel  bez.  den  Eckpunkten  eines  Oktaeders, 
Hexaeders  und  Kubooktaeders  entsprechen. 

Die  Archimedeischen  Varietäten  dieser  Polyeder  sind 
der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  XXI'  bez.  ein- 
xmd  umgeschrieben. 

5.  Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  P^  von  ^^ 
wiederum  mit  €ai  den  Abstand  desselben  von  C^  mit  Sc)  wobei 
fa+^e'^V  ist,  femer  die  Kanten  des  Netzes  XXI',  welche 
bez.  auf  Ä^ B^^Ä^B^^^y  und  auf  Cj B^=^C^B^^a  senk- 
recht stehen,  durch  y^  und  a'  und  endlich  durch 

A!  den  durch  zwei  Kanten  y^  eingeschlossenen  Winkel, 
JB' 


a 


I 


? 


n  V  »  n        ■•  n  }f 

y        „      je  eine  Kante  y '  und  a'    „  »      j 

so  erhalten  wir  folgende  einfache  Beziehungen  für  die  Ele- 


mente des  Netzes  XXI': 

1     . 


51a) 


sin  "1^  y' « 


1    t 
5tn-j  a' 


stns, 


V2 


cotg--  =  cos£ay  cotg-^^y3cos£c^cosea  +  V2sineaj 
Für  die  Archimedeische  Varietät  des   Netzes  XXI' 


wird: 


51^) 


fte»iöf«a"=y2(]/2--l),  fem^rP- sin 22  J», 


1        -JaVi/  =  P=20»56'27",  7; 

and  ftlr  diejenige  Varietöt,  deren  Eckpunkte  die  Punkte  D 
(§  32,8)  sind,  resultiert: 
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f.=.90»-ij,  fc-2ij-90», 


51  y) 


"^"^^"i/l'  ""^"'"ik'  ^^4-  =  M' 


c 


cctg  2 


■-YI- 


Bei  dieser  letzteren  Varietät  teilt  die  Kante  y^  die  zu 
ihr  senkrechte  A^B^^y  in  dem  Punkte  E^  so,  dass 

51/)  tangA,E,^\,  tangE^B^=\ 

ist,  d.  h.  der  Punkt  E^  ist  ein  Eckpunkt  der  Archimede- 
ischen  Varietät  der  Netze  X'  (vergl.  Formel  21y)  in  §  20). 


§  36.  Deltoidhexekontaedernetz  XXTT  nebst  den 
zugeordneten  gleieheckigen  Netzen  XXII'  und  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  durch  die  in  Formel  50)  (§  34)  angegebenen 
Werte  bestimmte  Netz  hat  zur  Grenzfläche  ein  Viereck  mit 
den  Winkeln  ^i  =  72^,  ^,  =  ^4  =  90^,  ^3-120^.  Da  aber 
je  fünf  zusammenstossende  Winkel  A^  eine  regulär-ftinf- 
flächige  sphärische  Ecke  (deren  es  im  Netze  zwölf  giebt) 
und  ebenso  je  drei  zusammenstossende  Winkel  A^  eine  regu- 
lär-dreiflächige Ecke  (deren  es  im  Netze  zwanzig  giebt) 
bilden,  so  folgt,  dass  sowohl  die  beiden  den  Winkel  A^y  wie 
die  beiden  den  Winkel  A^  einschliessenden  Kanten  gleicli 
sein  müssen.  Damit  ist  die  Grenzfläche  eindeutig  als  ein 
symmetrisches  Viereck  bestimmt,  das  durch  die  Symmetrie- 
diagonale A^A^  in  zwei  symmetrisch  gleiche  Dreiecke  mit 
den  Winkeln  36^,  60^,  90«  zerlegt  wird.  Man  sieht  auch 
sofort,  dass  ein  den  gegebenen  Bedingungen  entsprechendes 
Viereck,  bei  welchem  die  beiden  rechten  Winkel  benach- 
barte wären,  nicht  möglich  ist. 

Die  Grenzfläche  des  Netzes  XXII  entsteht  hiernach 
durch  Vereinigung  zweier  Dreiecke  GCB  des  Diakishexe- 
kontaedernetzes  XVI  längs  einer  Kante  GC  und  somit 
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auch  das  Netz  XXII  in  einfacher  Weise  aus  dem  Netze  XVI 
(vergl.  §  28,  s).    (S.  in  Fig.  20  das  stark  gezeichnete  Netz.) 

Die  beiden  den  Winkel  A^  (bei  G^  z.  B.  des  Vierecks 
G^B^CiB^  der  Fig. 20)  einschliessenden  Kanten  G^B^^G^B^ 
betragen  9,  die  beiden  den  Winkel  A^  (bei  C^  einschliessenden 
Kanten  C^B^^C^  B^  betragen  ^,  die  Sjmmetriediagonale  G^C^ 
betragt  %,  die  andere  Diagonale  B^B^  beträgt  36^  (vergl. 
§  28, 1  und  §  33;  3).  Der  Schnittpunkt  der  beiden  auf- 
einander senkrecht  stehenden  Diagonalen  ist  einer  der  in 
§  33,3  erwähnten  Punkte  F. 

Die  zwölf  Scheitel  der  regulär -fünfflächigen  Ecken  sind 
die  Eckpunkte  G  eines  regulären  Ikosaedemetzes  Y^  die 
zwanzig  Scheitel  der  regulär- dreiflächigen  Ecken  sind  die 
Eckpunkte  C  eines  regulären  Pentagondodekaedemetzes  VII, 
während  die  dreissig  Eckpunkte  £,  in  denen  je  zwei  Winkel 
A2  und  A^  (=»90^)  zusammenstossend  eine  halbreguläre 
sphärische  Ecke  bilden,  den  Eckpunkten  des  gleicheckigen 
Netzes  XX'  (§  33)  entsprechen. 

Das  Netz  XXII  wird  daher  passend  als 
XXir     sphärisches  (12  +  20  +  30)-eckiges  60-Flach 

oder  als  Deltoidhexekontaedemetz  bezeichnet. 

2.  Die  direkten  Sjmmetrieebenen  und  die  Axen  dieses 
vollzähligen  Netzes  sind;  wie  aus  der  angegebenen  Entstehung 
des  Netzes  sofort  hervorgeht^  dieselben,  wie  diejenigen  eines 
regulären  Ikosaeder-  und  Pentagondodekaedemetzes  (vergl. 
§   12, 1  bis  3). 

Der  Grenzfläche  des  Netzes  XXII  kann  kein  Kreis  um- 
geschrieben ^  also  auch  dem  Netze  kein  entsprechendes  gleich- 
fläcliiges  Polyeder  ein-  oder  ein  gleicheckiges  umgeschrieben 
werden.  Dagegen  lässt  sich  dem  Vierecke  G^  B^  C^  B^  ein 
Kreis  einschreiben,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Diago- 
nale G^C^  liegt  (vergl.  unter  6.  Formel  52/5). 

3.  Nimmt  man  auf  der  Symmetriediagonale  G^C^  der 
Grenzfläche  G^B-^C^B^  einen  Punkt  P^  an,  so  sind  die  sämt- 
lichen homologen  Punkte  aller  Grenzflächen  des  Netzes  XXTI 
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die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen,  diesem  Netze  zugeord- 
neten Netzes  XXII'  (vergl.  §  28,8). 

Die  Grenzflächen  eines  solchen  Netzes  XXII'  sind  zwölf 
reguläre  Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  &,  zwanzig  regu- 
läre Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  dreissig  gleich- 
eckige (2 +  2) -kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B, 
Das  Netz  hat  sechzig  kongruente  yierflächige  sphärische 
Ecken^  indem  in  jedem  Eckpunkte  je  eins  der  zwölf  Fünf- 
ecke, je  eins  der  zwanzig  Dreiecke  und  je  zwej  der  dreissig 
Vierecke  zusammenstossen  (s.  in  Fig.  20  das  punktiert  gezeich- 
nete Netz). 

Das  Netz  wird  daher  passend  als 

XXir    sphärisches  (12  + 20 -f30)-f lächiges  60-Eck 

bezeichnet. 

Den  yerschiedenen  Lagen  des  Punktes  P^  auf  dem  Sym- 
metriekreisbogen G^  Ci  entsprechen  die  möglichen  VarieiSten 
der  Netze  XXII'.  Ein  dem  Netze  XXII  konjugiertes 
Netz  giebt  es  nicht  (yergl.  2);  die  Archimedeische  Varie- 
tät der  Netze  XXII'  hat  zu  Eckpunkten  die  Mittelpunkte 
der  den  Vierecken  des  Netzes  XXII  eingeschriebenen  Kreise; 
für  dieselben  werden  die  zweierlei  E^anten  einander  gleich. 
Eine  weitere  bemerkenswerte  Varietät  ist  noch  diejenige, 
deren  Eckpunkte  die  Punkte  F  sind  (yergl.  §  33,  3). 

Für  andere  Lagen  des  Punktes  P^ ,  als  auf  dem  Symme- 
triekreisbogen G^  Gl,  resultieren  keine  dem  Netze  XXII  zuge- 
ordneten gleicheckigen  Netze  (yergl.  §  18,  5  und  §  32,  6). 

4.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem  Netze 
XXII'  eingeschrieben  werden  kann,  nämlich  das 

[XXII'j    gleicheckige  (12  + 20 +  30)-f lächige  60-Eck, 

ist  yon  zwölf  regulären  Fünfecken,  20  regulären  Dreiecken 
und  30  Rechtecken  begrenzt  und  hat  60  kongruente  yier- 
flächige Ecken.  Dasselbe  kann  auch  dadurch  erhalten  werden, 
dass  die  Ikosaederkanten  eines  (12  +  20) -flächigen  12 .  ö-Ecks 
(§  21,  d)  durch  die  Flächen  eines  Rhombentriakontaeders 
so  abgestumpft  werden,  dass  je  zwei  benachbarte  Triakon- 
taederflächen  einen  Eckpunkt  gemein  haben. 
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Das  gleichflächige  Polyeder,  welches  einem  Netze  XXII' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben  werden  kann,  ist  ein 

[XXII]    gleichflächiges  (]2  +  20  +  30)-eckiges 

60-Flach 

oder  ein  Deltoidhexekontaeder.  Dasselbe  ist  von  60 
kongruenten  Deltoiden  begrenzt  und  hat  12  regulär -flinf- 
flächige,  20  regulär -dreiflächige  und  30  halbregulär -vier- 
flächige Ecken,  deren  Scheitel  bezw.  den  Eckpunkten  eines 
Ikosaeders,  Pentagondodekaeders  und  eines  (12 +  20) -flä- 
chigen 30 -Ecks  [XX']  (§  33,  s)  entsprechen. 

Die  Relationen  für  diese  beiden  sich  polar  entspre- 
chenden Polyeder  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  aus  den 
sphärischen  Figuren  des  Netzes  XXII';  die  Archimed ei- 
schen Varietäten  der  Polyeder  sind  der  Archimedeischen 
Varietät  des  Netzes  XXII'  tez.  ein-  und  umgeschrieben. 

5.  Werden  die  Abstände  des  Punktes  P^  von  G^  und  Ci 
bez.  mit  f^  und  €c  bezeichnet  («j,  + tc==3^)i  werden  ferner  die 
auf  G^B^^Gy^B^  =  y  senkrechten  Kanten  des  Netzes  XXII' 
durch  y'  und  die  auf  C^B^'^C^B^'=^a  senkrecht  stehenden 
Konten  durch  a'  und  endlich 
der  durch  je  zwei  Kanten  y^  eingeschlossene  Winkel  durch  G\ 

c, 


17 


a 


« 


„  eine  Kante  y'  und  a' 
bezeichnet,  so  bestehen  folgende  Beziehungen : 


w 


V 


7f 


n 


V 


sinA  y'  =  sinSQ^.sin  Sg  =  •=: sin  Sg , 

*  '^     2cosq) 

sin-j a'  =  -J  V^ ' ^^ *c=  2  yS.sin {%  —  Sg) 

cos^g) 


=  sin  fp  cos  €g 


52a)      { 


2sin<p 


sinsg 


G 


sin(p 


^otg -zr  « fang 36® .  cos Sg  =  — ^  cos Sg 
^  2  ^  ^     cos^g)        ' 


cotg  ~  « |/3  cos  «, 


cos^tp 


JB'  =  180«- 


sinq> 

G'  +  C 


cos  eg  +  2sing)  sin  e^^.. 
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62ß) 


tang  Cp  =»  -|  fang  9  = 
lang  IS' 


1/5-1 


tangP 


tang  q>  sin  q> 
V2 


V2 


■= 1 


Aa'«_iy'«p_120  56'21",  6, 


und  fiir   diejenige   Varietät,   deren   Eckpunkte  die  Schnitt- 
punkte F  der  Diagonalen  sind  (vergl.  §  33,  s),  resultiert: 


52y) 


sm^y 


cos2q) 


sinq) 


2cos(p 
sin-^a*  =  sin  (g?  —  ^) .  sin  60  ®  «=  \  sin  (p  tang  tp , 

Ql  (Jt 

<^otg  ö^ «  2  tang  q>sinq>^    cotg  -^  =«  /3  cos  (9  —  ii) 

^2cosip, 


Durch  Substitution  der  Werte  52  a)  bis  y)  in  die 
Formeln  18  a)  bis  d)  erhält  man  die  Relationen  fär  die  den 
Netzen  XXII'  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  und  deren 
besondere  Varietäten. 


§  37.  Ableitung  der  möglichen  Fälle  für  die  rer- 

Snderliehen  Yierecksnetze. 

1.  Nach  Erledigung  des  ersten  Hauptfalles  der  festen 
und  symmetrischen  gleichfläcfaigen  Vierecksnetze  (§  34) 
wenden  wir  uns  nunmehr  zu  der  Untersuchung  des  zweiten 
Hauptfalles,  nämlich  desjenigen  der  veränderlichen  der- 
artigen Netze. 

Der  Fall,  dass  —  analog  wie  bei  den  Netzen  XVII 
eines  rhombischen  Sphenoids  (§  29)  —  keiner  der  vier  Winkel 
Äi^A^yÄ^^A^  des  Vierecks  einen  aliquoten  Teil  von  360*^ 
beträgt  und  diese  Winkel  an  allen  Ecken  des  Netzes  in 
gleicher  Weise  auftreten,  so  dass  das  Netz  zugleich  gleich - 
eckig  wird,  ergiebt  sich  sofort  als  unmöglich;  denn  einer- 
seits müssten  die  vier  Winkel  des  Vierecks  mindestens  einmal 
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an  jeder  Ecke  auftreten,  ihre  Summe  also  höchstens  360^ 
betragen,  andererseits  muss  aber  diese  Summe  grösser 
als  360^  sein. 

Dagegen  bietet  sich  diejenige  Möglichkeit  für  die  Be- 
schaffenheit und  Anordnung  der  Winkel  und  Ecken  dar, 
dass  einige  der  Winkel  aliquote  Teile  von  360®  betragen 
und  eine  Hauptgruppe  von  Ecken,  wie  im  ersten  Haupt- 
falle bilden,  indem  sich  je  vi  Winkel  Ai  in  einer  Ecke  ver- 
einigen; dass  aber  eine  zweite  Hauptgruppe  von  Ecken  da- 
durch entsteht,  dass  die  übrigen  —  einander  gleichen  oder 
von  einander  verschiedenen  —  Winkel,  welche  keinen  ali- 
quoten Teil  von  360®  betragen,  sich  in  gleicher  Weise  zu 
je  einer  Ecke  vereinigen. 

Es  sind  hier  nur  die  beiden  Fälle  zu  berücksichtigen, 
dass  entweder  zwei  der  Winkel  des  Vierecks  je  einen 
aliquoten  Teil  von  360®  betragen  oder  dass  nur  ein  Winkel 
einen  aliquoten  Teil  von  360®  beträgt. 

2.  Sind  im  ersten  Falle  die  beiden  (nicht  benachbarten) 
Winkel 

_  X                       .       360®       .       360® 
53a)  A« ,    A  = 

und  bilden  zweierlei  Ecken  von  der  im  ersten  Hauptfalle  fest- 
gesetzten Beschaffenheit,  so  können  die  beiden  Winkel  Ä^ 
und  A^  eine  zweite  Gruppe  von  il\  Ecken  bilden,  an  welchen 
dieselben  in  gleicher  Zahl  auftreten,  so  dass 

53/S)  ifc(J^-}-Jj«360®,  *-2,  3... 

ist.  Hieraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  46)  (§  34)  die 
Relation: 

53y)  i +1+1      1^2 

Da  Vi  und  v^  beide  mindestens  gleich  3  sein  müssen, 
so  folgt  für  h  der  einzig  zulässige  Wert  k^2  und  damit 
ürird: 

53*)  m  =  j Y' 

-^ 

Vi     v^      2 
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Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  nur  für  die  folgenden 
drei  Wertkombinationen  ein  positiver,  ganzzahliger  Wert 
fQr  m 

a)vi  =  3,    ^8-3,   m-=12;   ^^  =  ^^4,  /t',  =  ~«6; 


53  £) 


h 


l)  Vi-4,  1/8  =  3,  ♦w-24;  ^i«6,  ftj^S,  ^\^j^\2s 


Im  Falle  a)  und  c)  muss  aber,  da  je  zwei  Eanten^ 
welche  einen  Winkel— 120^  oder  «=72^  einschliessen,  ein- 
ander gleich  sein  müssen,  auch  ^2*^-^4*^^^^  sein;  d.  h. 
es  resultiert  in  a)  das  Rhombendodekaedernetz  XIX,  in  c) 
das  Deltoidhexekontaedemetz  XXII. 

Dagegen  können  im  Falle  &),  während  die  den  Winkel 
^  =  120^  einschliessenden  Kanten  gleich  sein  müssen,  die 
den  Winkel  -4^  «=  90®  einschliessenden  Kanten  an  Länge  von 
einander  verschieden  sein;  es  ergiebt  sich  daher  in  der  That, 
da  die  beiden  Winkel  A^  und  A^  nur  der  Bedingung: 

53  g)  ^  +  ^^«180« 

unterworfen  sind,  ein  veränderliches  Netz,  das  sog. 

XXIII     Diakisdodekaedernetz, 

welches    für    A^^A^^^Q^   das    Deltoidikositetraeder- 
netz  XXI  als  einen  besonderen  Fall  enthält. 

Das  Netz  XXUI  soll  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzen  im  folgenden  §  38  betrachtet  werden. 

Wenn  die  beiden  Winkel,  welche  je  einen  aliquoten 
Teil  von  360®  betragen,  als  benachbarte  vorausgesetzt 
werden,  z.  B.  A^  und  A^^  so  ergiebt  sich  in  dem  a)  analogen 
Falle  kein  entsprechendes  Netz  (vergl.  §  34,  s),  in  dem  c) 
analogen  Falle  kein  entsprechendes  Viereck  (vergl.  §  36,  l), 
während  in  dem  6)  analogen  Falle  für  Vjl-=4,  i/^-^S  auch 
^3 »^4» 90^  sein  muss,  also  wiederum  das  Deltoidikosi- 
tetraedernetz  XXI  resultiert. 
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3.  Beträgt  im  zweiten  Falle  einer  der  Winkel  des 
sphärischen  Vierecks  einen  aliquoten  Teil  von  360^,  ist  also 
z.  B. 

o4a)  A.  -= 

^1 

nnd  bilden  diese  Winkel  die  erste   Gruppe  von  (a^  Ecken, 

s^  können  die  drei  anderen  Winkel  A2^  A^^  A^  eine  zweite 

Gruppe  Yon  (i\  gleichen  Ecken  in  der  Weise  konstituieren, 

dass  sie  an  jeder  dieser  Ecken  in  gleicher  Zahl  auftreten. 

Alsdann  muss 

54/J)  ^2 +  ^8 +  ^4  ==360« 

sein  (far  k  [A^  +  A^  +  A^^360%  wo  k^^,  würde  sich 
für  die  Winkelsumme  des  sphärischen  Vierecks  ein  Wert 
kleiner  als  360«  ergeben). 

Aus  54«)  und  54/J)  folgt  in  Verbindung  mit  46)  (§  34): 

o4y) 
oder 

54y') 

Für  einen  gewählten  Wert  von  v^  >  3  hängen  die  Ele- 
mente ^ines  solchen  Vierecks  und  der  durch  Wiederholung 
desselben  bestiuimten  Netze  im  allgemeinen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  ab,  da  zufolge  54/3)  von  den  drei 
Winkeln  A^^  A^^  A^  zwei  innerhalb  gewisser  Grenzen  be- 
liebig annehmbar  sind.  In  dem  besonderen  Falle,  dass  zwei 
dieser  Winkel  z.  B.  A^  und  A^  einander  gleich  sind,  hängen 
die  Elemente  noch  von  einer  veränderlichen  Grösse  ab.  Die 
diesem  letzteren  Falle  entsprechenden  Netze,  welche  als 

XXIV    hauptaxige  Deltoidnetze 

bezeichnet  werden  mögen,  sollen  im  §  39,  die  dem  allge- 
meineren Fall  entsprechenden  zweifach  veränderlichen,  als 

XXV    hauptaxige  Trapezoidnetze 

zu   bezeichnenden  Netze,  sollen  im  §  40;  nebst  den  zuge- 


"l 

m 

m 

-2v, 

/*i 

=  2 

>*'» 

=  2  Vi. 

55«) 
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ordneten  gleicfaeckigen  Netzen  und  den  diesen  letzteren  ein- 
und  umgescliriebenen  Polyedern  betrachtet  werden. 


$f  38.  Diakisdodekaedernetze  XXIII  nebst  den  zu- 
geordneten gleieheckigen  Netzen  XXIIl'  nnd  den 

entsprechenden  Polyedern.  ^ 

1.  Die  im  §  37,  2  unter  b)  53  f)  und  g)  aufgestellten  Werte 

^1  =  90«,  ^3  =  120^  ^  +  ^^«180«, 
m  =  24,  ^1-6,  fi3  =  8,  ^'^^12 

bestimmen  ein  einfach  veränderliches,  aus  24  gleichen ^  un- 
symmetrischen Vierecken  zusammengesetztes  Netz.  Da  die 
beiden  den  Winkel  A^^120^  einschliessenden  Kanten  gleich, 
die  den  Winkel  -4i  =  90^  einschliessenden  Kanten  im  allge- 
meinen ungleich  sind,  so  sind  von  den  sphärischen  Ecken 
des  Netzes  die  acht  dreiflächigen  regulär,  die  sechs  vier- 
flächigen  halbregulär,  während  in  jeder  der  zwölf  veränder- 
lichen Ecken  der  2**'*  Gruppe  sich  je  zwei  Winkel  A^  und 
zwei  Winkel  Ä^  vereinigen. 

Die  Scheitel  der  acht  regulär- dreiflächigen  Ecken  müssen 
nun  mit  den  Eckpunkten  (7  eines  Hexaedemetzes,  die  Scheitel 
der  sechs  halbregulär  -  vierflächigen  Ecken  mit  den  Eck- 
punkten A  des  konjugierten  Oktaedemetzes  zusammenfallen. 
Denn  betrachtet  man  (s.  Fig.  21a)  vier  in  dem  Scheitel  des 
rechten  Winkels  A^  zusammenstossende  Vierecke  des  Netzes, 
so  müssen  die  vier  Scheitelpunkte  C^^C^yC^^Ci  ^^^  regulär- 
dreiflächigen Ecken  die  Eckpunkte  eines  regulären  Vierecks 
bilden.  Aus  der  Kongruenz  der  gleichschenkligen  Dreiecke 
Cilrj  62^  Gl  Lg  ^8  f*ö^g*  Bher,  dass  das  Viereck  A^B^CiB^, 
dessen  Inhalt  den  24^''  Teil  der  Kugelfläche  beträgt,  nur  die 
Grenzfläche  des  Netzes  eines  Deltoidikositetraeders  XXI 
sein  kann. 

Damit  ergiebt  sich  folgende  einfache  Konstruktion  eines 
Diakisdodekaedernetzes  XXIII: 

Man  trage  auf  den  Hauptkreisen  a  des  Hexakisoktaeder- 
netzes  XV  von  jedem  der  Oktaedereckpunkte  A  aus  auf  dem 
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einen  nach  beiden  Seiten  einen  Bogen  f«)  &uf  dem  andern, 
darauf  senkrechten,  einen  Bogen  90^  — Sa  ab  und  verbinde 
jeden  der  so    erhaltenen  Punkte  L  mit  den  beiden  nächst 
benachbarten  Hezaedereckpunkten  C  durch   Hauptkreise  (s. 
Kg.  21/3,  in  welcher  -41^2 «« -4j i^  «  ^gL,  —  -4,  Z/g  -«...-=  fa, 
Ä^Li ^A^L^-^  4^X5 •=  A^L^  —  ...«==  90®  —  fa  ist). 
^     Jedes  Oktantendreieck  wird  hierdurch  in  drei  Vierecke 
von  der  geforderten  Beschaffenheit  zerlegt,  welche  im  Mittel- 
punkte  C  unter  Winkeln  von    120®  zusammenstossen,  und 
ebenso  in  den  sechs  Punkten  A  und  in  den  zwölf  Punkten  L 
die   sphärischen   Ecken    von    der   verlangten   Beschaffenheit 
bilden*    Je  zwei  längs  einer  Kante  anstossende  Vierecke  des 
Netzes    XXIII    sind    symmetrisch    gleich,    so    dass   die 
24  Flächen  in  zwei  Gruppen   von  zwölf  rechten  und  zwölf 
linken  Flächen  zerfallen.     Wir  bezeichnen  das  Netz  XXIII 
hiemach  als 
XXIII     sphärisches  (6+ 8+ 12)-eckiges  2.12-Flach. 
Man  kann  sich  die  Grenzfläche  des  Netzes  XXIII  und 
das    Netz   selbst   auch   einfach    aus   dem  Netze   XXI   eines 
Deltoidikositetraeders  dadurch  entstanden  denken,  dass 
von    dem   einen   der  durch  die   Diagonale  A^C^    gebildeten 
Dreiecke   A^B^C^    des  Vierecks  A^B^^C^B^    das  rechtwink- 
lige Dreieck  B^C^L^  abgeschnitten  und  an  der  Kante  B^C^  an 
das  andere  Diagonaldreieck  A^B^G^  angefügt  wird.  (Fig. 21a.) 
Die  zwölf  auf  den  Hauptkreisen  a  beweglichen  Punkte  L 
dieses  Netzes  sind  die  Hälfte  der  24  Eckpunkte  eines  Netzes  X' 
eines   (6 -f  8) -flächigen  6.4-Ecks  (§  20,8).     Und  zwar  ist 
Ton   den  Eckpunkten  eines  solchen  Netzes  von  je  zwei  in 
Beziehung   auf  einen   Hauptkreis   h   symmetrisch  liegenden 
Punkten  nur  einer  beizubehalten. 

Das  durch  solche  zwölf  Eckpunkte  L  allein  bestimmte 
gleicheckige  Netz  wird  im  §  45  als  ein  dem  Netze  eines  sym- 
metrischen Pentagondodekaeders  XXIX  zugeordnetes 
Netz   auf  andere  Weise  erhalten  und  betrachtet  werden. 

2.  Wir  wollen  die  Winkel  und  Kanten  einer  Grenzfläche 
des  Netzes,  z.  B.  von  A^L^C^L^^  in  folgender  Weise  be- 
zeichnen : 
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deo  Winkel  Ä^  mit  dem  Scheitel  A^  durch  J^^90\ 

n  ;»        -^2     »        «  »  -^        n       -^ij-^i   •  -"s 

„  „        -^4     „       „  „         Xij       „      Z^gl  «=  180  , 

die  den  Winkel  C^  einschliessenden  Kanten  C^L^^CiL^^^aj 

die  Kante  Ä^Li^yi, 

setzen. 

Dann  lassen  sich  die  Elemente  einer  Grenzfläche  in  ein- 
facher Weise  z.  B.  durch  die  Variabele  Ba^  den  Abstand  des 
Punktes  L^  von  Ä^y  ausdrücken.  Die  sämtlichen  möglichen 
Varietäten  der  Netze  XXTP  resultieren,  wenn  e«  die  Werte 
von  0^  bis  45^  annimmt,  wobei  der  Punkt  L^  den  Bogen  A^B^^ 
der  Punkt  X^  den  Bogen  A^B^  durchläuft  (vergl.  Fig.  21  y). 
Für  45® >  ea>  90*  resultieren  dieselben  Netze,  wie  flür 
0<fa®<45®,  nur  in  anderer  Stellung,  Dem  Werte  ^«^45® 
entspricht  das  Deltoidikositetraedernetz  XXI. 

Die  Beziehungen: 

cos  €a  +  Sif^  «« 


55/5) 


l 


cos  a  =  sin  rj .  cos  (45  *  —  f «)  = 


cotg  Z/j  =  —  cöf(7  Z/g  —  cos  f o  — -  s/n  f  „ , 

cos  L^  Lj  =»  J  sin  2  £« 

gestatten   in   einfacher  Weise   die  Art  der  Veränderlichkeit 
der  Elemente  des  Netzes  XXIII  zu  verfolgen. 

3.  Die  einzigen  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  des 
Netzes  XXIII  sind  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a.  Was 
die  Axen  dieses  Netzes  anlangt,  so  sind  es  dieselben,  wie 
diejenigen  eines  regulären  Tetraedernetzes  III  (§  11,  2), 
nämlich  zwei  Gruppen  von  je  vier  gleichen  dreizahligen 
Axen  OC  und  drei  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten^ 
gleichen,  zwei  zähligen  Axen  OA.  Es  sind  dieser  Be- 
schaffenheit entsprechend  auch  die  acht  regulär- dreiflächigea 
Ecken  mit  den  Scheiteln  C  —  als  Teile  des  Netzes  be- 
trachtet —  in  zwei  Gruppen  von  je  vier,  deren  Scheitel  den 
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Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraedemetze  entsprechen, 
zusammenzufassen.  Die  sechs  Ebenen  der  Hauptkreise  b 
kommen  dagegen  dem  Netze  XXIII  nicht  als  direkt  sym- 
metrische Mittelebenen  zu. 

Wiewohl  daher  das  Netz  XXIII  ebenso  wie  die  voll- 
zähligen Netze  die  Eigenschaft  hat,  dass  zu  jeder  Grenz- 
fläche die  Gegenfläche  und  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  im 
Netze  vorhanden  ist  (vergl.  §  13,2)^  so  bietet  es  doch  anderer- 
seits Eigentümlichkeiten  dar^  welche  den  hemigonischen  und 
hemiedrischen  Netzen  zukommen.  Dies  besondere  Verhalten 
wird  unter  4—6  bei  Betrachtung  der  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netze  und  der  entsprechenden  Polyeder  deutlich 
hervortreten. 

Einem  Vierecke  des  Diakisdodekaedemetzes  XXIII  lässt 
sich  weder  ein  Kreis  um-  noch  einschreiben.  Die  erste  Eigen- 
schaft, zufolge  deren  dem  Netze  kein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  ein-  und  kein  gleicheckiges  umgeschrieben 
werden  kann,  ergiebt  sich  einfach  daraus^  dass  die  Summe 
zweier  gegenüberliegenden  Winkel  {Ä^^  +  C^  «90H  120^=210«) 
niemals  der  Summe  der  beiden  anderen  Winkel  L^  +  -^g  =  180^ 
gleich  ist.  Die  zweite  Eigenschaft  folgt  daraus,  dass  die 
Summe  zweier  gegenüberliegenden  Kanten  («-1-90^—6«)  der 
Summe  der  beiden  anderen  Kanten  («  +  f«)  nur  in  dem  Grenz- 
falle fa»  45^  gleich  wird,  oder  auch  daraus,  dass  der  Hal- 
bierungskreis des  Winkels  Ä^  durch  C^^  geht,  während 
der  Halbierungskreis  des  Winkels  C^  die  gegenüberliegende 
Kante  A^L^^  in  einem  Punkte  S^  schneidet  (s.  Fig.  21  y). 

Dabei  ist: 

'  tang  A^  C^  S^ «  YStang  (45^  -  £«) , 

tang  Sa 


55y) 


tang  S^  B^ 


[ 


2  —  tang  Ba 
tang  A^S^^l  —  tang  «a. 

4.  Wird  im  Innern  einer  Grenzfläche  (z.  B.  A^L^C^L^) 

^n  Punkt  Pj  angenommen,  so  erhalt  man,  wenn  die  sämt- 

Xichen  homologen  Punkte  der  24  Grenzflächen  —  und  zwar 

je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  derselben  benachbarte  — 

Hess,  Kagelteilong.  10 
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darch  Hauptkreisbogen  yerbunden  werden^  ein  gleicheckiges 
Netz,  welches  aber  im  allgemeinen  dem  Netze  XXIII  un- 
symmetrisch zugeordnet  ist  (vergl.  §  30,  4).  Denn  bei 
beliebiger  Lage  des  Punktes  P^  liegen  zwar  immer  je  vier 
homologe,  um  einen  Punkt  A  gruppierte  Punkte,  symme- 
trisch zu  den  Hauptkreisen  a,  welche  die  Kanten  y^  und  y^ 
bilden,  dagegen  liegen  je  drei  um  einen  Punkt  C  gruppierten 
homologen  Punkte  P zu  den  Kanten  (Cj L^ ^^C^L^^  G^ L^  —  «) 
nur  dann  symmetrisch,  wenn  der  Punkt  P^  auf  dem  Hal- 
bierungskreise G^S^  des  Winkels  G^  liegt. 

Die  sämtlichen  einem  Netze  XXIII  symmetrisch  zu- 
geordneten (oder  in  dem  früheren  Sinne  zugeordneten) 
gleicheckigen  Netze  XXIII '  werden  also  erhalten,  wenn  der 
Punkt  P^  und  die  zu  ihm  homologen  auf  dem  Hauptkreis- 
bogen G^  Si  gewählt  werden;  alle  Punkte  P  liegen  in  diesem 
Falle  symmetrisch  zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XXIII, 
welches  daher  das  Symmetrienetz  des  gleicheckigen  Netzes 
darstellt. 

Jedes  derartige  gleicheckige  Netz  XXIII '  (s.  in  Fig.  21^ 
das  punktiert  gezeichnete  Netz)  hat  2.12  gleiche  yierflächige 
sphärische  Ecken,  von  denen  je  zwei  benachbarte  symme- 
trisch gleich  sind.  Die  Grenzflächen  sind  einmal  sechs  halb- 
reguläre (2 -f  2) -kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A, 
femer  acht  reguläre  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  and 
endlich  zwölf  symmetrische  viereckige  Grenzflächen  mit  je 
zwei  gleichen  benachbarten  Winkeln  und  mit  zwei  gleichen 
gegenüberliegenden  Kanten,  sog.  sphärische  Paralleltrapeze, 
deren  Mittelpunkte  die  Punkte  L  sind.  Diese  gleicheckigen 
Netze  werden  daher  passend  als 

XXIII'    sphärische  (6-f  8 -f  12) -flächige  2.12-Ecke 

bezeichnet 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  von  zwei  veränder- 
lichen Grossen  ab,  da  einem  jeden  durch  einen  Wert  für 
Ba  bestimmten  Diakisdodekaedemetze  alle  diejenigen  gleich- 
eckigen Netze  (symmetrisch)  zugeordnet  sind,  deren  Eck- 
punkte homologe   Punkte    der  Halbierungskreisbogen   C^  S^ 
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sind.  Nimmt  also  ia  alle  Werte  von  0^  bis  45^  an,  d.  b. 
beschreibt  der  Punkt  L^  den  Bogen  Bj^A^'^^b^  (und  der 
Punkt  L^  den  Bogen  AiJB^'^ib^)^  so  wird  der  zugehörige 
Halbierungskreis  C^S^^  indem  er  sich  aus  der  Lage  Äj^B^ 
in  diejenige  A^^  C^  dreht,  das  Hexakisoktaederdreieck  A^^  B^  C^ 
beschreiben.  Die  2 .  12  zusammengehörigen  Eckpunkte  eines 
gleicheckigen  Netzes  können  daher  auch  einfach  dadurch  er- 
halten werden,  dass  man  von  den  48  Eckpunkten  des  Netzes 
XY'y  welches  dem  Hexakisoktaedemetze  zugeordnet  ist,  die 
Hälfte  weglässt,  d.  h.  von  je  sechs  um  einen  Punkt  C  grup- 
pierten nur  drei  abwechselnd  aufeinander  folgende  beibehalt, 
so  dass  die  Symmetrie  der  Gruppierung  in  Beziehung  auf  die 
Hauptkreise  a  bestehen  bleibt.  Von  den  acht  ursprünglich 
um  einen  der  Punkte  A  gruppierten  Punkte  werden  dann 
nur  der  erste,  vierte,  fünfte,  achte  oder  der  zweite,  dritte, 
sechste ;  siebente  beibehalten  (vergl.  die  Numerirung  der 
Eckpunkte  P  in  Fig.  21/3). 

Jedes  gleicheckige  Netz  XXIH'  ist  hiemach  auch  als 
eine  bestimmte  Hemigonie  des  gleicheckigen  Netzes  XV' 
zn  betrachten,  wiewohl  ebenso  wie  bei  den  vollzähligen 
Netzen  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  und  zu  jeder  Fläche 
die  Gegenfläche  im  Netze  vorhanden  ist  (vergl.  s). 

Eine  dem  Netze  XXIII  konjugierte  oder  eine  Archi- 
medeische  Varietät  des  Netzes  XXIII'  kaim  es  nicht 
geben  (vergl.  s). 

5.  Wir  bezeichnen  die  Abstände  eines  auf  dem  Halbie- 
rongskreise  C^S^  angenommenen  Punktes  P^  von  A^  und  C^  wie 
früher  bez.  mit  £'«  und  c'c,  den  Winkel,  welchen  der  Haupt- 
kreisbogen A^  Pj  mit  A^  B^  bildet,  mit  %^a  (vwgl.  §  27,  6), 
femer  die  bez.  auf  den  Kanten  a,  y^  und  y^  des  Symme- 
trienetzes senkrecht  stehenden  Kanten  durch  ct',y\,y'^y  (s. 
Fig.21y:  P^ Ji-P, J,-^«',  P^H,^ir\,  PrH,^ir',)i 
die  von  diesen  Kanten  eingeschlossenen  und  bez.  den  Winkeln 
^1 ,  Cj ,  ij ,  i,  gegenüberliegenden  Winkel  durch  A\ ,  C\, 
L\^L\  und  die  beiden  Teilwinkel,  in  welche  der  Winkel 
-4'j  durch  den  Hauptkreisbogen  A^  P^  zerlegt  wird,  durch  Ä\^ 

10* 
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Ä"\.  Dann  können  die  Elemente  eines  Netzes  XXIII'  ent< 
weder  direkt,  wie  diejenigen  des  yollzähligen  Netzes  XV'  durch 
die  beiden  Veränderlichen  c'a,  ^a^  oder  auch  durch  eine  dieser 
beiden  Veränderlichen  und  die  Grösse  Sa^  deren  Wert  die 
Varietät  des  Symmetrienetzes  XXIII  bestimmt,  ausgedrückt 
werden.    Man  erhält  leicht  die  folgenden  Beziehungen: 


55*) 


sin  \  a'—  "l^yS  sin  b\  ,   cos  e'e 


cos  e'a  +  (cos  ^  a  +  SIH  d'a)  Stn  f\ 


sin  "1^  y 'i  —  sin  «'«  sin  d'a ,    s«w  i  y  'g  —  sin  «'« .cosd'a^ 
cotg  A!\  ==  cos  i\  tang  d'a , 
cotg  A"\  —  cos  s'a  cotg  d'a  f 


LI         Tf   Afff         Äff 


und  femer  (vergl.  55«)  bis  y)  ergiebt  sich  zwischen  Sa  einer- 
seits und  s^a  und  d'a  andererseits  die  Relation: 


55a) 


tangsa 


cos  d'a  —  cotg  €\ 
sind' a— cotg  b\ 


Bezeichnet  man  den  Abstand  A^  8^  durch  £"«;  so  besteht 
zwischen  .  den  beiden  Grossen  Sa  und  a' a  die  einfache  Be- 
ziehung (vergl.  55  y): 


55  g) 


tang  Sa  +  fang  ^\  =  1 5 


d.  h.  wenn  man  auch  auf  Ä^  A^  einen  Punkt  fi,  im  Abstand 
A^Si^=^Ba  annimmt,  so  sind  S^  und  S^  konjugierte  Punkte 
eines  involutorischen  Systems,  dessen  Doppelpunkte  ein* 
mal  der  Punkt  /So,  für  welchen 


55i^) 


tangta^l 


2 


(vergl.  51  y'  und  21  y)  ist,  d.  h.  der  Schnittpunkt  des  Hai- 
bierungskreises  des  Winkels  A^  C^  B^  mit  A^  A^  und  zweitens 
der  Punkt  A^  sind  (vergl,  §  45,  7,  Formel  66t/). 
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6.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XXIII' 
eingeschrieben  werden  kann,  hat  24  gleiche  (zwölf  rechte 
und  zwölf  linke)  Tierflächige  Ecken;  seine  Grenzflächen  sind 
sechs  Rechtecke  (Hexaederflächen),  acht  reguläre  Dreiecke 
(Oktaederflächen)  und  zwölf  gleichschenklige  Paralleltrapeze 
(deren  Flächen  für  sich  ein  symmetrisches  Pentagondode- 
kaeder, die  im  §  45  noch  zu  betrachtende  Hemiedrie  des 
(6 +  8)- eckigen  6.4-Flachs,  einschliessen). 

Das  Polyeder,  welches  hiernach  passend  als 

[XXin'J  gleicheckiges  (6  +  8  + 12).flächiges  2.12-Eck 

bezeichnet  wird,  lässt  sich  (vergl.  4  am  Ende)  als  eine  be- 
stimmte Hemigonie  des  gleich  eckigen  (6  +  8+  12)-f  lächigen 
2.24-Ecks  [XV]  (§  27,4)  erhalten. 

Das  gleichfiächige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XXIII' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben  werden  kann,  ist  das 

[XXni]   gleichflächige  (6  + 8  +  12)-eckige  2.12-Flach 

oder  Diakisdodekaeder,  welches  Ton  zwölf  rechten  und 
zwölf  linken  unsymmetrischen  Vierecken  begrenzt  ist  und 
sechs  yierflächige  halbreguläre,  acht  dreiflächige  reguläre  und 
zwölf  symmetrisch-yierflächige  Ecken  besitzt.  Die  Scheitel 
dieser  Ecken  entsprechen  bez.  den  Eckpunkten  eines  Okta- 
eders, eines  Hexaeders  und  der  unter  XXIX'  im  §  45  noch 
zu  betrachtenden  Hemigonie  eines  (6  + 8) -flächigen  6. 4 -Ecks; 
die  Projektionen  dieser  Eckpunkte  auf  die  Kugel  sind  die 
Eckpunkte  des  gleichflächigen  Netzes  XXIII. 

Das  Diakisdodekaeder,  welches  dem  eingeschriebenen 
gleicheckigen  Polyeder  polar  entspricht^  lässt  sich  ebenso 
als  eine  bestimmte  Hemiedrie  des  Hexakisoktaeders  durch 
Unterdrückung  von  24  Flächen,  welche  die  Berührungsebenen 
an  den  24  oben  angegebenen  Punkten  sind;  erhalten.  Man 
bezeichnet  diese  Art  der  Hemiedrie  wohl  auch  als  parallel- 
flächige oder  dodekaedrische. 

Die  weiteren  Beziehungen  für  diese  Polyeder  ergeben 
sich  aus  den  für  das  sphärische  Netz  XXIIF  aufgestellten 
Formeln  ohne  Schwierigkeit. 


150    Drittes  Kap.  Bestimmung  d.  einf.  gleichflächig.  u.  d.  etc.  Netze. 

§  89.  Hanptaxige  Deltoidnetze  XXIY  nebst  den 

zugeordneten  gleicheekigen  Netzen  XXIY'  nnd 

den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Wir  betrachten  zunächst  den  besondem,  aber  wichtigen 
Fall  der  in  §  37,  8  kurz  charakterisierten  Netze,  in  welchem 
von  den  drei  Winkeln  ^,  Ä^,  Ä^  zwei  und  zwar  A^  und  A^ 
einander  gleich  sind,  also  die  Beziehungen  gelten  (vergl. 
54a)  bis  y): 

w  — 2vi,  ft*="2,  ^',«-2^1. 

Aus  der  geforderten  Beschaffenheit  der  2v^  gleichen 
dreiflächigen  sphärischen  Ecken  ergiebt  sich,  dass  auch  im 
Falle  eines  geraden  v^  die  beiden  den  Winkel  A^  ein* 
Bchliessenden  Kanten  gleich  sein  müssen  und  daher  auch, 
wegen  A^^A^^  die  beiden  den  Winkel  A^  einschliessenden 
Kanten  einander  gleich  sind:  die  Orenzfläche  ist  also  ein 
symmetrisches  Viereck  (Deltoid). 

Da  sich  die  Scheitel  der  beiden  reguläreu  r^- flächigen 
Ecken  als  Gegenpunkte  entsprechen  müssen,  so  kann  man 
ein  solches  Netz  aus  einem  regulären  Zweiecksnetze  II 
(§  10)  f&r|>-»2i/i  einfach  dadurch  erhalten,  dass  man  Yon 
dem  Scheitelpunkte  A  und  dessen  Oegenpunkte  A'  (den  End- 
punkten der  Hauptaxen)  abwechselnd  auf  den  Halbkreisen 
einen  Bogen  «£«  abschneidet  und  die  so  erhaltenen  auf- 
einander folgenden  Punkte  durch  Hauptkreisbogen  verbindet 
—  also  das  Skalenoedernetz  XYIH  (§  30,  l)  konstruiert. 
Durch  Vereinigung  je  zweier  längs  einer  (stumpfen)  Kante 
180^  — Ca  aneinander  stossenden  Dreiecke  dieses  Skalenoeder- 
netzes  resultiert  das  Netz  XXIY. 

Wenden  wir  dieselben  Bezeichnungen  wie  bei  dem  Ska- 
lenoedernetze  XYIII  (§  30,  2)  an  (s.  die  Fig.  22a  (v,  »3), 
22/J  (vi-4),  22y  (vi«=5),  so  sind  (für  v^^p^'^p): 

die  beiden  gleichen  Kanten  AD^^AD^  durch  di^^a 
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der  Winkel  ^^  mit  dem  Scheitel  A  durch  Ä^ 


360' 
P 


die  Winkel  A^  and  A^  mit  den  Scheiteln  D^  und  D,  durch 

der  Winkel  J,  mit  dem  Scheitel  D^  durch  -D2  =  360<>-2 

zu  bezeichnen.  Die  Winkel  Ä  und  2),  sind  bez.  das  Doppelte 
der  entsprechend  bezeichneten  Winkel  der  Grenzfläche  des 
Skalenoedemetzes  XVIII. 

Für  die  Elemente  einer  Grenzfläche  bestehen  die  ein- 
fachen Beziehungen  (vergl.  §  30,  Formel  Söe)  &ir p^^p) 


56ß) 


cos-fa 


90^ 
sin  Sa  cos ? 


360^ 


tangD 


fang 


90* 


COS€^ 


D^^B^^D,    -|.D,  =  180^-2), 

^^D^^dg-lSO^-^a,  sin\D^D^^sin\ß 

.    180^ 
sin  Sa  stn ; 

p 

900 
cotg  C  =  fang  Sa  sin 1 


wo  C  wiederum  den  Neigungswinkel  einer  Kante  a  gegen  den 
Äquator  a  Yon  A  bedeutet.  Die  Elemente  des  Netzes  XXIV 
hängen  bei  einem  für  j9-»3,  4,...  angenommenen  Werte  von 
einer  veränderlichen  Grosse  ab^  als  welche  Sa  passend  ge- 
wählt wird.     Durchläuft   f«  die  Werte  von  0^  bis  90^,  so 

900 

nimmt   der  Winkel  D  die  Werte  zwischen  180® und 

P 

90®  an.  Den  Werten  fa=-90®  und  jD-90®  entspricht  das 
Doppelpyramidennetz  VIII. 

2.  Die  Kanten  ^,  welche  auf  den  Haupthalbkreisen  eines 
regulären  Zweiecksnetzes  II  liegen,  werden  passend  als  End- 
oder Scheitelkanten,  die  Halbmesser  OA  und  OJ."als 
Hauptaxen  des  Netzes  bezeichnet.  Die  Gesamtheit  der 
Kanten  a  bildet  wie  beim  Skalenoedernetze  einen  sog. 


152    Drittes  Kap.  Begtimmung  d.  einf  gleichflächig,  u.  d.  etc.  Netze. 

Kronrand  (vergl.  §  30,2),  so  dass  jede  Randkante  unter 
demselben  Winkel  C  gegen  den  Äquator  a  geneigt  ist. 

Die  j)  Ebenen  der  Endkanten  sind  direkte  Symme- 
trieebenen  des  Netzes,  während  die  Ebene  des  Äquators  o, 
deren  Hanptkreis  die  Randkanten  in  den  Punkten  C  halbiert, 
keine  solche  direkte  Symmetrieebene  ist. 

Die  Eckpunkte  Dj,  Ds...  Dfp  —  i  und  D,,  D^  ...  D$p 
sind  (yergl.  §  30, 2)  die  Hemigonie  eines  sphärischen 
(2 +  2jp)-f lächigen  4i>.Ecks  VIII'  (§  16,7). 

Auch  bei  diesem  Netze  XXIY  sind  die  beiden  Haupt- 
axen  OÄ  und  OÄ^  p-zählige  Azen,  die  nach  den  2p 
Kantenmittelpunkten  C^,  C^s,...C2j9  gerichteten  Halbmesser 
zweizählige  Axen. 

Das  hauptaxige  Deltoidnetz  XXIY  wird  mit  Rücksicht 
auf  die  angegebenen  Eigenschaften  auch  als 

kronrandiges  sphärisches  (2  +  2j7)-eckiges  2^-Flach 

bezeichnet. 

3.  Einem  Netze  XXIV  kann  im  allgemeinen  kein  ent- 
sprechendes gleichflächiges  Polyeder  eingeschrieben  werden, 
da  dem  Deltoide  AD^D^D^  sich  im  allgemeinen  kein  Kreis 
umschreiben  lässt.  Für  einen  angenommenen  Wert  von  p 
giebt  es  nur  eine,  einem  bestimmten  Werte  von  Sa  ent- 
sprechende Varietät,  welcher  ein  *Kreis  umgeschrieben  werden 
kann,  nämlich  diejenige,  für  welche 

56  y)  tang*  ^Sa'^cos 

oder 

cos  fa  —  tang^  — 

P 

und  der  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises 

56yO  ü-90«--i-£a 

ist. 

Diese  Varietät  wird  z.  B.  einfach  dadurch  bestimmt, 
dass  für  sie  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Winkel 
des  Vierecks  der  Summe  der  beiden  anderen  gleich  sei.    Aus 
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2D«2rL+360«-22)  folgt  D«  — +  90«  und  damit  aus 
P  P 

56/3)  sofort  die  angegebene  Beziehung  56 y). 

Die  Formel  56y)  entspricht  dem  in  §  30;  4  besprochenen 
Übergangsfall,  wie  denn  die  Formel  36 1;)  fär  den  Über- 
gaDgsfall  (»)  und  fär  j}^  *-j>  genau  in  die  Formel  56y) 
übergeht. 

Dem  besonderen  Netze  56^^)  lässt  sich  daher  ein  ent- 
sprechendes gleichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  umschreiben  (vergl.  unter  7.). 

Dagegen  kann  jedem  sphärischen  Netze  XXIY  ein  Kreis 
eingeschrieben  werden^  dessen  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt 
des  Symmetriekreises  AD^  ^^^  ^^^  Halbierungskreise  des 
Winkels  D^  oder  D,  ist  und  dessen  Radius  leicht  durch 
die  das  Viereck  bestimmenden  Grössen  ausgedrückt  werden 
kann. 

Zwei  besondere  Varietäten  der  Netze  XXIV  sind  noch 
bemerkenswert,  auf  welche  schon  früher  hingewiesen  wurde. 
Einmal  ist  dies  diejenige  Varietät,  bei  welcher  die  Deltoide 
in  Rhomben  übergehen;  diese  bereits  im  §31,3  als  (vi— p) 

XXIVa)    hauptaxige  sphärische  (2  4-2|7)-eckige 

Rh  omben-2jp- Flache 

erwähnten  Netze  sind  durch  die  Bedingungen  und  Relationen 
(vergl.  Formel  43)  charakterisiert: 


56  (J) 


a  =  (J«f^,   A^D^,  2>«-?^180% 


f«  1 


sin     « 


2      ^       90 


0 


2  cos 


P 


Die  zweite  bemerkenswerte  Varietät  ist  diejenige,  für 
welche  A-Dj^Dj«  120<^  ist,  die  2p  dreiflächigen  Ecken 
also  regulär  werden  und  die  beiden  Kanten  a  von  dem  ein- 
geschriebenen Kreise  in  deren  Mittelpunkten  C  berührt 
werden.    Diese  im  §  34,  4  unter  XXIVb)  bereits  aufgeführte 
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Archimedeische  Varietät  ist  durch  die  Beziehungen  (yergl 
Formel  50) 


56s) 


1  90" 

Di  =  2),«2>3  =  1200,  cosfa j=tang^^j 


.     .  2      .   90^ 


<;harakteri8iert. 

Für  den  Wert  |)— 3  fallen  diese  beiden  Varietäten  XXIVa) 
und  b)  und  die  durch  die  Werte  66y)  bestimmte  Varietät 
in  eine  zusammen,  indem  das  reguläre  Hexaedernetz  Yl 
resultiert. 

4.  Wenn  man  zu  einem  beliebig  auf  der  Symmetrie* 
•diagonale  ÄD^  angenommenen  Punkte  P^  die  homologen 
Punkte  sämtlicher  Vierecke  eines  Netzes  XXIV  konstruiert 
nnd  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  dieses  Netzes  be- 
nachbarten Punkte  durch  Hauptkreisbogen  verbindet,  so 
«rhält  man  ein  gleicheckigcs  Netz,  welches  aber  im  allge- 
meinen dem  Netze  XXIV  unsymmetrisch  zugeordnet  ist 
Denn  von  den  Hauptkr^isen  dieses  gleicheckigen  Netzes 
stehen  zwar  diejenigen,  welche  je  p  um  einen  der  Scheitel- 
punkte Ä  gruppierte  Punkte  successive  verbinden,  auf  den 
Hauptkreisen,  deren  Bogen  -»fa  ist,  senkrecht.  Dagegen 
steht  derjenige  Hauptkreis,  welcher  zwei  auf  den  beiden 
Seiten  einer  Randkante  liegende  Punkte  P  verbindet,  wiewohl 
er  immer  durch  den  Mittelpunkt  derselben  hindurchgeht, 
doch  auf  dieser  Randkante  im  allgemeinen  nicht  senkrecht 
Dies  tritt  nur  dann  ein,  wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt 
des  dem  Dreiecke  D^D^D^  umgeschriebenen  Kreises^  d.  h. 
der  Schnittpunkt  eines  im  Mittelpunkt  C  der  Randkante 
senkrecht  zu  dieser  errichteten  Hauptkreisbogens  mit  der 
Symmetriediagonale  AD^  ist. 

Ist  der  Punkt  P^  dieser  bezeichnete  Punkt,  so  ist  das 
gleicheckige  Netz,  dessen  Eckpunkte  die  samtlichen  zu  P^ 
homologen  Punkte  sind,  dem  Netze  XXIV  symmetrisch 
zugeordnet,  da  alsdann  alle  Punkte  P  zu  je  zweiea  sym- 
metrisch zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XXIV  liegen. 
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Einer  jeden  Varietät  der  Netze  XXIY,  welche  f&r  einen 
angenommenen  Wert  des  p  einem  bestimmten  Werte  f&r  <« 
entspricht,  ist  also  ein  gleicheckiges  Netz  XXIV  symme- 
trisch zugeordnet.  Ein  solches  gleicheckiges  Netz  hat 
2p  kongniente  yierflächige  sphärische  Ecken;  seine  Grenz- 
flächen sind  einmal  zwei  reguläre  |)-Ecke,  deren  Mittel- 
punkte A  und  A!  sind  und  deren  Kanten  d'  auf  den  Kanten  d 
senkrecht  stehen,  sodann  2p  gleichschenklige  Dreiecke,  deren 
Basen  die  Kanten  d'  sind,  deren  Schenkel  a'  auf  den  Rand- 
kanten a  des  Netzes  XXIY  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht 
stehen  und  einen  ähnlichen  Kronrand  bilden,  wie  diese 
(s.  in  den  Fig.  22a,  22/},  22y  die  punktiert  gezeichneten 
Teile).  Man  kann  den  einen  Kronrand  dem  andern  kon- 
jugiert nennen,  da  die  Kanten  beider  sich  gegenseitig 
halbierend  aufeinander  senkrecht  stehen.  Man  kann  diese 
Netze  XXIY  daher  auch  als 

XXIY'     sphärische  kronrandige  (2-f  2j))-flächige 

2i)-Ecke 
bezeichnen. 

Die  Eckpunkte  P  eines  gleicheckigen  Netzes  XXIY' 
sind  also  ebenso  wie  die  Eckpunkte  B  des  konjugierten 
Randes  die  Hemigonie  eines  sphärischen  (2 -h  2 j>)- flächigen 
4i7-Eck8  YIII'  (§  16,  7,  vergl.  unter  2.  dieses  Paragraphen 
und  §'  30,  2),  dessen  Seitenkanten  auf  den  Symmetriehaupt- 
kreisen der  Deltoide  des  Netzes  XXIY  liegen«  Durch  die 
successive  Yerbindung  je  eines  Eckpunktes  des  obem  (untern) 
regulären  2j9-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des  untern 
(obern)  wird  der  Kronrand  erhalten,  und  die  Yerbindung 
der  so  bestimmten  p  oberen  und  p  unteren  Punkte  durch 
die  Diagonalen  der  Endflächen  liefert  die  Kanten  der  regu- 
lären Endflächen  des  Netzes  XXIY'. 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  Ton  einer  veränder- 
lichen Grosse  ab,  da  jeder  Yarietät  der  Netze  XXIY  auch 
nnr  eine  Yarietät  der  Netze  XXIY'  zugeordnet  ist.  Das  der 
durch  die  Werte  b&y)  bestimmten  Yarietät  zugeordnete  Netz 
ist    das   einzige,    welches    seinem   Symmetrienetze    zugleich 
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konjugiert  ist  (vergl.  unter  5.  56t),  während  das  der  Archi- 
medeischen  Varietät  XXIVb)  (56 £)  zugeordnete  Netz  die 
einzige  zugleich  gleichkantige,  also  die  Archimedeische 
Varietät  der  Netze  XXIV  darstellt. 

5.  Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  P^  von  A  mit 
£^09  die  Entfernung  desselben  von  den  drei  Punkten  B^^D^^D^ 
mit  £'<f,  die  von  den  Kanten  d'  und  a'  eingeschlossenen  und 
bez.  den  Winkeln  A^B^^  D^=^D  und  B^  des  Vierecks 
gegenüberliegenden  Winkel  durch  A\B\^B\^B^  und 
B\y  so  bestehen  folgende  einfache  Beziehungen  zwischen 
den  Elementen  des  Netzes  XXIV  und  denjenigen  des  Sym- 
metrienetzes XXIV: 


cos  -J-  a'  =  sm  £  « <^^  —  > 


"SinB^d'SinB^ 


180® 
565)  { cotg\  A!  =  cos s'atang ,  cotg-iB\^-'Cos^dio.ngD 


cos  a'a  ,       90<>  ,       ,  90<^ 
tang  —  —  cos  «  «  cotg  —  ? 

COSBa  p  P 


und  femer: 


56^) 


90® 

..  +  *'.+  *'.- 1800,    «,^C'»/««,C'-^««,.'.«n-, 

^««^r  fa  tang  i\  ^ ^  > 


COS e'a ^ COS  l a cos~lä 


sm' 


,^,_cosiaCOse'^  «cof(7  JD^eo/jriD' 


fang^ 


90* 


a* 
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Aus  der  Formel 

tangso 

i  tang  «'«  — 

1 

folgt  wieder  am  (vergl.  §  30  36  x)  und  36  A),  dass  zwei  auf 
derselben  Endkante  z.  B.  AD^  in  den  Abständen  f»  und  s^a 
(gleich  den  Poldistanzen  der  Endpunkte  der  beiden  konju- 
gierten Eronränder)  von  A  liegende  Punkte  konjugierte 
Punkte  eines  inyolutorischen  Systems  sind.  Die  Doppel- 
punkte dieser  Involution  sind  die  Punkte,  in  welchen  die 
beiden  symmetrisch  gegen  den  Äquator  unter  45^  geneigten 
lind  aufeinander  senkrechten  Bandkanten,  welche  fQr 


sm 


P 


d.  h.  Ba^B^a  erhalten  werden,  den  Haupthalbkreis  AD^A^ 
schneiden. 

Für  die  durch  56^)  bestimmte  Varietät  ist  also  der 
eine  Eronrand  dem  konjugierten  Eronrand  kongruent, 
da  a  =  a'  und  C«C"  «45<>  wird. 

Für  das  seinem  Symmetrienetze  konjugierte  gleich- 
eckige Netz  ist  (vergl.  56  y) 

|f'^«f'^«i?^   also  f'a-900  — -jfa, 
sin  -J-  0 '  =  cos  -\  Ba  sin f  cos  -5-  a  =  cos-^  Ba  cos  — 

u.  s.  f.;    für   die   den  Varietäten   XXTVa)  und  XXIVb)  zu- 
geordneten Netze  werden  die  Relationen  einfach  durch  Sub 
stitntion  der  Werte  aus  56  S)  und  56  f)  iu  die  Formeln  56  rj) 
bis  56 1)  erhalten. 

Bei  der  Archimedeischei^  Varietät  XXIV'b)  wird  ins- 
besondere (vergl.  56  f): 
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tang  \  a' « tang  P-=  25m  —  =  y'S  sin  ^  a ; 


56x) 


tang  s\ 


1 


.   90 
svn  — 


-  1/  4cos* 1 


tang  i^a  — 


4sm  — 
P 


tang  €^ 


V 


4  CÖ5* 1 


Ä      2  90«     , 
4  cos* 1 

JP 

.  90« 
sin  — 


tang  Ba  tang  c'^  «  4 . 

Für  |}  -» 3  fallen  diese  drei  letzteren  Varietäten  in  die 
eine  des  regulären  Oktaedernetzes  IV^  welches  dem 
Hezaedemetze  VI  konjugiert  ist,  zusammen. 

6.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden^  dass  f&r  p  -» 3  bei 
jeder  Varietät  das  gleicheckige  Netz  durch  die  drei  voll- 
ständig ausgezogenen  Hauptkreise  eines  regulären 
Dreiecks  gebildet  wird  (s.  Fig.  22  a).  Denn  jede  Kaute  a 
des  Randes  bildet  in  diesem  Falle  die  Fortsetzung  der  Dia- 
gonale D^D^('^ß)  des  anstossenden  Vierecks,  oder  es  liegen 
von  den  sechs  Eckpunkten  des  Randes  je  zwei  aufeinander 
folgende  obere  (untere)  Punkte  mit  den  beiden  darauf 
folgenden  unteren  (oberen)  als  deren  Gegenpunkten  auf  einem 
Hauptkreise.    Es  folgt  dies  z.  B.  einfach  aus  der  Formel 


cotg 


180^ 
P 


cotg 


180' 


56A)      tangAJb^D^ ^- 


COSBa 


tang 


W 


.tangD, 


welche  für  |)  -=  3 
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tangÄD^Dy iangD,  also  AD^D^^\m^-D 

ergiebt. 

Diese  Eigenschafk  kommt  also  jedem  sphärischen  krön- 
randigen  (2 +  6) -flächigen  Sechsecke  zu. 

Für  den  hesondem  Wert  j)  —  2  reduziert  sich  das  Del- 
toid  des  v?leichflächigen  Netzes  (vergl.  56^)  wegen  -4«  180% 
ß^2sa  auf  ein  gleichschenkliges  Dreieck;  das  Netz  geht 
in  das  im  §  24  behandelte  Netz  XIV  des  tetragonalen 
Sphenoids  über.  Das  zugeorduete  gleicheckige  Netz  wird 
alsdann  das  symmetrisch -zugeordnete  Netz  XIY'  eines  tetra- 
gonalen  Sphenoids  (§  24,  4),  indem  die  regulären  Endflächen 
sich  auf  die  Gipfelkanten  /3'»2£'a  reduzieren. 

7.  Jedem  Netze  XXIV  kann  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder eingeschrieben  werden ,  welches  von  zwei  regulären 
^ -Ecken  (den  Endflächen)  und  von  2p  gleichschenkligen 
Dreiecken  (den  Rand-  oder  Seitenflächen)  begrenzt  ist  und 
2p  kongruente  yierflächige  Ecken  mit  zwei  Paaren  von  unter 
sich  gleichen  Flächenwinkeln  besitzt.  Dies  Polyeder^  welches 
hiemach  als 

JXXIV]     kronrandiges  gleicheckiges  (2-f  22))-flä- 

chiges  2|)-Eck 

zu  bezeichnen  ist,  kann  einfach  als  Hemigonie  eines  pris- 
matischen (2-h2|))-flächigen  4p- Ecks  (§  16,9),  ebenso  wie 
das  Netz  XXIV  als  Hemigonie  eines  Netzes  YIII'  (4  diese» 
Paragraphen)  erhalten  werden.  Die  Diagonalen  der  recht- 
eckigen Seitenflächen  bilden  den  Kronrand,  die  Diagonalen 
der  Endflächen  die  Endkanten  des  abgeleiteten  Polyeders. 

Das  dem  Netze  XXIV  in   seinen  Eckpunkten   umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder  ist  ein 

[XXIVJ  kronrandiges  gleichflächiges  (2  -f  2|j)-eckiges 

2i)-Flach 

oder  ein  hauptaxiges  Deltoid-2j7-Flach. 

Dasselbe  ist  von   2p  kongruenten  Deltoiden   begrenzt 
luad  hat  zwei  regulär  j?- flächige  Scheitelecken  und  2 j>  gleich- 
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schenklig  -  dreiflächige  Bandecken.  Die  in  einem  Scheitel 
konvergierenden  Kanten  sind  unter  einander  gleich,  ebenso 
die  sämtlichen,  den  Eronrand  konstituierenden  BandkanteD. 
Da  dies  gleichflächige  Polyeder  dem  gleicheckigen  polar 
entspricht,  so  kann  es  auch  als  Hemiedrie  der  geraden 
regulären  Doppelpyramiden  (§  16,  9)  erhalten  werden 
und  zwar  als  diejenige  Hemiedrie,  bei  welcher  von  den  Ap 
Flächen  der  Pyramiden  nur  die  abwechselnd  aufeinander 
folgenden  Flächen  beibehalten  werden.  Für  p  «  3  resultiert 
die  sog.  rhomboedrische  Hemiedrie,  da  in  diesem  Falle 
das  abgeleitete  Polyeder  ein  Rhomboeder  wird.  Bei  diesem 
Polyeder  schneiden  sich  (vergl.  6.)  die  Berührungsebenen, 
welche  an  je  vier  auf  einem  Hauptkreise  des  gleicheckigen 
Netzes  liegende  Punkte  P  gelegt  werden,  in  parallelen  Durch- 
schnittslinien oder  bilden  eine  sog.  Zone. 

Die  Relationen  für  diese  gleicheckigen  und  gleichflä- 
chigen Polyeder,  sowie  für  deren  besondere  Varietäten  er- 
geben sich  ohne  Schwierigkeit  aus  den  oben  aufgestellten 
Formeln.  Insbesondere  sind  die  demjenigen  Netze  XXIV, 
welches  seinem  Symmetrienetze  konjugiert  ist  (56t),  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeder  bez.  den  beiden  Polyedern, 
welche  der  Varietät  56 y)  des  Netzes  XXIV  um-  und  ein- 
geschrieben sind,  konzentrisch  und  ähnlich.  Der  Archime- 
deischen  Varietät  des  Netzes  XXIV'  entsprechen  die  Archi- 
medeischen  Varietäten  des  ein-  und  umgeschriebenen  Po- 
lyeders, für  welche  beim  gleicheckigen  Polyeder  die  gleich- 
schenkligen Dreiecke,  beim  gleichflächigen  Polyeder  die 
gleichschenklig -dreiflächigen  Ecken  regulär  werden. 


§  40.  Uanptaxige  Trapezoidnetze  XXY  nebst  den 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  XXY'  und  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.   Wir   gehen   nunmehr   zur   Betrachtung   des   allge- 
meinen Falles  der  in  §  37,  3  aufgestellten  Netze  über,   in- 
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dem  wir  die  besondere,  im  vorigen  Paragraphen  gemachte 
Yoraussetzung,  dass  unter  den  drei  Winkeln  A^^A^^Ä^  zwei 
und  zwar  A^  und  A^^  einander  gleich  seien,  aufgeben.  Für 
diese  Netze  gelten  (vergl.  54  ce  bis  y)  die  Beziehungen: 


57  a) 


A,=^^^,    ^,  +  ^3  +  ^,^360^ 


V 


1 


w=*2i/i,    /*i*=2,    ft'2^21/1. 


Auch  hier  erfordert  die  Beschaffenheit  der  2  r^  gleichen 
dreiflächigen  sphärischen  Ecken,  in  deren  jeder  die  drei 
Winkel  ^2;  ^3)  ^4  zusammenstossen,  dass  die  beiden  den 
Winkel  Aj^  einschliessenden  Kanten  —  auch  im  Falle  eines 
geraden  v^  —  gleich  sein  müssen^  während  die  beiden  den 
Winkel  A^  einschliessenden  Kanten  im  allgemeinen  von 
einander  verschieden  sein  werden. 

Wir  wollen  —  entsprechend,  wie  bei  dem  Netze  XXIV 
und  dem  Skalenoedemetze  XVIII  (§  30,  2)  —  für  die  Ele- 
mente der  Grenzfläche  dieses  Netzes  XXV;  welche  ein  un- 
symmetrisches Viereck  (Trapezoid)  darstellt,  folgende  Be- 
zeichnungen anwenden: 

Es  werden: 
die  beiden  gleichen  Kanten  AD^^AB^  durch  d=- 

„    Kante  B^D^  durch  a^,  die  Kante  B^B^  durch  a^, 

3ß00 
der  Winkel  A^  mit  dem  Scheitel  A  durch  A  = ?  (vj  «i?), 

die        „       A^  und  A^  mit  den  Scheiteln  D^  und  B^  durch 

der        „        ^8  mit  dem  Scheitel  2),  durch  B, = 360  ®  -  (A + 2),) 
bezeichnet. 

Da  die  Scheitel  der  beiden  regulär -j>- flächigen  Ecken 
sich  als  Gegenpunkte  entsprechen  müssen,  so  ergiebt  sich  fol- 
gende einfache  Konstruktion  einer  Grenzfläche  und  damit  des 
Netzes  XXV  (s.  Fig.  23  a).    Auf  den  Haupthalbkreisen  eines 

Hon,  KagelteiluDg.  11 
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360^ 
sphärischen  Winkels  (Zweiecks)  yon  der  Weite schneide 

man  von  dem  einen  Scheitelpunkt  Ä  einen  Bogen  ADi  = 
AB^^Ba  (wobei  0<£a<90®)  ab,  ziehe  sodann  einen  Haupt- 
halbkreis durch  Ä  A!^  welcher  gegen  denjenigen  AD^  A!  unter 

360^ 
einem  Winkel  x (0<x<l)   geneigt   sei;    auf    diesem 

Haupthalbkreise  schneide  man  von  A!  aus  den  Bogen  A!  D^ » ia 
ab  und  verbinde  die  Punkte  D^^D^^D^  successive  durch 
Hauptkreisbogen.  Das  Netz  XXV  resultiert,  wenn  die  an- 
gegebene Konstruktion  in  allen  Zweiecken  des  regulären 
Zweiecksnetzes  ausgeführt  wird  (s.  den  ausgezogenen  Teil 
der  Fig.  23/S  (für  i)«4)  und  Fig.  23y  (für  13  =  5).  Die  so 
erhaltene  Grenzfläche  AD^D^D^  besitzt  alle  geforderten 
Eigenschaften;  die  Diagonale  AD^^1%0^  —  Ba  zerlegt  das 
Viereck  in  zwei  Dreiecke,  yon  denen  jedes  das  Nebendreieck 
eines  gleichschenkligen  Dreieckes  ist;  die  Teilwinkel  bei  A 
sind  bezüglich: 

biß)  D^ÄD^^A^'^^K^^,  AM--^^*^-(1-x)— ' 
die  Teilwinkel  von  Do  sind: 


bly) 


die  Mittelpunkte  C^  und  C^  von  D^D^^a^  und  D^D^^-aj 
liegen  auf  dem  Äquator  a  von  A^  so  dass  die  Bogen  AC\^ 
AC2J  welche  die  Teilwinkel  A^^>  und  A^*^  halbieren,  Qua- 
dranten sind.  Die  von  einander  verschiedenen  Neigungs- 
winkel der  Kanten  D^D^^^^a^  und  D^Dj^^a^  gegen  den 
Äquator  a  werden  mit  C^  und  C^  und  endlich  die  Dif^onale 
D^Dj  durch  ß  bezeichnet. 

Dann  erhält  man  folgende  Relationen  für  die  Ele- 
mente einer  Grenzfläche,  bei  welchen  die  beiden  Grossen 
Ba  und  X  die  Rolle  der  beiden  unabhängigen  Veränderliclien 
spielen: 


57  ö) 
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,              .                 180^             1             .              .,         ,180^ 
COS  -  2  0^1  »=  Sin  Sa  COS  X ;    COS  Y  «2  =  s}n  frt  cos  (1  —  x) ? 

3600                        fangx-—                       tang(l^x)-— 
-i= ,  tangD.=^ — ?  tangDo^ ^—^ 

P  ^  cos  Sa  cos  Sa 

.    1  ^                .    180« 
sin  -;-  p  =  5?n  Sa  sm j 

COR/  Ci  «=  raw^  Sa  sin  » j    cotg  C^  =  wn^r  f^^iM  (1  —  x) j 


tangx 


P 
180« 


tangD^  p 


Für  x  =  Y  resultieren  die  Formeln  56/3)  und  die  Greoz- 
fläche  geht  in  das  Deltoid  des  Netzes  XXIV  über. 

Man  könnte  auch  die  beiden  Winkel  D^  und  D^  als  un- 
abhängige Veränderliche  wählen;  dieselben  müssen  alsdann 
immer  der  Bedingung  Di  + -Dg  >  180«  genügen. 

2.  Auch  hier  bezeichnen  wir  die  auf  den  Hauptkreisen 
eines  regulären  Zweiecksnetzes  II  liegenden  Kanten  als 
!End-  oder  Scheitelkanten,  die  Halbmesser  OÄ  und  OÄ^ 
als  die  Hauptaxen  des  Netzes. 

Die  Gesamtheit  der  Kanten  a^  und  aj  bildet  bei  verti- 
kaler  Stellung   des   Durchmessers   ÄÄ'    eine  auf-  und  ab- 
steigende Zickzacklinie,   die  man  nach  HesseH)  als  einen 
Sägerand  bezeichnen  kann.    Die  Eckpunkte  dieses  Randes, 
nämlich  die  2p  Punkte  D  bilden  die  Hemigonie  eines  sphä- 
rischen   (2+^  +  p)-flächigen    2.2^-Ecks    VIIF   (§   18) 
oder  eines  gleicheckigen  (2-t-jp-j-jp)-flächigen  prisma- 
tischen  2.2|)-Ecks  (§  18,3),   und  zwar   diejenige  Hemi- 
gonie, bei  welcher  nur  die  2p  Eckpunkte  der  rechten  oder 
der   linken  Ecken  beibehalten  werden.     Die  Gesamtheit  der- 
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jenigen  Diagonalen  der  (2  +  2)-kantigen  Seitenflächen,  welche 
successiye  je  einen  Eckpunkt  des  oberen  (unteren)  halbrc- 
gulären  2  .p-T^cks  mit  dem  darauf  folgenden  des  unteren 
(oberen)  verbinden,  konstituieren  den  Sägerand  mit  den 
Kanten  a^  und  a^. 

Die  beiden  Hauptaxen  OA  und  OÄ^  sind  ^-zahlige 
Axen;  die  nach  den  Mittelpunkten  C  der  Randkanten  ge- 
henden Durchmesser  bilden  zwei  Gruppen  von  je  p  gleichen 
zweizähligen  Queraxen  (vergl.  §  18,  2). 

Dagegen  hat  das  Netz  XXV  keine  direkten  Symme- 
trieebenen,  ist  also  ein  unsymmetrisches  Netz. 

Zufolge  der  angegebenen  Eigenschaften  wird  das  Netz 
XXV  passend  als 

XXV    sägerandiges  sphärisches   (2  +  2j;)-eckiges 

2i>-Flach 

oder  kurz  als   hauptaxiges   Trapezoidnetz  bezeichnet. 

3.  Der  Grenzfläche  dieses  Netzes  lässt  sich  nur  in  dem 
Falle,  dass  dieselbe  in  ein  Deltoid  übergeht,  ein  Kreis  ein- 
beschreiben;  denn  die  Summe  zweier  gegenüberliegender 
Kanten  {ä  +  aj  wird  der  Summe  der  beiden  anderen  {8  +  «•) 
nur  gleich  für  a^^a^.  Dagegen  giebt  es  eine  einfach -un- 
endliche Vielheit  (bei  einem  fest  angenommenen  Werte  für 
p)  von  solchen  Netzen,  deren  Grenzflächen  ein  Kreis  um- 
geschrieben werden  kann.  Dean  die  Bedingung,  dass  die 
Summe  zweier  gegenüberliegender  Winkel  der  Grenzfläche  der 
Summe  der  beiden  anderen  gleich   sei,  giebt  die  Beziehung: 

570  A  +  A-180^  +  ^!^^  oder  D- 180«-:^^^, 
oder 

57  «')  cos  f  a  ■"  ici^g  X tang 180°, 

oder 

180« 
cos 

iang^  \  b 


cos  ^^—^180' 
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und   der   Radius  R  des    umgeschriebeneu  Kreises  bestimmt 
isicb  alsdaun  aus: 

57  a  )  tang  R  «     --^--,  -  -    ^  «-2x  "-,V 

cos cos 1 80" 

P  P 

Allen  denjenigen  Netzen  XXV,  für  welche  die  Bedingung 
57  f)  oder  57£')  erfüllt  ist,  lässt  sich  daher  ein  entsprechendes 
gleicl^flächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges  Polyeder 
umschreiben  (vergl.  57  x)  und  unter  7  am  Ende). 

4.  Nimmt  man  beliebig  im  Innern  des  Trapezoids 
ADi  D^  Ds  einen  Punkt  P^  an  und  konstruiert  die  homo- 
logen Pimkte  P  sämtlicher  Vierecke  des  Netzes,  so  entsteht 
zwar  ein  gleicheckiges  Netz ,  wenn  je  zwei  in  Beziehung  ai^ 
eine  Kante  des  Netzes  XXV  benachbarte  Punkte  durch  Haupt- 
kreisbogen verbunden  werden,  aber  dies  gleicheckige  Netz  ist 
dem  gleichflächigen  im  allgemeinen  vollständig  unsymme- 
trisch zugeordnet.  Denn  es  liegen  weder  zwei  homologe 
Punkte  zweier  längs  einer  End-  (oder  Scheitel-)  Kante  an- 
einander stossenden  Grenzflächen  des  Netzes  symmetrisch  zu 
dieser  Endkante^  noch  auch  steht  der  Hauptkreisbogen^ 
welcher  zwei  homologe  Punkte  zweier  längs  einer  Bandkante 
aneinander  stossenden  Vierecke  verbindet,  senkrecht  auf  dieser 
Randkante,  wiewohl  er  durch  den  Mittelpunkt  (C)  derselben 
hindurch  geht.     Wird  dagegen  der  Punkt   P^   auf  dem  Hal- 

360® 
bierungskreisbogen  des  Winkels  Ä  =» gewählt^  so  stehen 

diejenigen  Hauptkreise  des  Netzes,  welche  je  p  um  einen 
der  beiden  Scheitelpunkte  A  und  A  gruppierte  Punkte  ver- 
binden, auf  den  Hauptkreisen  AD^*^ AD^'^. ..  senkrecht; 
die  durch  die  Mittelpunkte  der  Bandkanten  des  Netzes  XXV 
gehenden  Hauptkreisbogen  stehen  aber  auf  diesen  nur  dann 
senkrecht,  wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  D^JD^D^  umgeschriebenen  Kreises  ist.  Dieser 
Mittelpunkt  liegt  aber  auf  dem  Halbierungskreise  des  Winkels 

360® 
jL  — j    da    der    in   der  Mitte   der  Diagonale  D^D^^ß 

normal  errichtete  Hauptkreis  den  Winkel  A  halbiert. 
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Hieraus  folgt,  dass  einer  bestimmten  Varietät  der 
Netze  XXV,  welche  bei  fest  gewähltem  Werte  von  p  einein 
angenommenen  Wertsystem  für  €a  und  x  (oder  D^  und  D,) 
entspricht,  nur  ein  bestimmtes  gleicheckiges  Netz  XXV^ 
symmetrisch  zugeordnet  ist,  dasjenige  nämlich,  dessen 
Eckpunkte  die  2p  auf  dem  Halbierungskreise  des  Winkels  Ä 
liegenden  Punkte  sämtlicher  Vierecke  sind,  welche  von  den 
Punkten  D^^D^y  D^  gleichen  Abstand  haben  (s.  die  punktiert 
gezeichneten  Teile  der  Fig.  23/}  und  23;/). 

Wenn  den  Vierecken  des  gleichflächigen  Netzes  ein 
Kreis  umgeschrieben  werden  kann,  also  die  Bedingungs- 
gleichung  57  f)  oder  57  c')  erfüllt  ist,  dann  sind  die  Mittel- 
punkte dieser  Kreise  die  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzes.  Beide  Netze  sind  alsdann  konjugiert,  in- 
dem wechselseitig  die  Kanten  des  einen  Netzes  auf  denen 
des  andern  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht  stehen. 

Jedes  solche  einem  hauptaxigen  Trapezoidnetze  zuge- 
ordnete gleicheckige  Netz  hat  2p  kongruente  vierflächige 
sphärische  Ecken.  Die  Grenzflächen  desselben  sind  einmal 
zwei  reguläre  j)-Ecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  Ä  und 
den  auf  den  Endkanten  8  senkrecht  stehenden  Kanten  ö\ 
und  sodann  2  p  ungleichschenklige  Dreiecke  mit  den  Kanten 
d', a'i,a'g,  wobei  die  Kanten  ß'ijß'g  ^^'^'  *^^  ^^^  Randkanten 
«1,  «2  des  Netzes  XXV  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht 
stehen.  Diese  Randkanten  CL\^a\  (s.  Fig.  23/3  und  23/) 
bilden  einen  ähnlichen  zickzackformigen  Sägerand,  den 
man  dem  Sägerand  des  gleichflächigen  Netzes  wiederum 
konjugiert  nennen  kann,  da  die  Kanten  beider  sich  wechsel- 
seitig halbierend  aufeinander  senkrecht  stehen.  Wir  nennen 
die  Netze  XXV'  daher  auch 

XXV'    sägerandige   sphärische  (2  +  2|))-flächige 

2^-Ecke. 

Die  Eckpunkte  P  eines  gleicheckigen  Netzes  können 
daher,  ebenso  wie  die  Eckpunkte  D  des  konjugierten  Randes, 
als  die  Hemigonie  eines  sphärischen  (2 +i>+i>) -flä- 
chigen 2. 2 j9- Ecks  VIII"  (§  18)  oder  eines  gleicheckigen 
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(2+j?+jp)-flächigen  prismatischen  2.2j9-Ecks  (§  18,  s) 
erhalten  werden  (vergl.  2.  dieses  Paragraphen).  Die  succes- 
sive  Verbindung  je  eines  Eckpunktes  des  oberen  (unteren) 
halbregulären  2.j)-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des  un- 
teren (oberen)  liefert  den  Sägerand  und  die  Verbindung  der 
so  erhaltenen  p  oberen  und  p  unteren  Punkte  unter  sich  die 
Kanten  der  regulären  Endflächen. 

Aus  dieser  Art  der  Entstehung  der  Netze  XXV'  folgt 
ebenso,  wie  aus  der  oben  angegebenen,  dass  die  Elemente  dieser 
Netze  ebenfalls  von  zwei  veränderlichen  Grossen  abhängen. 

5.  Wird  wiederum  der  Abstand  des  Punktes  P^  von  Ä 
mit  £'a,  die  Entfernung  desselben  von  den  drei  Punkten 
Dj^DgjDj  mit  f'd  bezeichnet  und  sind  A\D\jD\^D\  die- 
jenigen von  den  Kanten  S\a\,a\  eingeschlossenen  Winkel, 
welche  bez.  den  Winkeln  A^D^^B^^D^  des  Vierecks  gegen- 
überliegen, D^\,D^^\  die  beiden  Teilwinkel,  in  welche 
der  Winkel  D\  durch  den  Halbierungskreis  des  Winkels  A 
zerlegt  wird,  so  bestehen  die  Beziehungen: 

sm  i  o^  ^stn  £a  sin > 


57  Ö 


cos  ^  a\  «=  cos 


(\—l\QO^^sinB'a, 


X 


cos  -^  a\  «  cos  — 180«  sin  t^a , 

cotg-jAI «  cos  ta  tang > 

cotg  B'\  «  cos  e'a  coig  ?-^  180«, 


cotgD 


w 


X 


cos  £^a cotg— 180^, 
p 


B\  =  D\  +  D^\ ,  D\  »  180«  -  ^  -  B\ , 


B 


8 


180« --^-2)'",; 


und   femer  (vergl.  57  d): 
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57,) 


1— X 

cotgC\^  tang  Cj  =-  fang  e'a  sin 180<>, 


[coÄyC',« 


tang  C,  =  towy  «'«  sin  —  180®; 


daher 
57  d)    fang  Sa  tong  f'«  «= 


n-  180®  «n^ — ?180®  ' 


endlich: 


570 


cos tii -=  cos  \  a^cos\cl^=-cos\a^cos\ «', 
=  coß- 180®  cos  SL^  180®  sin  fasma'a 

«  cos  f«  cos  6'a  co/^  "  180®  cotg  ^^^  180® 
=  -cotgD^  cotg  D"^  -  -  co^  D,  co^  D'", 


Für  diejenigen  gleicheckigen  Netze  XXV,  welche  ihren 
Symmetrienetzen  konjugiert  sind  (yergl.  57£'),  wird: 


57x)     f'rf^'f'a'^JJ,  tangs^a^ 


tang  -i  f  , 


2  *^a 


Cö^  2  * 


2  «^a 


COS 


180® 


COS  ^—^-180® 


6.  Wenn  bei  einem  bestimmten  Werte  für  x  die  Yariabele 
€a  die  Werte  von  0®  bis  90®  durchläuft,  so  beschreiben  die 
Eckpunkte  D^,  D,,  D^...^de8  Randes  auf  den  Scheitelkanten 
Quadranten  yon  Ä  (bez.  Ä*)  bis  zu  dem  Äquator  a,  während 
die  Mittelpunkte  C^ ,  C^  • . .  der  Bandkanten  fest  bleiben. 
Durchläuft  aber  gleichzeitig  oc  die  Werte  von  0  bis  -J  (oder 
von  Y  bis  1),  so  ändert  sich  der  Winkel,  welchen  die  oberen 
mit  den  unteren  Scheitelkanten   bilden,  und   welcher  fOr  je 

eine  benachbarte  obere  und  untere  Scheitelkante  —  360®  oder 

P 

^-^^360®  beträgt  (s.  Fig.  23a). 

Diese  zweite  Änderung  kann  entweder  dadurch  bewirkt 
werden,  dass  man  (vergl.  unter  i.)  das  eine,  z.  B.  das  obere 


§  40.  Hauptazige  Trapezoidnetze  XXV  etc.  109 

System  der  Scheitelkanten  festhält,  und  dem  unteren  um 
AAl  als  Axe   eine  Drehung  von— 360^  erteilt,  wobei  die 

Mittelpunkte  C^,  Cg...  der  Randkanten  sich  um  — 180^  auf 

dem  Äquator  a  verschieben.  Oder  man  kann  auch  diese 
Mittelpunkte  Oy^^  (7^...  festhalten  und  sowohl  das  obere, 
wie   das    untere    System    der   Scheitelkanten  je   um   einen 

Winkel  von  — 180*^,  aber  das  eine  in  entgegengesetzter  Rieh- 

tung  wie  das  andere  um  Aj^  als  Axe  drehen.  Ändert  sich 
hierbei,  während  x  von  0  bis  \  (oder  von  \  bis  1)  wächst, 
gleichzeitig  f«  von  0®  bis  90®,  so  wird  ein  Punkt  %^  (siehe 
Fig.  23d),  zu  welchem  die  Punkte  D^,  i?2,  ^j  bez.  in  Be- 
ziehung auf  die  Hauptkreise  AC^^  ^iCj,  AG^  symmetrisch 
liegen,  das  zweirechtwinklige  Dreieck  AC^C^^  dessen  dritter 

180® 

Winkel  und  Kante  (7,  CL  ■= ist,  beschreiben. 

p 

Wir  erhalten  dann  wiederum  eine  höchst  einfache  Be- 
ziehung zwischen  je  einem  Punkte  2)|,  welcher  eine  Varietät 
der  Netze  XXV  bestimmt  und  je  einem  Punkte  Pj,  welchem 
die  zugeordnete  Varietät  des  gleicheckigen  Netzes  XXV 
entspricht 

Je  zwei  solcher  Punkte  ©^  und  P^  sind  wiederum  (vergl. 
§  29 , 5)  konjugierte  Pole  zweier  (sphärischen)  Punktsysteme, 
welche  in  einer  Steinerschen  Verwandtschaft  stehen.  Die 
Eckpunkte  A^C^^C^  des  zweirechtwinkligen  Dreiecks  AC^C^ 
sind  die  sog.  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft.  Aus  der  oben 
angegebenen  Konstruktion,  sowie  aus  den  Werten  für  die  Win- 
kel der  Hauptkreise  folgt,  dass  die  drei  sphärischen  Strahlen 
-^S)i,  Cil)j,  ^2-^1  ^®^'  symmetrisch  zu  den  Strahlen  AP^j 
C\F^^  C^Pi  in  Beziehung  auf  die  Halbierungsstrahlen  der 
Dreieckswinkel  liegen.  (Die  Beziehungen  zwischen  den 
entsprechenden  Grössen  £«,  *'«;  y«ij  "»«'n  l'^n  h^i  siehe 
in  den  Formeln  57  d)  und  57  t).  Die  Verwandtschaft  ist  eine 
involutorische;  die  Halbierungskreise  der  Innen-  und 
Aussenwinkel  des  Dreiecks  AC^C^  sind  bez.  sich  selbst  ent- 
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sprechend;  ebenso  entsprechen  die  vier  Mittelpunkte  der  das 
Dreieck  berührenden  Kreise  sich  selbst.  Dem  Mittelpunkt 
des  das  Dreieck  von  innen  berührenden  Kreises  entspricht 
die  Varietät  56 -9^)  der  Netze  XXIV,  bei  welcher  der  eme 
Kronrand  dem  konjugierten  kongruent  ist. 

Für  den  speziellen  Wert  jp  =  2  wird  das  früher  in  §  29 
behandelte  Netz  XVII  eines  rhombischen  Sphenoids  er- 
halten, indem  sich  wegen  (vergl.  57«)  und  d)  -^  =  180^, 
ß  =  2sa  das  Trapezoid  auf  ein  ungleichkantiges  Dreieck  re- 
duziert. Das  zugeordnete  gleicheckige  Netz  wird  das  sym- 
metrisch-konjugierte  Netz  XVII'  (vergl.  §  29,  4  bis  6), 
indem  die  regulären  Endflächen  in  die  beiden  Gipfelkanten 
(/3'«=2£'a)  übergehen.  Die  Übereinstimmung  der  früher  auf- 
gestellten Formeln  35)  mit  den  aus  57)  für  j)  =  2  resul- 
tierenden lässt  sich  leicht  nachweisen. 

7.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XXV'  eingeschrieben  werden  kann,  ist  von  zwei  re- 
gulären jp- Ecken  (den  Endflächen)  und  von  2p  ungleich- 
kantigen Dreiecken  (den  Rand-  oder  Seitenflächen)  begrenzt 
und  hat  2  p  kongruente  vierflächige  Ecken.  Man  kann  dieses 
Polyeder,  welches  als 

[XXV]   sägerandiges  gleicheckiges  (2-f  2jp)-flächiges 

2p-Eck 

bezeichnet  werden  kann,  einfach  als  Hemigouie  eines  pris- 
matischen {2+p  +i})- flächigen  2. 2 1;- Ecks  (§  18,  3)  [vergl. 
4.  dieses  Paragraphen]  erhalten;  die  Diagonalen  der  beiden 
Gruppen  von  rechteckigen  Seitenflächen  bilden  den  Sägeraud, 
die  Diagonalen  der  Endflächen  die  Endkanten  des  abgelei- 
teten Polyeders. 

Die  Berührungsebenen,  welche  in  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XXV  an  die  Kugel  gelegt  werden,  hüllen  als  inneren 
Kern  ein  gleichflächiges  Polyeder  ein,  welches  als 

[XXV]    sägerandiges  gleichflächiges  (2-t-2|})-eckiges 

2i)-Flach 

oder   als   hauptaxiges   Trapezoid -2;}- Flach  bezeichnet 
werden   kann.     Die   22^- Grenzflächen   sind   unsymmetrische. 
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einander  kongruente  Vierecke  (Trapezoide),  welche  zwei 
regulär  j?- flächige  Scheitelecken  und  2jp  unregelmässig -drei- 
flächige ßandecken  bilden.  Die  in  den  beiden  Scheitel- 
punkten konvergierenden  Kanten  sind  einander  gleich;  da- 
gegen sind  zwei  aufeinander  folgende  Raudkanten  von  jenen 
und  untereinander  an  Länge  verschieden.  Dieselben  bilden 
(bei  vertikaler  Stellung  der  Hauptaxen)  den  zickzackfönnigen 
Rand,  welcher  sich  mit  den  Zähnen  einer  Säge  vergleichen 
lässt. 

Diese  gleichflächigen  Polyeder  können,  da  sie  den  gleich- 
eckigen polar  entsprechen,  auch  als  Hemiedrieen  der  geraden 
Doppelpyramiden  mit  halbregulären  Scheitelecken  oder 
der  (vergl.  §  18,3)  gleichflächigen  (2 +^+|))- eckigen, 
ebenrandigen  2.2p-|Flache  erhalten  werden.  Es  sind 
alsdann  von  den  2. 2 j;- Flächen  nur  die  abwechselnd  aufein- 
ander folgenden,  d.  h.  entweder  die  2p  rechten  oder  linken 
Flächen  beizubehalten.  Für  j) «  4  und  |)  ==  6  resultieren  die 
sog.  tetragonalen  und  hexagonalen  Trapezoeder. 

Mit  Hilfe  der  oben  aufgestellten  Formeln  kann  man 
leicht  die  wesentlichen  Relationen  für  diese  gleicheckigen  und 
gleichflächigen  Polyeder,  sowie  für  deren  besondere  Varietäten 
aufstellen.  Den  gleichflächigen  Netzen  XXV,  deren  Grenz- 
flächen ein  Kreis  umgeschrieben  werden  kann  (57  f),  lässt 
sich  ein  gleichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges 
Polyeder  umschreiben;  dieselben  sind  bez.  konzentrisch  und 
ähnlich  denjenigen  Polyedern,  welche  den  besonderen  gleich- 
eckigen Netzen  XXV  (57 x),  die  ihren  Symmetrienetzen  kon- 
jugiert sind,  um-  und  eingeschrieben  werden  können. 

8.  Es  sei  schliesslich  noch  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Eckpunkte  der  hauptaxigen  Deltoid-  und  Trapezoidnetze  XXIV 
und  XXV  Kombinationen  der  beiden  Eckpunkte  A  und  Ä^ 
eines  festen  Zweiecksnetzes  und  der  2p  beweglichen  Punkte  D 
des  üandes  darstellen,  welche  letztere  selbst  die  Eckpunkte 
eines  dem  gleichflächigen  Netze  entsprechenden  gleich- 
eckigen Netzes  XXIV  oder  XXV  sind. 

Nach  Erledigung  der  sämtlichen  für  Vierecksnetze 
möglichen  Fälle  wollen  wir  nunmehr  im  nächsten  Abschnitte 
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die  gleichflächigen,  durch  sphärische  Fünfecke  gebildeten, 
sowie  die  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  herleiten. 


Dritte  Abteilung. 

Gleichflächige  Fünfecksnetze  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netzen. 


§  41.  Aufstellung  der  möglichen  Fälle. 

1.  Wenn  ein  aus  m  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen 
Fünfecken  zusammengesetztes  Netz  die  Eugelfiäche  einmal 
bedecken  soU^  so  muss  einmal  die  Bedingungsgleichung: 


58)         A,  +  A,  +  Ä,^-A,  +  A,^(3  +  ^) 


180« 


erfüllt  sein,  wo  A^yA^.^.A^  die  Winkel  des  Fünfecks  be- 
zeichnen. 

Wird  sodann  als  erster  Hauptfall  wiederum  der- 
jenige ins  Auge  gefasst,  in  welchem  in  jedem  Eckpunkte  des 
Netzes  je  t/,-  gleiche  Winkel  Af  zusammenstossen,  also 

59)  Ai^^^,    {«1,2,3,4,5 

Vi  7  111 

und 

bO)  ^,-  -  - 

Vi 

ist,  wo  ft,  die  Zahl  der  durch  je  Vi  gleiche  Winkel  Ai 
gebildeten  Ecken  bedeutet,  so  ergiebt  sich  aus  58)  und  59) 
die  weitere  Relation: 

61)  2y'-«3-t--, 

.^j  Vi  m 

oder 

4 
61a)  m 


2(1  +  1  +  1  +  1  +  1)_3 

\Vi       V^      Vj       1/4       1/5/ 
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Die  dieser  Relation  eDtsprechenden  Werte  für  v,  und  m 
bestimmeu  die  möglichen  festen  und  symmetrischen 
Fünfecksnetze. 

2.  Die  Annahme  Vi^v^^^^v^^ v^ «=  Vg «=  3  ergiebt  m^\2 
und  als  entsprechendes  Netz  das  reguläre  Pentagon- 
dodekaedernetz VII  (§  8)  als  einzigen  Fall  eines  durch 
reguläre  Fünfecke  gebildeten  Netzes. 

3.  Werden  sämtliche  Werte  für  die  Zahlen  i//  {vi  >  3) 
von  einander  verschieden  angenommen^  so  ergiebt  sich 
ein  negativer  Wert  für  m;  ebenso  auch,  wenn  zwei  oder 
drei  Werte  für  die  vi  einander  gleich,  die  übrigen  davon  ver- 
schieden —  und  zwar  entweder  von  einander  verschieden 
oder  zum  Teil  einander  gleich  -  angenommen  werden. 

Nur  der  Annahme,  dass  vier  der  Zahlen  Vi  einander 
gleich,  die  fünfte  davon  verschieden  sei,  entsprechen  zwei 
zulässige  Losungen,  nämlich 

XXVIc)  1^1  =  4,  v^^v^^v^^Vf^=^%,  m««24,  fii«=-6,  4ftj=»32 

und 
XXVIIc)  t'i—5,  v^^^v^^v^^v^^^^  m=60,  ^i— 12,  4fi2«»80» 

Beide  Netze  werden  sich  als  besondere  (nämlich  die 
Archimedeischen)  Varietäten  der  bez.  in  §  42  und  §  43 
zu  betrachtenden  veränderlichen  Netze  XXVI  und  XXVII 
ergeben. 

Damit  ist  die  Zahl  der  möglichen  Fälle  für  die  festen 
und  symmetrischen  Fünfecksnetze  erschöpft. 

4.  Als  zweiter  Hauptfall  für  die  Anordnung  und  Be- 
schaffenheit der  Winkel  und  Ecken  eines  gleichflächigen 
Fünfecksnetzes  bietet  sich  wiederum  (vergl.  §  37,  l)  der- 
jenige dar,  dass  zwei  Hauptgruppen  von  Ecken  vorhanden 
sind.  Die  erste  Hauptgruppe  ist  von  der  im  ersten  Haupt- 
falle angenommenen  Beschaffenheit,  indem  einige  der  WinkeM,- 
aliquote  Teile  von  360®  betragen  und  Ecken  bilden,  in 
welchen  je  vi  gleiche  Winkel  Ai  zusammenstossen.  Die 
zweite  Hauptgruppe  entsteht  dadurch,  dass  die  übrigen  — 
einander  gleichen  oder  von  einander  verschiedenen  —  Winkel^ 
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welche   keinen  aliquoten  Teil  von  360^  betragen,  sich  auf 
gleiche  Weise  zu  je  einer  £cke  zusammenschliessen. 

Der  Fall,  dass  nur  Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe 
auftreten,  dass  also  —  analog  wie  bei  den  Netzen  eines 
rhombischen  Sphenoids  XVII  (§  29)  —  die  Winkel,  von  denen 
keiner  einen  aliquoten  Teil  von  360®  beträgt,  in  gleicher 
Weise  an  allen  Ecken  des  Netzes  auftreten,  d.  h.  dass  das 
Netz  zugleich  gleicheckig  sei,  ergiebt  sich  sofort  als 
unmöglich.  Denn  da  die  fünf  Winkel  des  Fünfecks  au  jeder 
solchen  Ecke  mindestens  einmal  auftreten  müssten,  so  wurde 
ihre  Summe  höchstens  360®  betragen,  was  unmöglich  ist, 
da  die  Winkelsumme  grösser  als  540®  ist. 

5.  Ebenso  stellen  sich  die  Fälle  als  unmöglich  heraus, 
dass  nur  ein  Winkel  oder  dass  drei  Winkel  des  Fünfecks 
je  einen  aliquoten  Teil  von  360®  betragen.  Denn  im  ersten 
Falle  müsste  die  Summe  der  vier  übrigen  Winkel  höchstens 
360®,  im  zweiten  Falle  diejenige  der  beiden  übrigen  Winkel 
höchstens  180®  betragen;  beiden  Forderungen  lässt  sich  aber, 
da  die  Winkelsumme  grösser  als  540®  ist,  nicht  genügen. 

6.  Es  bleibt  also  nur  noch  der  Fall  zu  berücksichtigen, 
dass  zwei  der  Winkel  des  Fünfecks  je  einen  aliquoten  Teil 
von  360®  betragen  und  zwei  der  ersten  Hauptgruppe  ang^ 
hörige  Gruppen  von  Ecken  bilden,  während  die  übrigen 
drei  Winkel  eine  zweite  Hauptgruppe  von  Ecken  konsti- 
tuieren, an  deren  jeder  diese  drei  Winkel  in  gleicher  Weise 
auftreten. 

Es  seien  Ä^  und  Ä^  jene  beiden  (nicht  benachbarten) 
Winkel,  so  folgt  aus 

62«)  ^,  =  ?^-,   A,^'-"^ 

und 

62/3)  A;(^,  +  ^,  +  ^5)  =  360» 

in  Verbindung  mit  58)  die  Relation: 


62y)  2('i  +  l  +  l).-3--- 
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Da  aber  v^  und  v^  mindestens  gleich  3  sein  müssen, 
so  folgt  für  k  der  allein  zulässige  Wert  Ä « 1 ;  d.  h.  die 
Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe  sind  dreiflächig,  und  die 
Relation  62 y)  geht  über  in: 

62Ä)  2r-  +  -)-l--- 

Bei  von  einander  verschiedenen  Werten  für  v^  und 
v^  ergeben  sich  nun  folgende  beiden  Lösungen: 

63)  Vi  =  4,  Vg^S,  m^24^  f*i«=6,  |t«3  =  8,  fi'a«24 
und 

64)  Vi  =  5,  V8==3,  m  =  60,  fti-=12,  /tts« 20,  ft's^öO, 

wo  f*'2="~r'^^  wiederum  die  Zahl  der  Ecken  der  zweiten 
Hauptgruppe  bedeutet. 

Das  durch  die  Werte  63)  charakterisierte,  zweifach- 
veränderliche 

XXVI  Pentagonikositetraedernetz, 

welches  das  unter  8.  XXVI  c)  aufgeführte  Netz  als  beson- 
deren Fall  enthält  (A^=^A^-=^A^-=120^)  soll  nebst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  im  folgenden  §  42,  das 
durch  die  Werte  64)  charakterisierte  zweifach  veränder- 
liche 

XXVII  Pentagonhex ekontaedernetz, 

welches  das  unter  3.  XXVII  c)  als  besondem  Fall  (-ig  =  -4^ 
^=^A^^120^)  enthält,  soll  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netzen  im  §  43  genauer  betrachtet  werden. 

Wenn  dagegen  die'  beiden  Werte  v^  und  v^  einander 
gleich    angenommen   werden,    so   dass    die    Formel    62 d) 

übergeht  in: 

4  4 

Vi  m 

so  ergiebt  sich  hier  nur  die  einzige  Lösung: 

65)  Vi«3,  wi«12,  ^i«fA8  =  4,  fi'2='12. 

Durch  diese  Werte  ist  das   zweifach-veränderliche 
XXVIII    Tetraedrische  Pentagondodekaedernetz 
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bestimmt,  von   welchem   für  A^^A^  das   einfach  verän- 
derliche 

XXIX    symmetrische  Pentagondodekaedernetz 

einen besondem Fall  darstellt,  während ^tA^^Aj^^A^^  120^ 
das  reguläre  Pentagondodekaedernetz  VII  resultiert. 

Diese  Netze  XXVIII  und  XXIX  sollen  nebst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  bez.  in  den  §§  44  und  45 
einer  genauen  Betrachtung  unterworfen  werden. 

7.  Die  Annahme,  dass  die  beiden  Winkel,  welche  je 
einen  aliquoten  Teil  von  360®  betragen^  benachbarte  seien^ 
z.  B.  A^  und  A^,  erweist  sich  für  die  beiden  Fälle  63)  und 
64)  sofort  als  unzulässig.  Denn  die  Beschafifenheit  eines 
solchen  Netzes  würde  erfordern  ^  dass  die  drei  von  einem 
Winkelpunkte,  in  welchem  sich  je  drei  Winkel  J^«12<^'* 
vereinigen,  ausgehenden  Kanten  gleich  lang  und  gleichwertig 
seien,  dass  also  an  jedem  andern  Endpunkte  derselben  je 
ein  Winkel  A^  (—90®  oder  72®)  ausser  den  veränderlichen 
Winkeln  aufträte  —  was  der  Voraussetzung  widerstreitet. 
Im  Falle  65)  würde  die  Annahme,  dass  die  beiden  regulär- 
dreiflächigen  Ecken  benachbarte  seien,  erfordern,  dass 
auch  jeder  der  drei  übrigen  Winkel  120®  betrüge,  also  sich 
das  reguläre  Pentagoudodekaedernetz  VII  ergeben. 

Durch  die  Wertsysteme  63),  64),  65)  sind  also  die 
allein  möglichen  Fälle  der  veränderlichen  gleichflächigen 
Fünfecksnetze  dargestellt. 


§  42.  Pent^onikositetraedernetz  XXVI  nebst  den 
zugeordneten  gleicbeckigen  Netzen  XXYI'  und  den 

entsprechenden  Polyedern« 

1.  Die  in  §  41  unter  63)  aufgestellten  Werte 

.     .    /^i  =  90®,  ^,«120®,  ^,  +  ^,  +  A-360o, 
^    \  m=-24,  ^,«6,,i3«8,/.',«24 

bestimmen  ein  zweifach  veränderliches,  aus  24  gleichen 
und  ähnlichen,  unsymmetrischen  Fünfecken  zusammengesetz- 
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tes  Netz.  Die  Beschaffenheit  des  Netzes  erfordert,  dass 
nicht  nur  die  beiden  den  Winkel  Ä^ » 120^  einschliessenden 
Kanten  gleich  sind,  sondern  auch  dass  die  beiden  den 
Winkel  A^^QO^  einschliessenden  Kanten  einander  gleich 
sein  müssen,  da  an  jedem  Eckpunkte  der  vier  von  A^  aus- 
gehenden und  sich  rechtwinklig  schneidenden  Kanten  jeder 
der  beiden  Winkel  A^  und  A^  nebst  A^  einmal  auftreten 

IQUSS. 

Das  Netz  besitzt  hiemach  sechs  regulär -vierflächige 
und  acht  regulär -dreiflächige  sphärische  Ecken,  während  in 
jeder  der  24  yeränderlichen  Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe 
sich  je  drei  Winkel  -4j,  A^,  A^  vereinigen.  Die  Scheitel  der 
sechs  regulär- yierflächigen  Ecken  müssen  nun  mit  den  Eck- 
punkten Ä  eines  Oktaedemetzes,  die  Scheitel  der  acht  re- 
gulär-dreiflächigen Ecken  mit  den  Eckpunkten  C  des  kon- 
jugierten Hexaedemetzes  zusammenfallen^  so  dass  die  Diago- 
nale Aj^A^^rj  (Formel  7  in  §  9)  ist. 

Denn  bezeichnen  wir  (s.  Fig.  24«) 

den  Winkel -4i(=  90*^)  mit  dem  Scheitel  A^  durch  A^ 


63^) 


A(-120»)„ 

« 

JJ 

C^ 

9f 

c, 

A^               „ 

fl 

Jf 

P, 

?? 

Pfi, 

A                           >5 

Jt 

1) 

-Ps 

?J 

Pa, 

-^6                          ?) 

W 

)) 

Ps 

;? 

Py, 

SO  dass  Pa-t-P^-f-Py«=»360®  ist,  und  werden  alsdann  in  den 
vier  um^  gruppierten  Fünfecken  die  von  A^  ausgehenden 
Diagonalen  A^C^^A^C^^A^C^jA^C^  gezogen,  welche  auf  zwei 
sicli  normal  schneidenden  Hauptkreisen  liegen,  und  werden 
endlich  die  Punkte  O^^C^^C^^  Q  successive  durch  Hauptkreis- 
bogen verbunden,  wobei  der  Schnittpunkt  von  C^^G^  mit  V^P^ 
d-ixrch  J?i  bezeichnet  werde,  so  folgt  aus  der  Kongruenz  der 
Dreiecke  A^F^G^^A^P^C^  und  jB^PgCi^^^iPsC^,  dass  das 
gleichschenklig -rechtwinklige  Dreieck  A^C^G^   dem  Fünfeck 
^^PjCiPgPg  an  Inhalt  gleich  ist  und  daher,  da  es  den  24*®° 
Teil    der  Kugelfläche   beträgt,  das  Dreieck  des  Tetrakis- 
hoxaedernetzes  X  (§  20)  sein  muss.     Zugleich  folgt,  dass 
der    Punkt  B^y  der  Mittelpunkt  der  Basis   CiCg,  auch  der 

Heta,  Kagelteilimg.  12 
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Mittelpunkt  der  Kante  PgP^  des  Fünfecks  ist  und  dass  die  drei 
Eckpunkte  P^^P^^P^  symmetrisch  zu  einem  innerhalb  des 
Hexakisoktaederdreiecks  -4^6^  li^  in  Beziehung  eixd ÄiCj^^A^B^ 
und  B^C\  liegenden  Punkte  Pj  gruppiert  sind. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  24  Eckpunkte  Pi^P^ 
Pg,  Pg^  Pq"'  diejenige  Hemigonie  der  2.24  Eckpunkte  eines 
gleich  eckigen  Netzes  XV'  (§  27,  s)  darstellen,  bei  welcher 
nur  die  24  rechten  oder  die  24  linken  Ecken  beibehalten 
werden,  nämlich  diejenigen,  deren  Scheitel  in  den  Dreiecken 
des  Hexakisoktaedernetzes  liegen,  welche  dem  den  Punkt  P^ 
enthaltenden  Dreiecke  A^C^B^  symmetrisch  gleich  sind. 

Damit  ergiebt  sich  auch  folgende  einfache  Konstruktion 
eines  Netzes  XXVI,  welches  als 

XXVI     sphärisches  (6  +  8  +  24).eckiges  24-Flach, 

oder    kurz    als    Pentagonikositetraedernetz    bezeichnet 
wird: 

Man  verbinde  je  drei  Eckpunkte  A^C^B  eines  Hexa- 
kisoktaederdreieckes  durch  Hauptkreisbogen  mit  den  drei 
Punkten  P  eines  Netzes  XV',  welche  zu  dem  im  Innern  des 
Dreiecks  liegenden  Punkte  dieses  Netzes  symmetrisch  liegen. 
Dann  bilden  die  beiden  von  A  ausgehenden  gleichen  Bogen 
einen  Winkel  von  90^,  die  beiden  von  C  ausgehenden  gleichen 
Bogen  einen  Winkel  von  120^,  während  die  beiden  von  B 
ausgehenden  gleichen  Bogen  einen  Winkel  von  180°  bilden, 
also  in  einen  Hauptkreis  fallen  (vergl.  Fig.  24a  und  Fig.  24 /J, 
in  welchen  das  ganze  Netz  stark  gezeichnet  dargestellt 
ist). 

2.  In  Übereinstimmung  mit  den  früher  gebrauchten 
Bezeichnungen  (§  27,  ö)  wollen  wir  die  Abstände  eines 
Punktes  P^  von  den  drei  Eckpunkten  A^^  C^,  B^  des  Drei- 
eckes A^C^B^  mit  fa,  Sej  ^6)  die  Winkel,  welche  diese  Haupt- 
kreisbogen A^Pj^y  C^Pii  ^iP\  ^ez.  mit  Ay^B^^  ^i-^i?  AQ 
bilden,  durch  -Ö"«,  '9'c,  ^b  bezeichnen.  Dann  hat  man  für  die 
Kanten  und  Winkel  eines  Fünfecks  folgende  Werte  (vergl, 33a): 

63y)     A,P^^ A,P,^ B,',   C\F,^C,P,^f,',   P^P.,^2e,, 

und 
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63  <J) 


cos  Pa  ^-= 


l/2 

1/ cos  €b 


COSBc 


COS  F. 


sin  f  6  sin  Bc 


1/  ö-  —  C05  Bc  COS  Ba 


sinB.smB. 


cos  Pv  = 


V 


^ cos  Ba  cos  Bb 

sin  Ba  sin  Bf, 


in  welchen  Bt  und  Bc  mit  Hilfe  der  Formeln  33  a)  durch  Ba 
und  d'a  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  ausge- 
drückt werden  können. 

3.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXVI 
resultieren,  wenn  der  Punkt  i^  alle  möglichen  Lagen  inner- 
halb des  Hexakisoktaederdreiecks  A^C^B^  annimmt,  also  die 
Variabele  Ba  alle  Werte  zwischen  0®  und  i^  und  gleichzeitig 
die  Variabele  d^a  alle  Werte  zwischen  0°  und  45^  durchläuft. 

Von  besonderen  Varietäten  der  Netze  XXVI  sind  folgende 
bemerkenswert : 

a)  Wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke A^C^Bi  umgeschriebenen  Kreises  ist,  so  wird  (vergl. 
33 S-)  und  33t): 

Ba'^Bc^Bb^Ii^  tangR^4sin7^^^ 

also: 

-d.j Pg  =  ^j Pg  =  Cj Pg «=  Cj Pg ■« XI ,   P^Pq^^^zIIj 

J?  =  270  34'9",  4, 

Pa«   81M5'36",  0, 

P^  =  166^41' 13",  1, 

^Py  =  lll<>33'10",  9. 

b)  Wenn  der  Punkt  Pj  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke Al^C^B^  eingeschriebenen  Kreises  ist,  die  sämtlichen 
mit  JPx  homologen  Punkte   also   die  Eckpunkte  der  Archi- 

12* 


XXVIa) 
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medeischen  Varietät  des  Netzes  XV  sind  (vergl.  33x),  bo 
gelten,  wenn  P  den  Badias  jenes  Kreises  bedeutet, 

co^  30» 


XXVIb) 


cotgP' 


smBa^ 


.  __jo  ,      P- 12« 27' 32",  1, 
sm  221"  '     ' 


sinP 


sinP 


«»22|»'  **"  *'~  ^mW  """'*" sin 45«' 


;ö)«w«* 


sinP 


P„  =  108«53'12",  3, 
P^  =  133'>36'  3",  5, 
Py  =  1170  30'44",  2. 


f<.-34«18'57",  0, 
«0  =  25«  33' 41",  2, 
«»  =  17045' 51",  4, 

Bei  diesem  Fünfecke  halbieren  die  Bogen  Äj^P^  vni 
CiPi  bez.  die  Winkel  bei  A^  und  Cj,  während  der  Bogen  B^Pi 
in  Bi  auf  der  Kante  P^Pq  normal  steht.  Der  Punkt  P^  ist 
also  zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  P^PgPi 
umgeschriebenen  Kreises,  dessen  Radius  i2'  sich  aus 
cos E'  -  cos^  «6,  jB'  =  24^  55'  3",  8  bestimmt. 

c)  Wenn  der  Punkt  P^  eine  solche  Lage  hat,  dass  die 
drei  Bogen  PiÄ^,  PiB^  und  P^G^  unter  gleichen  Winkeln 
von  120^  gegeneinander  geneigt  sind,  so  werden  die  Winkel 

63«)  Pa-P^-Py=120ö 

und  die  dreiflächigen  Ecken  mit  den  Scheiteln  P  zu  regu- 
lären Ecken.  Die  so  entstehende  Varietät  des  Netzes  XXVI 
ist  die  bereits  in  §41,3  erwähnte  Archimed  eische 
Varietät  XXVIc). 

Dem  Fünfecke  des  Netzes  XXVIc)  kann  ein  Kreis  ein- 
geschrieben werden;  der  Radius  P^  dieses  Kreises,  welcher 
die  Kante  P^P^  in  ihrem  Mittelpunkte  B^  und  ebenso  die 
Kanten  P^C^  und  C^P^  in  ihren  Mittelpunkten  berührt,  be- 
stinmit  sich  aus 


63g)    tangP^^y^sinBt^sin{Ba-Bt),  Pi«210  5OU3",2, 

während 

£,=^2^,  =  26«45'55",  2, 

Ba^iV   0'59",  3 
ist,  wobei  sich  der  Wert  für  Bf,  aus  der  kubischen  Grleichung'. 


63 1?) 
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63  d)  CO^  «ft  —  ö"  ^^  ^6  "~  "ö"  1/  "q  "*  0 

ergiebt. 

Die  drei  Kanten  P^P^^  -^9^1,  CjJj,  welche  in  ihren 
Mittelpunkten  berührt  werden,  sind  gleich  lang,  wahrend  die 
in  A^  zusammenstossenden  gleichen  Kanten  durch  den  Be- 
rührungspunkt in  die  Abschnitt^e  Sf,  und  Sa  —  ^b  geteilt  werden. 
Der  Mittelpunkt  Q^  des  dem  Fünfeck  eingeschriebenen 
Kreises  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  P^P^P^ 
umgeschriebenen  Kreises,  dessen  Radius  22'  sich  ein- 
fach aus 

630       cosR'-^cosP^cosB,,  B' -25^26' 47",  0 

bestinmit.    Für  die  Abstände   c'a^  f^j  ^h   dieses  Punktes  Q^ 
Ton  den  Eckpunkten  des  Dreieckes  A^  C^  B^  erhält  man 

gg    X   f  CÖS«'a-=C0sPiCös(fa-«6),     f'a-3lH5'4",  5, 

d)  Eine  vierte  bemerkenswerte  Varietät  des  Fünfecks 
ist  endlich  noch  diejenige^  welcher  ein  Kreis  umgeschrieben 
werden  kann  und  deren  Sehnenpolygon  hiemach  ein  ebenes 
Fünfeck  ist. 

Da  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  der  Schnittpunkt  der 
die  Winkel  bei  A^  («90®)  und  C^  (-120®)  halbierenden 
Hauptkreisbogen  sein  muss,  so  folgt 

jP^- 45®  4- 60® -105®, 
63  A)  Py-75®-|-'45®-120®, 

lp„-60®  +  75®-135®. 

Wird  der  Kadius  dieses  Kreises  mit  B^  bezeichnet,  so  ist 


63^) 


tongf  iJi  —  V^^on^ -1^  fa  -  ^j-j^  ton^r  «6  —  2  tongf -|  fc , 


woraus 


pg±ea_y^     to^^2ml5®-l/2-l/3 


fol^t*    Mit  Benutzung  der  Formeln  63  d)  erhält  man 
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63i/) 


£a  =  40M3'12",  0, 

«0  =  29^24' 24",  7, 

«6-   7«44'   7",  1, 

jBi  =  27<>41'28",  7^). 

Die  Entfernungen  £'«>  ^'c»  ^'6  <le8  Mittelpunktes  des  um- 
geschriebenen Kreises  von  den  Eckpunkten  des  Dreieckes 
A^iJ^i  sind: 

I  £'a«6'e«iJi--27«41'28",  7, 

®^^^  cos  a\  ^  ?^ ;    ^, «  26«  35'  33",  0. 

Nur  dieser  Varietät  XXVId)  kann  daher  ein  entspre- 
chendes gleichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges 
Polyeder  umgeschrieben  werden. 

e)  Wenn  der  Punkt  P^  speziell  auf  die  Kante  Ä^Bi 
fallt,  d.  h.  ^a'^0^  wird,  so  ergeben  sich  die  im  §  38  be- 
handelten Diakisdodekaedernetze  XXIII,  während  far 
die  Fälle,  dass  der  Punkt  P^  auf  A^  C^  oder  B^  C^  liegt, 
keine  gleichflächigen.,  die  Kugelfläche  einmal  bedeckenden 
Netze  resultieren. 

4.  Ein  jedes  Netz  XXYI  hat  dieselben  Azen,  wie  ein 
Hexakisoktaedernetz  XV  (vergl.  §  27,  2),  nämlich  drei 
Paare  yierzähliger  nach  den  Punkten  Ä^  vier  Paare  drei- 
zähliger  nach  den  Punkten  C  und  sechs  Paare  zweizäh- 
liger  nach  den  Punkten  B  gerichteter  Axen.  Dagegen  hat 
ein  Netz  XXYI  keine  direkt-symmetrischen  Mittelebenen, 
ist  also  ein  vollständig  unsymmetrisches  Netz. 

5.  Wenn  die  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenz- 
fläche angenommenen  Punkte  ^^  homologen  Punkte  sämt- 
licher 24  Grenzflächen  konstruiert  und  je  zwei  in  Beziehung 
auf  eine  Kante  benachbarte  Punkte  ^  durch  Hauptkreis- 
bogen verbunden  werden,  so  wird  ein  gleicheckiges  Netz 
erhalten,  welches  aber  im  allgemeinen  dem  Netze  XXVI 
unsymmetrisch-zugeordnet  ist  (vergl.  §  30,  4  und  §  38, 4\ 


1)   Dieser  Wert  für  B^  differiert  nur  um  7',  3  von  dem  Werte 
für  R  in  XXVIa). 
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Dagegen  giebt  es  zu  jeder  bestimmten  Varietät  eines 
Netzes  XXVI  nur  ein  symmetrisch-zugeordnetes  Netz, 
dessen  Eckpunkte  durch  diejenigen  homologen  Funkte  ^ 
aller  Fünfecke  gebildet  werden,  welche  in  Beziehung  auf 
die  Kanten  derselben  symmetrisch  liegen.  Jeder  solcher 
Punkt  ^,  z.  B.  $1,  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  die 
Winkel  bei  A^  und  C^  halbierenden  Hauptkreise,  oder  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  PgPgPg  umgeschriebenen 
Kreises;  derselbe  liegt  also  insbesondere  auch  auf  dem  in  B^ 
auf  Pg  Pq  normal  errichteten  Hauptkreise.  Der  Punkt  ^^  fallt 
nur  bei  der  Varietät  XXVI  b)  (s.  unter  s)  mit  dem  Punkte  P^ 
zusammen,  da  nur  bei  dieser  Varietät  die  die  Winkel  bei  A^^ 
und  C^  des  Fünfecks  halbierenden  Hauptkreise  zugleich  die 
Winkel  bei  A^  (-45^)  und  C^  (=60«)  des  Dreieckes  A.C^B^ 
halbieren  (vergl.  Fig.  24y). 

Jedes  derartige  gleicheckige  Netz  XXVI',  welches  einem 
!Netze  XXVI  symmetrisch  zugeordnet  ist  (s.  in  Fig.  24/)  den 
punktiert  gezeichneten  Teil),  besteht  aus  sechs  regulären 
fiphärischen  Vierecken  mit  den  Mittelpunkten  A,  aus  acht 
regulären  Dreiecken  mit  den  Mittelpunkten  C  und  aus  24 
ungleichkantigen  Dreiecken,  deren  eine  auf  PgPg  senkrechte 
Xante  im  Punkte  B^  halbiert  wird  und  fiir  welche  die  24 
Punkte  P^^P^^Pq.,.  des  Symmetrienetzes  XXVI  die  Mittel- 
puiJrte  der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  Die  24  sphärischen 
einander  kongruenten  Ecken  des  Netzes  sind  fünfflächig,  in- 
dem in  jedem  Eckpunkte  je  ein  reguläres  Viereck,  je  ein 
reguläres  Dreieck  und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke 
zusammenstossen. 

Da  die  24  Scheitelpunkte  $  dieser  Ecken  auch  homo- 
loge Punkte  der  24  von  den  Fünfecken  des  Symmetrienetzes 
!XXVI  eingeschlossenen  Dreiecke  ACB  sind,  so  folgt,  dass 
diese  Punkte  die  Hemigonie  eines  gleicheckigen  Nejtzes  XV' 
sind  und  dass  ein  Netz  XXVI'  hiemach  einfach  dadurch  er- 
balten  werden  kann,  dass  man  von  den  2.24  Eckpunkten 
^  eines  Netzes  XV'  nur  die  abwechselnd  auf  einander  fol- 
genden (d.  h.  entweder  die  Scheitelpunkte  der  24  rechten 
oder  die  der  24  linken  Ecken)  beibehält  und  von  diesen  je 
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vier  um  einen  der  sechs  Pnnkte  Äy  je  drei  um  einen  der 
acht  Punkte  C  und  je  zwei  um  einen  der  zwölf  Punkte  B 
gruppierten  Punkte  ^  durch  Hauptkreisbogen  verbindet^). 

Die  Netze  XXVI'  bezeichnen  wir  als 

XXVI'     sphärische  (6  +  8  +  24)-flächige  24-Ecke. 

Bei  dem  der  Varietät  XXVIb)  symmetrisch  zugeordneten 
Netze  XXVIb')  fallen,  wie  bereits  erwähnt,  die  Punkte  ^^^  $$  •  •  • 
mit  den  Punkten  P^P^...  zusammen. 

Die  der  Varietät  XXVI  c)  zugeordnete  Varietät  XXVI  c') 
ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  Punkte  $i  • . .  mit  den 
Mittelpunkten  Q^ .  • .  der  den  Fünfecken  eingeschriebenen  Kreise 
zusammenfallen,  dass  also  die  sämtlichen  Kanten  des  gleich- 
eckigen Netzes  gleich  werden,  die  24  Dreiecke  also  zu  re- 
gulären werden.  Dies  zugleich  gleichkantige  gleich- 
eckige  Netz  stellt  die  Archimedeische  Varietät  XXVIc') 
der  Netze  XXVI'  dar. 

Das  Netz,  welches  der  Varietät  XXVI d)  symmetrisch 
zugeordnet  ist,  hat  die  Eigentümlichkeit,  dass  seine  Eck- 
punkte ^  mit  den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des 
Symmetrienetzes  umgeschriebenen  Kreise  zusammenfalleiL 
Die  Kanten  dieses  gleich  eckigen  Netzes  halbieren  also  auch 
ihrerseits  diejenigen  des  gleichflächigen  Netzes;  d.  h.  beide 
Netze  XXVId)  und  XXVId')  sind  symmetrisch  konju- 
giert. 

6.  Bezeichnen  wir  die  Abstände  des  Punktes  ^^  Yon 
den  Eckpunkten  ^ifCi^S^  mit  e'a,  «'c,  «'*,  ebenso  durdi 
^a^  ^e^^by  die  Winkel,  welche  die  Hauptkreisbogen  A^  ^j, 
Ci5ßi,  -Bi^i  bez.  mit  A^Biy  C^A^^  -^i  Ci  bilden,  femer 
durch  22'  den  Radius  des  einem  Dreiecke  P^PgP^  um- 
geschriebenen Kreises,  durch  a'  und  A'  Kante  und  Winkel 
eines  regulären  Vierecks,  durch  ^'  und  C  Kante  und  Winkel 
eines  regulären  Dreiecks  und  endlich  durch  /!'  die  in  Bi 
halbierte  Kante,  so  bestehen  folgende  Relationen: 

1)  Sohncke  bezeichnet  (s.  dessen  Erystallstruktnr  p.  166) 
das  durch  die  24  Punkte  $  bestimmte  Punktsystem  als  oktaedrisclien 
24- Punktner. 


J 


§  48.  Pentagonikonteiaraedeniets  XXVI  etc. 


18& 


63«) 


63«.) 


y2 

cotg^Ä' '^^coss^aj   cotg^C' '^y^COSB^Ci 

C05  jR'  =  cos  et,  cos  e^'^COSCaCOS  €  «  H /= — 

,   ,  sinsoSins'c 


63i;; 


ßo    \      (  toW^  «a  tdng  «'o  (y2  —  C05  d«  cos  d-'a)  —  ton^  £«  COS  &a 

Die  Winkel  $'a,  ^'^9,  $V  eines  ungleichkantigen  Drei- 
eckes (z.  B.  $1  $10  $17 }  s.  Fig.  24 j3)  bestimmen  sich  leicht 
aus  den  Formeln: 

$'^-=y"  +  a",    cos/3" -co^JB'ton^r  1/3', 
$V-a"  +  /3",     cosy"  =  co^5rB'toM^|/, 

Statt  derVariabeln  Sa^6e,Sb  oder  faj'^a  und  entsprechend 
statt  s'aj  £'e,  f'»  odcr  e^jd'^a  können  in  obige  Formeln  auch 
[vergl.  die  Formeln  33)  in  §  27]  die  Variabein  «01,  «02»  «as 
und    entsprechend    f'au  ^'as^  ^as    eingeführt  werden,    wobei 

COS^  £ai  +  COS^  Sai  +  COS^  ««3  =  COS^  «'«i  +  COS^  B^ a%  +  ^05*  «'05  —  1  ist. 

Die  Einfilhrung  dieser  Yariabeln  wird  sich  später  (vergl. 
das  fünfte  Kapitel)  bei  Benutzung  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  Punkte  $  als  yorteilhaft  erweisen. 

Für  die  Varietät  XXVI  b)  und  die  zugeordnete  Varietät 
XXVIb')  wird  (s.  Formel  33x) 

tung{n-^2\^ 


63(jp)    ^a--^^ 


22-|^«,  tangea'^tange\ 


COS  22-^« 

T^elche  Wertsysteme  auch  die  Gleichung  63  r)  befriedigen. 

Die  Punktsysteme  P, . . .  und  $| . . .  stehen,  wie  aus  den 
angegebenen  Konstruktionen  unmittelbar  folgt  und  auch  aus 
der  Formel  63  (f)  hervorgeht,  wiederum  in  einer  St  einer- 
sehen involutorischen  Verwandtschaft  (vergl.  §  29,6  und 
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§  40,  6).  (S.  Fig.  24 y.)  Der  einem  Punkte  P^  konjugierte 
Pol  ^1  ist  der  Schnittpunkt  der  drei  Strahlen  J,  ^ß^ ,  C^  ?ßi ,  £  J,, 
welche  bez.  symmetrisch  in  Beziehung  auf  die  Halbierungs- 
strahlen der  Winkel  des  Dreiecks  ^iC^B^  zu  den  Strahlen 
AA»  CjPi,  J5iPi  liegen.  Die  Punkte  A^^  C^,  B^  sind 
die  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft,  während  die  vier 
Mittelpunkte  der  das  Dreieck  A^C^B^  berührenden  Kreise 
die  Doppelpunkte  darstellen.  Insbesondere  ist  der  Mittel- 
punkt des  das  Dreieck  von  Innen  berührenden  Kreises  der 
durch  die  Formel  63 9)  bestimmte  Punkt,  dessen  2.24  homo- 
loge Punkte  die  Eckpunkte  der  Archimedeischen  Varietät  des 
Netzes  XV'  bilden,  während  die  Hemigonie  derselben  die 
Eckpunkte  der  Varietät  XXVIb')  darstellt. 

Die  Werte  für  die  Archimedeische  Varietät  XXVIc') 
sowie  für  diejenige  XXVI  d')  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit 
aus  den  Formeln  63x)  und  63 1). 

7.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XXVI' 
eingeschrieben  werden  kann,  ist  von  sechs  Quadraten  (Hexa- 
ederflächen), acht  regulären  Dreiecken  (Oktaederflächen)  und 
von  24  unregelmässigen  Dreiecken  begrenzt  und  hat  24 
kongruente  fünfflächige  Ecken.    Wir  bezeichnen  dasselbe  als 

[XXVr]     gleich  eckiges  (6  + 8 +  24)-f lächiges  24-Eek. 

Ihm  entspricht  polar   das  demselben  Netze  in  dessen  Eck- 
punkten umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder,  nämlich  das 

[XXVI]     gleichflächige  (6  +  8  +  24)-eckige  24-Flach 

oder  Pentagonikositetraeder,  welches  von  24  kongruenten 
unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  ist  und  sechs  regulär- 
vierflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Oktaedereckpunkte  sind), 
acht  regulär -dreiflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Hexaedereck- 
punkte sind)  und  24  unregelmässig -dreiflächige  Ecken  hat 
Die  24  unregelmässigen  Dreiecke  des  gleicheckigen  Po- 
lyeders [XXVI ']  sind  die  Grenzflächen  einer  bestimmten 
Varietät  des  gleichflächigen  Polyeders  [XXVI]  ^  und  ebenso 
sind  die  24  Scheitel  der  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken 
des  Polyeders  [XXVI]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varie- 
tät  des   gleicheckigen  Polyeders   [XXVI'].     Denn  die  oben 
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durch  P  bezeichneten  Punkte  der  Kugel  sind  bei  dem  ein- 
geschriebenen gleicheckigen  Polyeder  die  Schnittpunkte  der 
Yom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Ebenen  dieser  Dreiecke 
gefällten  Normalen,  bei  dem  umgeschriebenen  gleichflächigen 
Polyeder  die  Schnittpunkte  der  vom  Mittelpunkte  der  Kugel 
nach  den  Scheiteln  der  unregelmässig- dreiflächigen  Ecken 
gezogenen  Eckradien. 

Die  nähere  Beschaffenheit  der  Ecken,  Flächen,  Axen, 
Flächenwinkel  u.  s.  w.  der  beiden  Polyeder  ergiebt  sich  ein- 
fach mit  Benutzung  der  Beziehungen  18  a)  bis  d)  aus  den 
ftir  das  gleicheckige  sphärische  Netz  aufgestellten  Formeln. 
Auch  wird  man  die  besonderen  Varietäten,  welche  den  spe- 
ziellen Netzen  XXYIa')  bis  d')  entsprechen,  ohne  Schwierig- 
keit herleiten  und  die  besonderen  Eigenschaften  derselben 
feststellen. 

Das  dem  gleicheckigen  Netze  XXVIb')  eingeschriebene 
gleicheckige  Polyeder  [XXVI  b')]  hat  die  Eigenschaft,  dass 
die  24  unregelmässig -dreieckigen  Grenzflächen  erweitert  ein 
gleichflächiges  Pentagonikositetraeder  einschliessen,  welches 
dem  demselben  Netze  umgeschriebenen  Polyeder  [XXVI  b)] 
geometrisch  ähnlich  ist;  umgekehrt  sind  die  24  Scheitel  der 
anregelmässig -dreiflächigen  Ecken  dieses  letzteren  Polyeders 
die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen;  welches  dem  einge- 
schriebenen geometrisch  ähnlich  ist. 

Dem  gleicheckigen  Netze  XXVI  c')  entsprechen  als  ein- 
und  umgeschriebene  Polyeder  die  bezüglichen  Archimedei- 
schen  Varietäten  der  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Po- 
lyeder, bei  welchen  bez.  die  24  unregelmässig -dreieckigen 
Orenzflächen  und  die  24  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken 
regulär  werden. 

Das  dem  gleicheckigen  Netze  XXVI d')  eingeschriebene 
Polyeder  berührt  zugleich  eine  konzentrische  Kugel;  dasselbe 
ist  dem  gleicheckigen  Polyeder,  welches  dem  konjugierten 
^etze  XXVI  d)  umgeschrieben  ist^  konzentrisch  und  ähnlich. 
Sbenso  ist  das  dem  Netze  XXVId')  umgeschriebene  gleich- 
flächige Polyeder  zugleich  einer  konzentrischen  Kugel  ein- 
geschrieben und  demjenigen  Polyeder  konzentrisch  und  ahn- 


Igg    Drittes  Kap.  Bestimmimg  d.  einf.  gleichflftchig.  u.  d.  etc.  Netze. 

lieh,  welches  dem  konjugierten  Netze  XXYId)  eingeschrieben 
werden  kann. 

Endlich  folgt  ans  der  zwischen  den  beiden  sich  polar 
entsprechenden  Polyedern  [XXYI]  und  [XXYI']  bestehenden 
Beziehung,  dass  so  wie  das  letztere  eine  bestimmte  Hemi- 
gonie  eines  (6  +  8  +  24)- flächigen  2.24-Ecks  [XV']  ist,  so 
auch  das  gleichflächige  Polyeder  [XXV]  diejenige  bestimmte 
HemiedrieO  eines  (6  +  8  + 12)-flächigen  2.24-Plachs 
[XY]  (eines  Hexakisoktaeders)  darstellt,  welche  durch  Er- 
weiterung der  abwechselnd  aufeinander  folgenden  Grenzflächen, 
d.  h.  der  24  rechten  oder  der  24  linken,  aus  jenem  erhalten 
werden  kann. 

§  43.  Pentagonhexekontaedemetz  XXYU  nebst  den 
zugeordneten  gleicheekigen  Netzen  XXYU'  und  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  durch  die  unter  64)  §  41  aufgestellten  Werte 

^^^   \      w-60,  f*i  =  12,  ^3  =  20,  ft'8  =  60 

bestimmte,  zweifach  veränderliche  Netz  setzt  sich  aus  sech- 
zig gleichen  und  ähnlichen,  unsymmetrischen  Fünfecken 
zusammen.  Da  zufolge  der  Beschaffenheit  dieses  Netzes 
sowohl  die  beiden  den  Winkel  A^ »  72^,  als  auch  die  beiden 
den  Winkel  A^^120^  einschliessenden  Kanten  bez.  einander 
gleich  sein  müssen;  so  besitzt  das  Netz  zwölf  regulär- fünf- 
flächige, zwanzig  regulär  -  dreiflächige  sphärische  Ecken, 
während  in  jeder  der  sechzig  veränderlichen  Ecken  der 
zweiten  Hauptgruppe  sich  je  drei  Winkel  -4,,  -4^,  A^  ver- 
einigen. 

Die  Scheitel  der  zwölf  regulär  -  fünfflächigen  Ecken 
müssen  mit  den  Eckpunkten  G  eines  Ikosaedemetzes  Y^  die 
Scheitel  der  regulär -dreiflächigen  Ecken  mit  den  Eckpunkten 


1)  Man  bezeichnet  diese  Art  der  Hemiedrie  (welche  an  E^rystall- 
formen  bisher  noch  nicht  beobachtet  wurde)  als  plagiedrische  oder 
gyroidische  Hemiedrie;    vergl.  Sohncke,   ELrystallstmktur    S.  188. 
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des  konjugierten  Pentagondodekaedernetzes  VII  zusammen- 
fallen, so  dass  die  Diagonale  A^Ä^^x  (Formel  8  in  §  9)  ist. 
Denn  wenn  man  (s.  Fig.  25a) 

den  Winkel  Ä^  (-90<>)  mit  dem  Scheitel  G^  durch  G, 

120«)  „ 
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bezeichnet,  wobei  Po+ P^  +  Py  -=  360«  ist,  alsdann  in  den  fünf 
um  Gl  gruppierten  Fünfecken  des  Netzes  die  Diagonalen 
öiCi,  GiCj,  GjC,,  GjQ,  GjCj  zieht,  welche  unter  72«  gegen- 
einander geneigt  sind,  und  die  fünf  Punkte  Cj,  Cj,  Cj,  Cg,  C^ 
durch  Hauptkreisbogen  successive  verbindet,  wobei  der  Schnitt- 
punkt von  C^C^  mit  PiqPh  durch  JB,  bezeichnet  werde,  so 
ergiebt  sich  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke 

G,F,C,^G,P,,C,  und  B,P,,C,^B,P,,C„ 

dass  das  gleichschenklige  Dreieck  G^C^C^^  dessen  Winkel 
an  der  Spitze  72«  beträgt,  dem  Fünfeck  G^P^C^P^^P^^  an 
Inhalt  (gleich  dem  60*«^  Teile  der  Kugelfläche)  gleich  ist 
und  also  das  Dreieck  des  Pentakisdodekaedernetzes  XI  (§  21) 
sein  muss.  Weiter  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  B^  der  Basis 
C^C^  auch  der  Mittelpunkt  der  Kante  P,o-Pu  des  Fünfeckes 
ist  und  dass  die  Eckpunkte  P2,Pjo,  P^  symmetrisch  zu  einem 
innerhalb  des  Dreieckes  G^C^B^  eines  Diakishexekon- 
taedernetzes  XVI  in  Beziehung  auf  G^C^y  G^B^  und  B^C^ 
liegenden  Pxmkte  P^  gruppiert  sind. 

Die  sechzig  Eckpunkte  Pg,  P^,  Pg,  Pg,  J'io;  ^n«««  ent- 
sprechen also  derjenigen  Hemigonie  der  2.60  Eckpunkte 
eines  gleicheckigen  Netzes  XVI'  (§  28,3),  bei  welcher  nur 
die  sechzig  rechten  oder  die  sechzig  linken  Ecken  beibe- 
halten werden,  nämlich  diejenigen,  deren  Scheitel  in  den 
Dreiecken  des  Netzes  XVI  liegen,  welche  dem  den  Punkt  P^ 
enthaltenden  Dreiecke  G^C^B^  symmetrisch  gleich  sind. 

Daraus  folgt,  dass  das  Netz  XXVII,  welches  als 

XXVn     sphärisches  (12  +  20  +  60)-eckiges  öO-Flach 
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oder  kurz  als   Pentagonhexekontaedernetz   bezeichnet 
werden  soll,  auf  folgende  Art  konstruiert  werden  kann: 

Man  verbinde  je  drei  Punkte  O^  G^  B  des  Dreieckes 
eines  Netzes  XYI  durch  Hauptkreisbogen  mit  den  drei 
Punkten  eines  Netzes  XVF,  welche  zu  dem  im  Innern  des 
Dreieckes  liegenden  Punkte  dieses  Netzes  symmetrisch  liegen. 
Die  beiden  von  G  ausgehenden  gleichen  Bogen  bilden  als- 
dann einen  Winkel  von  72^,  die  beiden  von  C  ausgehenden 
gleichen  Bogen  einen  Winkel  von  120®,  während  die  beiden 
von  JB  ausgehenden  gleichen  Bogen  in  einen  Hauptkreis 
fallen  (einen  Winkel  von  180®  bilden)  (vergl.  Fig.  25«  und 
Fig.  25/3,  deren  ausgezogener  Teil  das  vollständige  Netz 
darstellt). 

2.  Wir  bezeichnen,  wie  in  §  28,  6,  die  Abstände  eines 
Punktes  P^  von  den  drei  Eckpunkten  Gi^C^,B^  des  Drei- 
eckes G^C^B^  durch  fy,  ^c,  *6,  die  Winkel,  welche  diese 
Hauptkreisbogen  G^P^^  C^P^^  B^P^^  bez.  mit  G^B^^  ^i^v 
B^C^  bilden,  durch  ^'g^^a^b'  Dann  erhalten  wir  für  die 
Kanten  und  Winkel  des  Fünfecks  folgende  Werte  [vergl. 
34«)  in  §  28]: 

64y)    ö,P,  =  6f,P,o-^„   C,P,^G,P,,^B,,   P,,P,,^28, 
und 

^        COStb  —  cos  et  cos  Sc              -r^        COSV  —  cos  Bc  COSB.J 
COSPa^ —. —. >     COSPm^ -. : 1 

sm  €(,  stn  Sc  '  stn  a«  sm  Sg 

_         COSflP  —  cos  Bn  cos  Bf, 

cos  Py  «  — ^ 7^ f 

sin  Bg  sin  Bf, 

in  welchen  Bg  und  Bc  mit  Hilfe  der  Formeln  34«)  durch  ^^ 
und  d'f,  als  die  unabhängigen  Yariabeln  ausgedrückt  werden 
können. 

3.  Wenn  die  Variable  Bf,  alle  Werte  zwischen  0  und  g? 
und  gleichzeitig  die  Variable  ^t,  alle  Werte  zwischen  0^  und 
90®  durchläuft,  also  der  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen 
innerhalb  des  Dreieckes  G^  C^  B^  annimmt,  so  werden  die 
sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXVII  erhalten. 

Von  diesen  Varietäten  sind^  analog  wie  bei  dem  Netze 
XXVI  (§  42,  3),  folgende  bemerkenswert: 


64  d) 
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XXVII  a)< 


a)  Wenn  der  Punkt  P,  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke G^C^B^  umgeschriebenen  Kreises  ist,  so  wird  [vergl. 
§  28  Formel  34^)  und  340]: 

f^  =*  ^c  =*  f 6  ■=  -R,   tang  iJ «  4  cofg  tp .  sin  3®, 
•  also 

7?«18«42'45",  2,    P««    68^52' 22",  6, 

P,,-174n9'   0",  4, 
Py«  116^48' 37",  0. 

b)  Ist  dqr  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
6r|  C^B^  eingeschriebenen  Kreises,  so  dass  die  sämtlichen  mit 
P^  homologen  Punkte  die  Eckpunkte  der  Archimedeischen 
Varietät  des  Netzes  XVI'  darstellen  (34x),  so  bestehen, 
wenn  P  den  Radius  dieses  Kreises  bedeutet,  die  Beziehungen: 

'  cotgP^y6cotgl8'',   P«7«33'21",  8, 


XXVIIb) 


sms^ 


sin  P 


;;  sm  Sc  = 


sinP 


-.-XI  sm  et, 


sin  P 
siniö^ 


""9 


sm  18°'  """''     sin  30« 

25m'   3",  3,    P«  =  106<>23'   6",  2, 

15«  14' 51",  7,     P;^- 134« 29 '45",  5, 

f,«10«43'   2",  4,     P,-119«    7'   8",  3. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  dieses  Fünfecks  be- 
steht darin,  dass  die  Bogen  G^P-^  und  C^  P^  bez.  die  Winkel 
bei  (?i  und  C^  halbieren,  während  der  Bogen  B^  P^  in  B^ 
auf  der  Kante  Pio-Pn  normal  steht,  so  dass  der  Punkt  P^ 
zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  P^  P^q  P^  um- 
geschriebenen Kreises  ist,  dessen  Radius  i2'  sich  aus 
cosIV^-cos^Böy  iJ'  =  15«6'44",  0  bestimmt. 

c)  Für  diejenige  Lage  des  Punktes  P^,  bei  welcher  die 
drei  Bogen  P^  G^ ,  P^  B^  und  P^  C^  unter  gleichen  Winkeln 
von  120^  gegeneinander  geneigt  sind,  d.  h. 

64«)  Pa-P;c=.P.  «120^ 

ist  und  die  dreiflächigen  Ecken  mit  den  Scheiteln  P^... 
regulär  werden,  resultiert  die  bereits  in  §  41,3  erwähnte 
Archimedeische  Varietät  XXVIIc).  , 
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In  diesem  Falle  lässt  sich  dem  Fünfecke  ein  Kreis  ein- 
schreiben^  welcher  die  Kante  Pio^n  üi  ihrem  Mittelpunkte 
B^  und  ebenso  die  Kanten  P^^  C^  und  C^  P,  in  ihren  Mittel- 
punkten berührt.  Der  Radius  P^  dieses  Kreises  bestimmt 
flieh  aus 

{fang  Pj  —  V3  sin  f»  —  fang  36" .  sin  («,  —  «») , 
Pi- 13«  24' 38",  X, 


646) 
während 


"^^  I  e,^21^  4' 11",  9 


ist,  wobei  der  Wert  für  £»  sich  aus  der  kubischen  Gleichung: 

640-)  cos^  Bb  —  -J  cos  h  —  -|  cos  1^  «=  0 

ergiebt. 

Die  drei  Kanten  P^^  P^^ ,  P^  Cj  und  C^  Pj ,  welche  in 
ihren  Mittelpunkten  berührt  werden^  sind  gleichlang,  während 
die  beiden  andern,  in  G^  zusammenstossenden  gleichen  Kan- 
ten durch  den  Berührungspunkt  in  die  Abschnitte  Bg  und 
Sg—Sb  geteilt  werden. 

Der  Mittelpunkt  Q^  des  dem  Fünfeck  eingeschriebenen 
Kreises  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
P^P^qP^^  umgeschriebenen  Kreises,  dessen  Radius  J?'  sich 
aus 

640       cosR'^cosP^.coset,   -R'«  15^32' T,  7 

bestimmt.     Für  die  Entfernungen  «'p,  «'c,  ^b  des  Punktes  Qi 
von  G-^jC^^  -Bj  erhält  man 

1  cos  £',  =  COS  Pi .  COS  {€,  -  ^ft),   B^g  -  23<>  14'  23",  0, 

^*")    i  e^.^R\    a'.-P,. 

d)  Als  eine  vierte  bemerkenswerte  Varietät  XXVII  d) 
ist  endlich  noch  diejenige  zu  erwähnen,  bei  welcher  dem 
Fünfecke  ein  Kreis  umgeschrieben  werden  kann,  das  Sehnen- 
polygon also  ein  ebenes  Fünfeck  ist. 

Für  die  Winkel  Pa,  P(i,  Py  folgt,  da  der  Mittelpunkt 
dieses  Ej-eises  der  Darchschnittspunkt  der  die  Winkel  bei 
6?i  (-72®)  und  C^  («120®)  halbierenden  Hauptkreisbogen 
sein  muss: 
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64A) 


p^_36»+60<>-  96«, 
Py- 84» +36« -120«, 
p„  -  60«  +  84«  - 144». 


Bezeichnet  man  den  Radius  dieses  E^reises  durch  ü], 
so  erhalt  man: 


64,») 


tang 


cos  36 


sin  6' 


woraus 


tang -^6 


%  ^9 


cotgq> 


l/5  +  l      tangsf, 
2         tang-^Be 


=  2sw6<> 


64v) 


tang-^Sc 

folgt    Mit  Benutzung  der  Formeln  (64 d)  wird  erhalten: 
fa^- 30^ 39' 33",  6, 
fc-19M3'52",  9,    Ui- 18^43' 6",  10. 
£,-  2«   1'42",  5. 

Die  Abstände  ^gy  £'«,  £^6   des  Mittelpunktes   des  umge- 
schriebenen Ejreises  Yon  den  Punkten  G-iyCi^B^  sind: 

^'^»6',«iJ^-18043'   6",  1, 

cosR^ 


646) 


COS  a't 


COSBj, 


«6 


18^  36' 43",  3. 


Die  Varietät  XXYIId)  ist  die  einzige,  welcher  ein  ent- 
sprechendes gleichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  umgeschrieben  werden  kann. 

4.  Die  Axen  eines  Netzes  XXYII  sind  dieselben  und 
von  gleicher  Zähligkeit,  wie  diejenigen  eines  Diakishexekon- 
taedemetzes  XVI  (yergl.  §  28,  2).  Es  sind  also  sechs  Paare 
fünfzähliger  nach  den  Punkten  G^  zehn  Paare  drei- 
zähliger,  nach  den  Punkten  C  und  15  Paare  zwei- 
zähliger  nach  den  Punkten  B  gerichteter  Axen  vorhanden. 
Dagegen  besitzt  ein  Netz  XXVII  keine  direkt -symmetrischen 
Mittelebenen,  ist  also  ein  vollständig  unsymmetrisches 
Netz. 


1)  Dieser  Wert  für  R^   diflferiert  nur  um  21"  von  dem  Werte 
für  Ä  in  XXVII  a). 

Hess,  KngtlteUung.  13 
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5.  Die  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenzflache 
angenommenen  Punkte  ^^  homologen  Punkte  sämÜicher 
Grenzflächen  ergeben^  wenn  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine 
Kante  benachbarte  Punkte  $  durch  Hauptkreisbogen  ver- 
bunden werden,  ein  gleicbeckiges  Netz,  welches  dem  Netze 
XXVII  im  allgemeinen  unsymmetrisch -zugeordnet  ist 
(yergl.  §  30,  4,  §  38,  4,  §  42,  5).  Jeder  bestimmten  Varietät 
eines  Netzes  XXVII  ist  dagegen  nur  ein  gleicheckiges  Netz 
symmetrisch-zugeordnet.  Die  Eckpunkte  dieses  Netzes 
sind  diejenigen  homologen  Punkte  ^  aller  Fünfecke,  welche 
in  Beziehung  auf  die  Kanten  derselben  symmetrisch  liegen. 

Jeder  solche  Punkt  $,  z.  B.  ^^,  ist  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Hauptkreise,  welche  die  Winkel  bei  G^  und  Cj 
halbieren,  also  auch  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
P^-^io^ii  umgeschriebenen  Kreises,  welcher  auch  auf 
dem  in  B^  auf  -Pio-^ii  i^onnal  errichteten  Hauptkreisbogen 
liegt.  Der  Punkt  ^i  fällt  nur  bei  der  Varietät  XXVIIb) 
mit  dem  Punkte  P^  zusammeiL 

Ein  derartiges  gleicheckiges  Netz  XXVil',  welches  einem 
Netze  XXVII  symmetrisch  zugeordnet  ist  (s.  in  Fig.  25 /^ 
den  punktiert  gezeichneten  Teil),  besteht  aus  zwölf  re- 
gulären sphärischen  Fünfecken  mit  den  Mittelpunkten  6; 
aus  20  regulären  Dreiecken  mit  den  Mittelpunkten  G  und 
aus  60  ungleichkantigen  Dreiecken,  deren  auf  Pio-^ii  ^^'' 
male  Kante  im  Punkte  B^  halbiert  wird  imd  für  welche  die 
60  Punkte  Pg . . .,  Pio»  -Pu  •  •  •  des  Symmetrienetzes  XXVll  die 
Mittelpunkte  der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  In  jeder 
der  60  einander  kongruenten  fünfflächigen  sphärischen  Ecken 
stossen  je  ein  reguläres  Fünfeck,  je  ein  reguläres  Dreieck 
und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke  zusammen. 

Die  60  Scheitelpunkte  $  dieser  Ecken  stellen,  da  sie 
auch  homologe  Punkte  der  60  von  den  Fünfecken  des  Sym- 
metrienetzes XXVII  eingeschlossenen  Dreiecke  G^  (7^  B^  sind, 
die  Hemigonie  eines  gleicheckigen  Netzes  XVI'  (§  28,  s)  dar. 
Man  kann  hiemach  ein  Netz  XXVII'  einfach  dadurch  er- 
halten, dass  man  von  den  2 .  60  Eckpunkten  ^  eines 
(12  +  20  +  30) .flächigen  2 . 60- Ecks  XVI'  nur  die  abwechselnd 
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aufeinander  folgenden  (d.  h.  entweder  die  Scheitelpunkte  der 
60  rechten  oder  die  der  60  linken  Ecken)  beibehält  und  von 
diesen  je  fänf  um  einen  der  zwölf  Punkte  G^  je  drei  um 
einen  der  20  Punkte  C  und  je  zwei  um  einen  der  30  Punkte 
B  gruppierte  Punkte  $  durch  Hauptkreisbogen  verbindet^). 

Die  Netze  XXVII'  bezeichnen  wir  als 
XXVir     sphärische  (12  + 20 +  60)-f lächige  60-Ecke. 

Bei  der  der  Varietät  XXVII  c)  symmetrisch  zugeordneten 
Varietät  XXVII c')  fallen  die  Punkte  $i...  mit  den  Mittel- 
punkten Qi...  der  den  Fünfecken  eingeschriebenen  Kreise 
zusammen.  Da  sämtliche  Kanten  des  gleicheckigen  Netzes 
alsdann  gleich^  die  60  Dreiecke  also  zu  regulären  werden, 
so  stellt  dies  zugleich  gleichkantige  gleicheckige  Netz 
XXVIIc')  die  Archimedeische  Varietät  der  Netze  XXVII' 
dar. 

Das  der  Varietät  XXVII  d)  symmetrisch  zugeordnete 
Netz  XXVnd')  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  seine  Eck- 
punkte $  mit  den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des 
Symmetrienetzes  umgeschriebenen  Kreise  zusammenfallen. 
Die  Netze  XXVIId)  und  XXVIId')  sind  symmetrisch  kon- 
jugiert, da  die  Kanten  des  gleichflächigen  Netzes  auch 
durch  diejenigen  des  gleicheckigen  Netzes  halbiert  werden. 

6.  Werden  die  Entfernungen  des  Pimktes  ^^  von  den 
Eckpunkten  G^^C^^By^  mit  B^g^^\^B\^  die  Winkel,  welche 
die  Hauptkreisbogen  G^^^^  ^i^u  -^i^i  l^^z.  mit  G^B^^ 
C^  Gj,  jBj  Cj  bilden,  durch  -9^^,  Q^a  ^\^  femer  der  Radius  des 
einem  Dreiecke  P,  P^q  Pn  umgeschriebenen  Kreises  durch 
Ii\  Kante  und  Winkel  eines  regulären  Fünfeckes  durch  a' 
und  A\  Kante  und  Winkel  eines  regulären  Dreieckes  durch 
y^  und  C\  die  Winkel  eines  ungleichkantigen  Dreieckes  (z.  B. 
^1  ^20  ^«i)  d^rch  ^'a,  ^'^,  $'y  und  die  in  B^  halbierte  Kante 
durch  /3'  bezeichnet,  so  bestehen  die  Beziehungeu: 

1)  Man  könnte  (analog  wie  in  §  42,  5)  das  durch  die  60  Punkte 
^  bestimmte  Panktsystem  als  ikosaedrischen  60- Punktner  be- 
zeiclmen. 

13* 
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eotgip 


64«) 


64«) 


cosR^  '^cossffcos^fcassgcos^n  +  sinsgsin^g. 


_f    ,  sineeSine'c 

'^COS€eCOS^c'\ 


2 

646)  -e-p  +  fr'^-Se^  dc  +  *'c-60^  'fr6  +  ^'6-90^ 

L    ^  J 

—  fang  «'^ .  m  g)  coä  9 .  cos  d  '^  +  ^w*  9?  —  0. 

Die  Winkel  $'«9  ^V)  ^V  bestimmen  sich  aus  den  For- 
meln 63t;)  (§  42,  6),  wenn  die  Teilwinkel,  sowie  die  Kanten 
a'yß',}/  und  der  Radius  iJ'  die  dem  Netze  XXVll'  ent- 
sprechende Bedeutung  erhalten. 

Man  kann  auch  statt  der  Variabeln  £,,  d'g  oder  £„  £«, «» 
und  entsprechend  statt  ß'^,  d'^g  oder  c^j^,  s'e,  ^6  diejenigen 
€t,f  ^t,  und  £'»;  d'ö  oder  auch  [vergl.  die  Formeln  34)  in  §  28] 
die  Variabehi  «*,  «"*,  «'"*  und  €\,  «(">,  «<"%  einfahren  (vergL 
das  fünfte  Kapitel). 

Bei  der  Tarietät  XXVII  b)  und  der  zugeordneten  Varie- 
tät XXVnb')  wird  (s.  Formel  34x) 

649)    ^.-n-18^   tangsg^tangB^g^^^^^^^^ 

—  2  sin  9  tafig  (45®  —  ^), 

welche  Wertsysteme  die  obige  Gleichung  (64  r)  befriedigen. 
Die  Formeln  (64 <r)  lassen  sofort  wiederum  erkennen^ 
dass  die  beiden  Punktsysteme  P^ . . .  und  $1 . . .  in  einer  in- 
volu  torischen  St  einer  sehen  Verwandtschaft  stehen  (vergl. 
§  42,  6)  (s.  Fig.  25y).  Zwei  konjugierte  Pole  Pj  und  ¥1 
stehen  in  der  Beziehung^  dass  die  Strahlen  G^  ^^  und  (r^  P^ 
C^^i  und  C^Pi,  -Bi^i  und  PiPj  bez.  symmetrisch  zu  den 
Halbierungsstrahlen  der  Winkel  6r^,  C^,  B^  des  Dreieckes 
^1  Q  -^1  liegen.  Die  Eckpunkte  dieses  Dreieckes  sind  die 
Hauptpunkte  der  Verwandtschaft,  die  yier  Mittelpunkte 
der  das  Dreieck  Gr^C^B^  berührenden  Kreise  die  Doppel- 
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punkte  derselben.  Der  Mittelpunkt  des  das  Dreieck  von 
Innen  berührenden  Kreises  ist  der  durch  die  Formel  64g>) 
bestimmte  Punkt;  dieser  und  die  zu  ihm  homologen 
Punkte  stellen  die  Eckpunkte  der  Varietät  XXYII  b')  dar. 

Für  die  Archimedeische  Varietät  XXVIIc'),  sowie 
f&r  diejenige  XXVII  d')  sind  die  besonderen  Werte  f&r  die 
Grössen  £',,  aV,  ^'b  aus  den  Formeln  64x)  und  64^)  zu  ent- 
nehmen. 

7.  Jedem  Netze  XXVII'  lässt  sich  ein  gleicheckiges 
Polyeder  einschreiben^  welches  von  zwölf  regulären  Fünf- 
ecken (Pentagondodekaederflächen),  [von  zwanzig  regulären 
Dreiecken  (Ikosaederflächen)  und  sechzig  unregelmässigen 
Dreiecken  begrenzt  ist  und  sechzig  kongruente  fünfflächige 
Ecken  hat.    Dies  Polyeder  wird  als 

[XXVII']    gleicheckiges  (12  +  20  +  60)-flächiges 

60-Eck 
bezeichnet. 

Das  diesem  polar  entsprechende,  demselben  Netze  in 
dessen  Eckpunkten  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder, 
nämlich  das 

[XXVII]     gleichflächige  (12  +  204-60)-eckige 

60-Flach 

oder  Pentagonhezekontaeder  ist  von  sechzig  kon- 
gruenten unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  und  hat  zwölf 
regulär-fünfflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Ikosaedereckpunkte 
sind),  zwanzig  regulär  -  dreiflächige  Ecken  (deren  Scheitel 
Pentagondodekaedereckpunkte  sind)  und  sechzig  unregel- 
mässig- dreiflächige  Ecken. 

Die  sechzig  unregelmässigen  Dreiecke  des  Netzes  [XXVII'J 
sind  die  Grenzflächen  einer  bestimmten  Varietät  des  gleich- 
flächigen  Polyeders  [XXVII].  Ebenso  sind  die  sechzig  Scheitel 
der  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken  des  Polyeders  [XXVII] 
die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät  des  gleicheckigen 
Polyeders  [XXVII'].  Denn  die  Punkte  P  der  Kugel  sind  die 
Sclmittpunkte  der  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Ebenen 
Jener  Dreiecke  gefällten  Normalen,  welche  verlängert  durch 
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die  Scheitel  der  imregelmassig- dreiflächigen  Ecken  des  der 
Kugel  nmgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders  hindurch- 
gehen. 

Weitere  Eigenschaften  dieser  unsymmetrischen  Polyeder^ 
die  nähere  Beschaffenheit  der  Ecken^  Flächen,  Axen,  Flächen- 
winkel u.  8.  w.  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  aus  den  f&r  das 
gleicheckige  Netz  aufgestellten  Besiehungen  mit  Benutzung 
▼on  18  a)  bis  18  d).  Von  besonderen  Varietäten  seien  noch 
die  folgenden  erwähnt. 

Das  dem  gleicheckigen  Netze  XXYIIb')  eingeschriebene 
gleicheckige  Polyeder  [XXYIIb')]  hat  die  Eigenschaft,  dass 
die  sechzig  unregelmässig -dreieckigen  Grenzflächen  erweitert 
ein  Pentagonhexekontaeder  einschliessen,  welches  dem  dem- 
selben Netze  umgeschriebenen  Polyeder  [XXVII  b)]  geome- 
trisch ähnlich  ist.  Umgekehrt  sind  die  sechzig  Scheitel  der 
unregelmässig- dreiflächigen  Ecken  dieses  letzteren  Polyeders 
die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen,  welches  dem  eing^ 
schriebenen  geometrisch  ähnlich  ist. 

Dem  Netze  XXVHc')  entsprechen  als  ein-  und  um- 
geschriebene Polyeder  die  bezüglichen  Archimedeischen 
Varietäten  der  Polyeder  [XXVII']  und  [XXVII],  bei  welchen 
bez.  die  sechzig  unregelmässig -dreieckigen  Grenzflächen  und 
die  sechzig  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken  zu  regulären 
werden. 

Das  gleicheckige  Polyeder  [XXVIId')J,  welches  dem 
Netze  XXVUd')  eingeschrieben  ist,  ist  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Kugel  umgeschrieben  und  zwar  ist  dasselbe  kon- 
zentrisch und  ähnlich  demjenigen  gleicheckigen  Polyeder, 
welches  dem  konjugierten  Netze  XXVUd)  umgeschrieben 
werden  kann.  Ebenso  ist  das  dem  Netze  XXVII  d')  um- 
geschriebene, gleichflächige  Polyeder  [XXVUd]  zugleich 
einer  konzentrischen  Kugel  eingeschrieben  und  ist  dem- 
jenigen Polyeder  konzentrisch  und  ähnlich,  welches  dem 
konjugierten  Netze  XXVUd)  eingeschrieben  werden  kann. 

Aus  der  zwischen  den  beiden  polar  sich  entsprechenden 
Polyedern   [XXVII]   und   [XXVII']   bestehenden   Beziehung 
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folgt  endlich  auch,  dass,  da  das  letztere  eine  bestimmte 
Hemigonie  eines  (12+20+30)-flächigeu  2.60-Ecks  [XVI'] 
ist,  auch  das  gleichflächige  Polyeder  [XXVH]  diejenige  (gy- 
roidische)  Hemiedrie  eines  (12 +  20 +  30) -eckigen  2.60- 
Flachs  [XYI]  (eines  Diakishexekontaeders)  darstellt,  welche 
durch  Erweiterung  der  sechzig  rechten  oder  der  sechzig 
Unken  Grenzflächen  aus  jenem  erhalten  werden  kann. 
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nebst  den  zngeordneten  gleicheckigen  Netzen  XXYIII' 

und  den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  dritte  noch  mögliche^  zweifach  veränderliche  gleich- 
flächige Fünfecksnetz  ist  durch  die  Werte  [vergl.  65)  in  §  41] : 


65a)         j 


A,^A^^120^,  A,  +  A^  + Ä,^i60^, 


m^l2,  ^,-^3  =  4,  fA',«12 

bestimmt.  Zufolge  der  Beschaffenheit  dieses  Netzes  müssen 
sowohl  die  beiden  den  Winkel  ^,  ^  120^^  als  auch  die  beiden 
den  Winkel  A^  » 120^  einschliessenden  Kanten  bez.  einander 
gleich  sein,  so  dass  das  aus  zwölf  einander  kongruenten, 
unsymmetrischen  Fünfecken  zusammengesetzte  Netz  zwei 
Oruppen  von  je  vier  einander  kongruenten  regulär -drei- 
flächigen Ecken  besitzt,  während  in  jeder  der  zwölf  veränder- 
lichen Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe  sich  je  drei  Winkel 

-^«j  -^4}  -^6  vereinigen. 

Die  Scheitel  der  beiden  Gruppen  von  je  vier  regulär- 
dreiflächigen Ecken  müssen  nun  mit  den  Eckpunkten  C 
zweier  konjugierten  regulären  Tetraedemetze  III  zusammen- 
fallen.   Denn  wenn  man  (s.  Fig.  26  a) 

den  Winkel  A,  (« 120<>)  mit  dem  Scheitel  0,  durch  C(i, , 

n  n       A(-=120®)     „       „  „        Cg      „       C(8), 

bezeichnet,   wobei   Pa  +  iV(i)  +  ^y(«)^360®   ist,   alsdann   in 
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den  drei  um  C^  gruppierten  Fünfecken  des  Netzes  die 
Diagonalen  CiC^,  C^i^^s»  ^i^'4  zi^lit?  welche  nnter  120® 
gegeneinander  geneigt  sind  und  die  drei  Punkte  C^f  C^,  C\ 
successive  durch  Hauptkreisbogen  yerbindet,  wobei  der  Schniti- 
punkt  von  C^C^  mit  P^P^  durch  A^  bezeichnet  werde,  so 
folgt  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  CiC^Pi^^CiC^PtVoii 
C^Äi  P^ ^C^ÄiP^,  dass  das  gleichschenklige  Dreieck  C^C^C^ 
dessen  Winkel  an  der  Spitze  120^  beträgt,  dem  Fünfecke 
C^P^^C^P^P^  an  Inhalt  (gleich  dem  12*«^  Teile  der  Kugcl- 
fläche)  gleich  ist  und  also  das  Dreieck  des  Triakiste- 
traedernetzes  IX  (§  19)  sein  muss.  Der  Mittelpunkt  Ä^ 
der  Basis  C^C^  ist  auch  der  Mittelpunkt  der  Kante  P7P5 
des  Fünfecks  und  die  Eckpunkte  Ps ,  P7 ,  Pie  sind  symmetrisch 
zu  einem  innerhalb  des  Dreieckes  Ä^C^C^  eines  Hexakis- 
tetraedernetzes  Xa)  (§  20,7)  in  Beziehung  auf  A^C^^  A^d 
C^C^  liegenden  Punkte  Pg  gruppiert. 

Die  zwölf  Eckpunkte  Pj,  P^,  P^,,  P^e,  ^19,  P»  •  •  •  ^^^ 
diejenige  Hemigonie  der  2.12  Eckpunkte  eines  gleich- 
eckigen (6  +  4  +  4)-flächigen  2.12-Ecks  X"  (§20,e)  dai, 
bei  welcher  nur  die  zwölf  rechten  oder  die  zwölf  linken 
Ecken  beibehalten  werden.  Da  die  Netze  X"  selbst  eine 
bestimmte  Hemigonie  der  Netze  XV'  (vergl.  §  27,3)  repräsen- 
tieren, so  können  die  zwölf  Eckpunkte  P^^  Pj...  auch  als 
Tetartogonie  der  Netze  XV  bezeichnet  werden.  (Die 
zwölf  Punkte  P^^P^...  sind  die  Hälfte  der  2.12  Puiite, 
welche  in  dem  Netze  X'',  das  in  Fig.  8/3  dargestellt  ist, 
weggelassen  sind.) 

Man  kann  hiemach  das  Netz  XXVIII,  welches  als 

XXVm     sphärisches  (4+T+12)-eckiges  Zwölfflach 

oder  als  tetraedrisches  Pentagondodekaedernetz  be- 
zeichnet werden  soll,-  auf  folgende  Art  konstruieren: 

Man  verbinde  je  drei  Eckpunkte  des  Dreiecks  eines 
Hezakistetraedernetzes  Xa)  z.  B.  C^^  C^,  A^  mit  den  drei 
Punkten  Pj,  P7,  P^^  eines  Netzes  X",  welche  zu  dem  im 
Innern  dieses  Dreiecks  liegenden  Punkte  Pg  symmetrisch 
liegen.    Je  zwei  von  C|  und  C,  ausgehende  und  bez.  einander 
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gleiche  Bogen  schliessen  einen  Winkel  von  120^  ein,  die 
von  Ai  ausgehenden  &llen  in  einen  Hanptkreis.  [VergL 
Fig.  26  a)  und  in  Fig.  26/})]  den  ausgezogenen  Teil.  Die 
erste  Figur  ist  die  stereographische  Projektion  für  den  Pro- 
jektionspunkt C\j  die  zweite  für  den  Projektionspunkt  Ä\.] 

2.  Die  Abstände  eines  Punktes,  z.  B.  Pg,  von  den  Eck- 
punkten A^f  C^j  Cg  bezeichnen  wir  (wie  in  §  20,  9)  durch 
€aj  ^ci)  ^cg)  die  Winkel,  welche  diese  Hauptkreisbogen  AiP^, 
C^P^y  CgPg  bez.  mit  dem  Halbierungskreise  des  rechten 
Winkels  bei  A^^  mit  C^A^^  mit  C^A^  bilden,  durch  ^a^^cu^ei- 
Dann  erhalten  die  Kanten  und  Winkeldes  Fünfecks  folgende 
Werte: 


65y)    CiP3  =  (7,P,e  =  ^cn  C,P,  =  C,P,e-^c8,  PzF.'-^b, 


und 


65«) 


COSPa^ 


1 

l^  —  COSBc^COSBe^ 

sin  Sei  ^^  ^ci 


cosP, 


VI- 


cos  €ci  COS  £a 


y(l) 


Sm  Bei  Stn  €a 


COS  Py^fi  = 


VI- 


cos  Bei  COS  Ba 


SinBcj^SmBa 

in  welchen  ^ci  iind  Bc^  durch  Ba  und  O'a  ausgedrückt  werden 
gönnen  (vergl.  Formel  22)  in  §  20). 

3.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXYHI 
resultieren,  wenn  die  Variabele  Ba  alle  Werte  zwischen  0 
und  1]  und  gleichzeitig  die  Variabele  d'a  alle  Werte  zwischen 
O^  und  45®  oder  zwischen  0®  und  —45®  durchläuft.  Der 
Punkt  Pg  nimmt  hierbei  alle  Lagen  in  dem  einen  der  recht- 
winkligen Dreiecke  an,  in  welche  der  Symmetriekreisbogen 
.A^  Bi  das  gleichschenklig  -  rechtynnl^lige  Dreieck  A^^  C^  C^ 
zerlegt. 

Liegt  der  Punkt  Pg  auf  diesem  Symmetriekreisbogen 
selbst,  so  wird 
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65«)  ^«  —  0,  fci««c2,  -Py(i)  "= 'Py(2), 

das  Fünfeck  wird  zu  einem  symmetrischen  mit  vier  unter- 
einander gleichen  Kanten.  Das  entsprechende  Netz,  auf 
welches  bereits  im  §  38 ,  i  am  Ende  hingewiesen  wurde,  soll  als 

XXIX    symmetrisches  Pentagondodekaedernetz 
nebst  einigen  seiner  besonderen  Varietäten  im  nächsten  Para- 
graphen betrachtet  werden. 

Für  diejenigen  Fünfecke  und  zugehörigen  Netze  XXViU, 
bei  welchen  der  Punkt  Pg  nicht  auf  dem  Symmetriehaupt- 
kreise  des  gleichschenkligen  Dreiecks  Ä^^  C^  C^  liegt,  existieren 
keine  besonderen,  Yor  den  übrigen  ausgezeichnete  Varietäten. 

Insbesondere  lässt  sich  den  Fünfecken  eines  tetrae- 
drischen  Pentagondodekaedemetzes  XXVIII  weder  ein  Kreis 
ein-  noch  umschreiben,  also  kann  auch  einen  Netze  XXVHI 
weder  ein  gleichflächiges  Polyeder  ein-,  noch  ein  gleicheckiges 
Polyeder  umgeschrieben  werden. 

4.  Einem  Netze  XXVIII  kommen  dieselben  Axen  zn, 
wie  einem  Hexakistetraedernetze  Xa)  oder  einem 
Netze  X"  (rergl.  §  20,  7),  nämlich  zwei  Gruppen  von  je  rier 
gleichen  dreizähligen  Axen,  welche  nach  den  Punkten  C, 
und  drei  Paare  gleicher  zweizähliger  Axen,  welche  nach 
den  Punkten  Ä  gerichtet  sind.  Dagegen  sind  in  einem 
Netze  XXVIII  keine  direkt  symmetrischen  Mittelebenen 
vorhanden;  das  Netz  ist  also  ein  vollständig  unsymme- 
trisches Netz. 

5.  Analoge  Betrachtungen  zu  denjenigen,  welche  in  den 
beiden  vorhergehenden  Paragraphen  unter  5.  angestellt  wurden, 
ergeben  leicht,  dass  jeder  bestimmten  Varietät  eines  Netzes 
XXVIII  nur  ein  gleicheckiges  Netz  XXVIII'  symmetrisch 
zugeordnet  ist,  dessen  Eckpunkte  $  die  Mittelpunkte 
der  den  Dreiecken  P^P^P^q...  umgeschriebenen  Kreise 
sind.  Ein  solcher  Punkt  ^i  ist  also  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Hauptkreisbogen,  welche  die  Winkel  bei  C^  und  C^ 
halbieren,  und  des  in  Ai  auf  P^P^  normal  errichteten  Haupt- 
kreisbogens. 

Ein  solches  gleicheckiges  Netz  XXVIII'  (siehe  den 
punktiert  gezeichneten  Teil    der  Fig.  26)3)   hat   zu   Grenz- 


i 
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flächen  zwei  Gruppen  von  je  vier  regulären  Dreiecken  mit 
den  Kanten  y\  und  y'^  und  den  Mittelpunkten  C  (welche 
den  Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraeder  entsprechen), 
und  zwölf  ungleichkantige  Dreiecke,  f&r  welche  die  zwölf 
Punkte  P,,  P^...  des  Symmetrienetzes  XXYIII  die  Mittel- 
punkte der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  In  jeder  der  zwölf 
einander  kongruenten  f&nfflächigen  sphärischen  Ecken  stossen 
je  ein  reguläres  Dreieck  der  ersten  und  der  zweiten  Gruppe 
und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke  zusammen. 

Die  zwölf  Scheitelpunkte  $i,  ^ßj,  %q,  ^,4,  $„,  ^,1... 
sind  als  homologe  Punkte  der  zwölf  von  den  Fünfecken  des 
Symmetrienetzes  XXYIII  eingeschlossenen  Dreiecke  ÄiC^C^y 
die  oben  unter  1.  besprochene  Hemigonie  eines  gleicheckigen 
Netzes  X".  Ein  Netz  XXYIII'  resultiert  also  einfach,  wenn  von 
den  2.12  Eckpunkten  eines  (6 +  4 +  4) -flächigen  2.12-Ecks 
X"  (§  20,  6),  vergl.  Fig.  8j8)  nur  die  Scheitelpunkte  der  zwölf 
rechten  (oder  der  zwölf  linken)  Ecken  beibehalten  und  Ton 
diesen  je  drei  um  einen  der  Punkte  C  und  je  zwei  um 
einen  Punkt  A  gruppierte  Punkte  $  durch  Hauptkreisbogen 
verbunden  werden^). 

Die  zwölf  Punkte  $  sind  auch  (vergl.  i.)dieTetartogo- 
nie  eines  Netzes  XY'.    Die  Netze  XXYIII'  bezeichnen  wir  als 


XXYIir  sphärische  (4-t-4-M2)-flächige  Zwölfecke. 

Die  besonderen  Yarietäten,  bei  welchen  die  Punkte  $1 . .  • 
mit  den  Punkten  P^...  zusammenfallen,  oder  die  Punkte  $  mit 
den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des  Symmetrienetzes 
ein-  oder  umgeschriebenen  Kreise  zusammenfallen,  können 
nur  dann  resultieren ,  wenn  die  Punkte  Pg . . . ,  wie  die 
Punkte  $1 . .  •  auf  die  Symmetriekreisbogen  der  gleichschenk- 
ligen Dreiecke  Ä^C^C^...  fallen.  Wir  werden  diese  Yarie- 
täten also  bei  den  symmetrischen  Netzen  XXIX'  (§  45) 
als  besondere  Fälle  erhalten. 

6.  Wenn  die  Abstände  des  Punktes  ^^  von  den  Eck- 
pxznkten  A^^  C,,  (7,  mit   a'«,  «'ci,  «'cj,   die  Winkel,   welche 

1)  Sohncke  nennt  (Eiystallstiraktar  p.  166)  das  durch  die  zwölf 
Punkte  $  bestimmte  Punktsystem  einen  ZwOlfpunktner. 
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die  Hanptkreisbogen  ^i$i;C^i^i;  C^^^  bez.  mit  dem  Halbie- 
nmgskreise  des  rechten  Winkels  bei  J.^,  mit  C^A^j  mitC^i, 
bilden  dnrch  ^'ay  ^'eu  ^^cty  der  Badins  des  einem  Dreiecke 
P^P^P^^  umgeschriebenen  Kreises  dnrch  ü',  die  Kanten  und 
Winkel  der  beiden  Gruppen  von  regulären  Dreiecken  dnrch 
y\j  C\  und  y\^  C\  und  endlich  die  Winkel  eines  ungleich- 
kantigen Dreieckes  ^i^'ao^n  <lurch  ^'a,  $'n,  ^Vs;  ^^^^ 
die  in  Ä^  halbierte  Kante  durch  a'  bezeichnet  werden,  so 
gelten  die  Beziehungen: 

652)  I  ^"' ■"*'*'  ^»^'i/i-^iVS'^^wf'ci,  8inj^y\^\}/^smtl,i, 


65ij) 


cos  B^  ^  cos  BaCOS  i'a  -«  COS  «q  COS  b'ci  + 


SmBciStflBci 


650 


65x) 


,     ,  sinBc.sinBc. 

=-  cos  Bei  cos  B\i  H ^-^ ^; 

65^)         ^a  +  ^\--  0\    ^ci  +  ^'ci  =  ^C2  +  ^'c«  -  60^ 

tang  Be^tang  ^  eii^'-^costciCOsQ^  c^-'2y2tang  Bc^cos^a 

-  2  ]/2  towöf  a'ci  cos  ^'ci  +  4  =- 0 , 

*'«  «A  +  A,  cosy\^cotgBUan9\y\, 
?n'=A  +  «",  cosy\^cotgRtang\Y\, 
?ß'y^«a"  +y"i,(?os«"  ^ cotg R' fang ^ a\ 

In  diese  Formeln  können  statt  derVariabeln  ^cu'^ei^^es^^ci 
und  entsprechend  f'cj,  -©•'d,  f'c^?  ^'c%  (vergl.  Formel  22)  des 
§  20)  die  beiden  Yariabeln  £«>  '^a  nnd  entsprechend  f'a,^« 
eingeführt  werden.  . 

Die  Punktsysteme  Pg .  • .  und  $i . . .  stehen  wiederum  in 
einer  Stein  ersehen  Verwandtschaft  [s.  Formeln  65 d)  und 
65t)].  (Vergl.  §  42,  6  und  §  43,6).  Denn  die  Strahlea, 
welche  je  zwei  konjugierte  Pole  Pg  und  Jß^  mit  den  Eck- 
punkten A^j  Cj,  C^  yerbinden,  liegen  bez.  symmetrisch  za  den 
Halbierungsstrahlen  der  Winkel  des  Dreiecks  A^  C^  C^y  dessen 
Eckpunkte  die  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft  sind.  (S. 
Fig.  2Qy).  Die  Doppelpunkte  sind  wiederum  die  Mittel- 
punkte der  vier  das  Dreieck  A^C^C^  berührenden  Kreise, 
nämlich  die  Punkte  A^^  B^,  B^  und  der  Mittelpunkt  S^  des 
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das  Dreieck  von  innen  berührenden  Kreises.  S.  Fig.  26  d). 
Vergl.  §  38,  6  und  §  45, 8  unter  XXTXb)  und  6.  Der  Mittel- 
punkt Sq  des  das  Dreieck  Yon  Innen  berührenden  Kreises 
and  die  zu  ihm  homologen  Punkte  bilden  die  Eckpunkte 
einer  besonderen  Varietät  der  symmetrischen  Netze  XXIX' 
(▼ergl.  §  46,  e).  Insbesondere  ist  ersichtlich,  dass  zwei  kon- 
jugierte Pole  Pg  und  ^^  immer  zu  beiden  Seiten  dieses 
Halbierungskreisbogens  A^B^  liegen.^) 

7.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XXVm'  eingeschrieben  werden  kann,  ist  von  zwei 
Gruppen  von  je  vier  regulären  Dreiecken  (Tetraederflächen) 
und  von  zwölf  ungleichkantigen  Dreiecken  begrenzt;  es  hat 
zwölf  kongruente  fünfflächige  Ecken.  Wir  bezeichnen  das- 
selbe als 


[XXVni']  gleicheckiges  (4+A+  12)-flächiges  Zwölf  eck. 

Das  ihm  polar  entsprechende,  demselben  Netze  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  nämlich  das 

[XXVni]  gleichflächige  (4  +  4 -f- 12)- eckige  Zwölfflach 

oder  das  tetraedrische  Pentagondodekaeder  ist  von 
zwölf  kongruenten,  unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  und 
hat  zwei  Gruppen  von  je  vier  regulär -dreiflächigen  Ecken 
(deren  Scheitel  Tetraedereckpunkte  sind)  und  zwölf  unregel- 
mässig- dreiflächige  Ecken. 

Die  12  unregelmässigen  Dreiecke  eines  Netzes  [XXYIII'J 
sind  die  Grenzflächen  einer  bestimmten  Varietät  des  gleich- 
flächigen Polyeders  [XXVIIl].  Ebenso  sind  die  zwölf  Schei- 
tel der  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken  eines  Polyeders 
[XXVIIl]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät  des 
gleicheckigen  Polyeders  [XXVIIl']  (vergl.  §  42,  7  und  §  43,  ?). 

Die  nähere  Beschaffenheit  der  Ecken,  Flächen,  Axen, 
Flächenwinkel  etc.  dieser  unsymmetrischen  Polyeder  folgt 
aus  den  für  das  gleicheckige  Netz  aufgestellten  Relationen. 

1)  Auf  weitere  BeziehimgeD ,  die  sich  infolge  der  zwischen  den 
Punktsystemen  P  und  $  bestehenden  St  ein  er  sehen  Verwandtschaft 
bei  den  Netzen  XXV  bis  XXVIIl  und  XVII  ergeben,  wird  im  fflnften 
Kapitel  eingegangen  werden. 
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Endlicli  ergiebt  sich  aus  der  zwischen  je  zwei  sich  polar 
entsprechenden  Polyedern  [XXVIII]  und  [XXVIII'J  bestehen- 
den Beziehung,  dass^  sowie  das  letztere  eine  bestimmte 
Hemigonie  eines  (6  +  4+1)  -  flächigen  2. 12 -Ecks  [X"] 
oder  eine  Tetartogonie  eines  (6 +  8+ 12) -flächigen  2.24- 
Ecks  [XV]  ist,  so  auch  das  gleichflächige  Polyeder  [XXVni] 
als  eine  bestimmte  Hemiedrie  eines  (6  -f- 4-f  4)  -  eckigen  2 .  12- 
Plachs  [Xa]  oder  als  eine  Tetartoedrie  eines  (6  +  8-H2)- 
eckigen  2. 24- Flachs  [XV]  (eines  Hexakisoktaeders)  erhalten 
werden  kann. 


§  46.  Symmetiisehes  Pentagondodekaedernetz  XXIX 
nebst  den  zugeordneten  Netzen  XXIX'  und  den  ent- 
sprechenden Polyedern. 

1.  Das  symmetrische  Pentagondodekaedemetz  XXIX 
stellt  den  besonderen  Fall  des  tetraedrischen  XXVIU  dar, 
in  welchem  der  Punkt  Pg  auf  dem  Symmetriekreisbogen  des 
gleichschenkligen  Dreieckes  A^  C^  C^  liegt.  Das  Fünfeck  wird 
ein  symmetrisches  mit  vier  gleichen  Kanten  (vergL  §  44, 
Formel  65«),  da 

wird.  Die  beiden  Gruppen  von  je  vier  einander  kongruenten 
regulär -dreiflächigen  Ecken  bilden  eine  Gruppe  von  acht 
kongruenten  regulär -dreiflächigen  Ecken,  die  zwölf  yerän- 
derlichen  dreiflächigen  Ecken  werden  gleichschenklig.  Das 
Netz,  welches  wir  als 

XXIX    sphärisches  (8  + 12)-eckige8  Zwolfflach 
oder  als  symmetrisches  Pentagondodekaedernetz  be- 
zeichnen, ist,  da  die  veränderlichen  Winkel  Pa,  Py  ^^^  ^^^ 
Bedingung 

66/J)  Pa  +  2Py«360ö 

zu  genügen  haben,  ein  einfach  veränderliches  Netz. 

Die  zwölf  Scheitel  der  veränderlichen  Ecken  L^^  ^••• 
(s.  Fig.  27)  sind  die  Hemigonie  der  24  Eckpunkte  eines 
Netzes  X'   eines  gleicheckigen  (6 -f  8)  -  flächigen   6. 4 -Ecks 
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(§  20,  s),  und  zwar  dieselbe  Hemigonie,  welche  (vergl.  §  88,  i) 
bereits  beim  Diakisdodekaedernetze  XXIII  aufgetreten 
ist.  Damit  ergiebt  sich  auch  die  einfache  Eonsiaruktion  einea 
solchen-  Netzes  XXIX  durch  Zusammenfassen  je  zweier  längs 
eines  Hauptkreisbogens  Ä^  L^^  Ä^L^..,  (vergl.  Fig.  21/)) 
zusammenstossenden  Vierecke  eines  Diakisdodekaeder- 
netzes  XXIIL 

2.  Besondere  bemerkenswerte  Varietäten  dieses  Netze» 
XXIX,  welche  auch  als  ganz  spezielle  Varietäten  der  Netze 
XXVIII  angesehen  werden  können,  sind  folgende: 

a)  Wenn  der  Punkt  L^  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke  Ä^C^C^  umgeschriebenen  Kreises  ist,  die  sämtlichen 
24  Punkte  L  also  die  Eckpunkte  des  dem  Netze  X  kon- 
jugierten gleicheckigen  Netzes  X'  [vergl.  §  20,  8  und 
Formel  21/3]  darstellen,  so  ist^  wenn  R  den  Radius  jenes 
Kreises  bezeichnet: 

s^^e.^R,  ten^iZ-j/S-l,   J?  =  36<^12'21^  2, 

V^-1 


XXIXa) 


cos  ^  Pa''^  sin  15** m  12 

cos  T  -Py  ^  ^^  45  ^COS-^f} 

Pa  «»155«  36' 0",0, 
Py«102M2'0",  0. 


2>/3 


^r-  J 


V 


V3  +  1 


b)  Ist  der  Punkt  2y,  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
-^a  ^1  ^s  eingeschriebenen  Kreises,  so  dass  die  24  Funkte 
Jj  die  Eckpunkte  der  Archimedeiscben  Varietät  eine» 
^Netzes  X'  (vergl.  §  20,  s  und  Formel  21^)  darstellen,  so 
erhält  man,  wenn  P  den  Radius  jenes  Kreises  bedeutet 
{tangP='i,  P-18'>26' 6",  8, 

tangta^^,  f«-45'>-P-.26»33'54", 2-90»-29), 
tange,  — ^ ,   f.  -  22»  12'  27  ",  6, 


XXIX  b) 


1/6' 

COS  ^  Pa  ^  —  COS  Py 


n 


— ) 


P„-131»48'37",  1, 
Py-114»  5' 41",  5. 
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Der  im  Dreiecke  A^C^C^  liegende  Punkt  L^  ist  zu- 
gleich der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  L^  L^  L^  umge- 
schriebenen Ejreises,  dessen  Radius  R'  sich  aus 

66y)      cosB'-cos«fa-|,    2i'-36<^52' 11",  7 

bestimmt. 

c)  Die  beiden  besonderen  Varietäten  des  Fünfecks, 
denen  ein  Ereis  ein-  und  ein  Ejreis  umgeschrieben  werden 
kann,  fallen  hier  in  die  eine  desjenigen  regulären  Fünfecks 
zusammen,  dessen  Kante  sich  aus  der  Bedingung 

2fa"-^c>  5in«c-"-|;   also  «c  — 2^ 

(yergl.  §  9,  Formel  8),  d.  h.  gleich  der  Kante  des  Fünfecks 
ergiebt,  welche  die  Grenzfläche  des  regulären  Pentagondode- 
kaedemetzes  YII  (§  8)  bildet.  Der  Radius  R^  des  diesem 
Fünfecke  um-  und  der  Radius  P^  des  demselben  eingeschrie- 
benen Ejreises  ist  nach  früherem  (§  9,  Tabelle  9) 

66d)  R,^x^    P,-9), 

der  Mittelpunkt  S^  des  Fünfecks,  für  welchen 

66«)  ^a^9>9    ^c^^X 

ist^,  steht  also  von  dem  Punkte  Lq,  für  welchen 

666)  f«  — ^j    £ö  — 2^ 

ist,  um  den  Bogen  9?-^  — 10H8'44",  3  ab. 

4.  Jedem  Netze  XXIX  kommen  dieselben  Axen  zu, 
wie  einem  Hexakistetraedernetze  Xa)  (§  20,  7),  oder 
einem  Diakisdodekaedernetze  XVlll  (§  38;  s),  da  auch 
hier  die  acht  regulär -dreiflächigen  Ecken  als  Teile  des 
Netzes  betrachtet  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  zusammen- 
zufassen sind.  Die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a  sind,  wie 
bei  den  Diakisdodekaedemetzen  XXTTI,  direkt -symme- 
trische Mittelebenen  der  Netze  XXIX. 

Dass  die  Netze  XXIX ,  wiewohl  zu  jeder  Grenzfläche 
die  Gegenfläche  und  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  im  Netze 
vorhanden  ist,  dennoch  nicht  als  vollzählige  zu  betrachten 
sind,  folgt  aus  den  über  die  Netze  XXIII  und  XXIir  (vergl. 
§  38,  3  und  4.  bis  e.)  gemachten  Bemerkungen. 
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5.  Jedem  gleichflächigen  Netze  XXIX  ist  (vergl.  §  44, 5) 
ein  gleicheckiges  Netz  XXIX'  symmetrisch-konjugiert; 
dessen. Eckpunkte  S^jfig...  als  Mittelpunkte  der  den  gleich- 
schenkligen Dreiecken  L^L^L^...  umgeschriebenen  Kreise 
auf  den  Hauptkreisen  a  liegend,  die  Hemigonie  eines  (6  +  8)- 
flächigen  6. 4 -Ecks  X'  darstellen  (s.  in  Fig.  27  den  punktiert 
gezeichneten  Teil).  Die  Grenzflächen  eines  solchen  Netzes 
XXIX'  sind  einmal  acht  reguläre  Dreiecke^  deren  Mittelpunkte 
die  Punkte  C  sind,  welche  aber  —  als  Teile  des  Netzes  be- 
trachtet —  zwei  Gruppen  von  je  vier  Dreiecken  bilden,  und 
femer  zwölf  gleichschenklige  Dreiecke^  für  welche  die  Punkte 
2>j  Lg . . .  die  Mittelpunkte  der  umgeschriebenen  Kreise  sind. 
Das  Netz  hat  zwölf  kongruente  fünfflächige  sphärische  Ecken. 

Ein  derartiges  Netz^  welches  wir  als 

XXIX'    sphärisches  (8  +  12)-flächiges  Zwölfeck 
bezeichnen,  wird  also  einfach  erhalten,  wenn  die  zwölf  Punkte 
Z^^Z^'-'y  welche  die  Hemigonie  eines  Netzes  X'  bilden,  pas- 
send durch  Hauptkreisbogen  mit  einander  verbunden  werden. 

Bei  dem  der  Varietät  XXIXb)  zugeordneten  Netze  XXIXb') 
fallen  die  Punkte  S^ . . .  mit  den  Punkten  Lq...  bez.  zu- 
sammen^ während  für  das  der  Varietät  XXIX  c)  zugeord- 
nete Netz  XXIX  c')  die  Eckpunkte  mit  den  Mittelpunkten 
der  regulären  Fünfecke  zusammenfallen  und  das  dem  regu- 
lären Pentagondodekaedemetze  VIT  konjugierte  reguläre 
Ikosaedernetz  V  resultiert. 

6.  Die  Formeln  (65g  — 65x)  des  vorigen  §  44,  6  ver- 
einfachen sich  wesentlich,  da 

TTird.    Man  erhält: 

^^  \        Tii  (  I   .  sinecSinf'e 

66  t)   COSB'  '=•  cos  Ba  cos  Sa  =  COS  tc  COS  f  c  -\ ^ j 

vrobei 

0  e  9  a )  Kugelteilung.  14 


««'>  { i: 
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66A)     cosic^ y= y  cotg^^^ ^ 

ist 

Für  ^.-d'c-SO^^  wird  der  unter  XXIX b)  besümmte 

Ponkt  Xq  erhalten,  f&r  welchen  tang  f«  ^  tang  <'«  ^  t >   Uxng (e 
'^tangFc-y^  ist  (vergl.  Formel  65*).    Dieser  Punkt  wurde 

bereits  früher  mit  Sq  (§  38 ,  5)  bezeichnet  (vergl.  auch  §  44, 6). 

Dieser  Punkt  S^  (vergl.  auch  Fig.  26  d)  ist  der  eine  Doppel- 
punkt des  auf  dem  Hauptkreise  A^A^  liegenden  projekti- 
visch-involutorischen  Punktsystems,  in  welchem  je  zwei 
Punkte  Lj  und  S|  konjugierte  Pole  sind  und  dessen  an- 
derer Doppelpunkt  der  Punkt  J^  ist. 

Der  Mittelpunkt  dieses  Systems  oder  der  Halbierongs- 
punkt  J  des  Bogens  S^Ä^  steht  von  den  Doppelpunkten  um 
q>  ab,  so  dass  der  zu  J  in.  Beziehung  auf  C^C,  symmetrisch 
liegende  Punkt  des  Dreieckes  Ai  C^C^  der  Mittelpunkt  des  re- 
gulären Fünfecks  XXIX  c)  oder  ein  Eckpunkt  des  regulären 
Ikosaedemetzes  ist.  Für  die  Abstände  £»  und  f '.  zweier  kon- 
jugierter Pole  Li  und  S^  von  dem  Punkte  J  erhält  man  einfach 

3— .1/5 
66  ft)  tang  f,- .  tang  e'i  =  tang*  tp  «  — ^ — 

und  aus  f|-=90^  — y  —  f«  folgt  die  einfache  Beziehung: 
66  v)  tang  Sa  +  tang  fc'«  —  1 . 

Es  ist  dies  dieselbe  Beziehung,  welche  im  §  38, 5  bei 
den  dem  Diakisdodekaedemetze  XXIII  zugeordneten  Netzen 
erhalten  wurde.     [Formel  55{;)  und  51  y)]. 

Für  Ca'^t  ergiebt  sich  «'«-"9?  [vergl.  die  Formeln  66  a) 
und  66  Ö  für  die  Varietät  XXIX  c)]. 

In  den  Netzen  XXIX'  bietet  sich  daher  in  ein&cher 
Weise  eine  Beziehung  zwischen  den  oktaedrisch-hezaedrischen 
und  den  ikosaedrisch-dodekaedrischen  Netzen  und  ein  Über- 
gang aus  den  einen  in  die  anderen  dar. 

7.  Die  Eigenschaften  der  gleicheckigen  und  der  gleich« 
flächigen  Polyeder,  welche  den  Netzen  XXIX'  bez.  ein-  und 
umgeschrieben  werden  können,  ergeben  sich  ohne  Schwierig* 
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keit.  (Yergl.  §  44,  7.)  Das  eingeschriebene  gleicheckige  Po- 
lyeder, welches  wir  als 

[XXIX']     gleicheckiges  (8  + 12)-nächiges  Zwölfeck 

bezeichnen,  ist  von  acht  regulären  Dreiecken  (Oktaederflächen, 
welche  aber  als  zwei  Gruppen  von  je  vier  Tetraederflächen 
aufzafassen  sind)  und  von  zwölf  gleichschenkligen  Dreiecken 
begrenzt-,  es  hat  zwölf  kongruente  symmetrisch -f&nfflächige 
Ecken. 

Das  diesem  polar  entsprechende,  demselben  Netze  XXIX' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschriebene^  gleichflächige  Polyeder, 
nämlich  das 

[XXIX]     gleichflächige   (8  + 12).eckige   Zwölfflach 

oder  das  symmetrische  Pentagondodetkaeder  (Eisen- 
kiesdodekaeder) ist  von  zwölf  kongruenten  symmetrischen 
Fünfecken  begrenzt;  die  Scheitel  der  acht  regulär- drei- 
flächigen Ecken  entsprechen  den  Eckpunkten  zweier  konju- 
gierten Tetraeder;  die  zwölf  anderen  Ecken  sind  gleich- 
schenklig -  dreiflächig. 

Ebenso  wie  die  zwölf  gleichschenkligen  Dreiecke  des 
Polyeders  [XXIX']  die  Grenzflächen  einer  bestimmten  Varie- 
tät des  Polyeders  [XXIX]  sind,  so  sind  auch  die  zwölf 
Scheitel  der  gleichschenklig  -  dreiflächigen  Ecken  des  Po- 
lyeders [XXIX]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät 
des  Polyeders  [XXIX']  [vergl.  die  Nummer  7.)  der  §§  42, 
43,  44]. 

Die  Beziehungen  für  die  den  besonderen  Netzen  XXIX  a'), 
b')  c')  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  folgen  ohne  wei- 
teres; insbesondere  erhält  man  bei  XXIXc')  das  reguläre 
Ikosaeder  [V]  und  das  reguläre  Pentagondodeka- 
eder [VII]. 

Endlich  ergiebt  sich  auch  das  Polyeder  [XXIX]  als  eine 
bestimmte  (parallelflächige)  Hemiedrie  eines  gleichflä- 
cbigen  Polyeders  [X]  (eines  Pyramidenwürfels),  da  das  polare 
gleicheckige  Polyeder  [XXIX']  als  eine  bestimmte  Hemi- 
gonie  eines  gleicheckigen  Polyeders  [X']  erhalten  werden 
kann. 

14* 
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§  46.   Schlnssbemerkung. 

Durch  die  in  den  drei  Abteilungen  dieses  Kapitels  durch- 
geführten Betrachtungen  sind  sämtliche  mögliche  gleich- 
flächige Netze,  welche  die  Eugelfläche  einmal  bedecken,  nebst 
den  ihnen  zugeordneten  (bez.  konjugierten)  gleicheckigen 
Netzen  und  den  entsprechenden  gleicheckigen  und  gleich- 
flächigen Polyedern  hergeleitet  worden. 

Einfache  gleichflächige  Netze  ^  deren  Grenzflächen  sphä- 
rische Sechsecke  (oder  Polygone  von  höherer  Eckenzahl) 
wären,  kann  es  nicht  geben.  Denn  aus  dem  Werte  f&r  den 
Exzess  eines  sphärischen  Sechsecks  ergiebt  sich 

67)      A,  +  A,+  A,  +  A,  +  A,  +  A,^120^(l  +  ^^ 

Hieraus  folgt,  dass  —  abgesehen  von  dem  Grenzfall  der 
regulären  Ereisteilungsnetze  I  (vergl.  auch  §18,6  am 
Ende)  —  ein  aus  m  gleichen  und  ähnlichen  Sechsecken  Zu- 
sammengesetzes, die  Eugelfläche  einmal  bedeckendes  Netz 
unmöglich  ist,  da  die  Polygone  sich  weder  zu  nur  regel- 
mässigen, noch  zu  teilweise  regelmässigen  und  unregel- 
mässigeU;  noch  endlich  zu  nur  unregelmässigen  sphärischen 
Ecken  zusammenschliessen  können. 

In  dem  folgenden  Eapitel  sollen  nun  die  bisher  er- 
haltenen Resultate  nochmals  übersichtlich  zusammengeÜELsst^ 
die  gefundenen  Netze  in  bestimmte  Hauptgruppen  zusammen- 
gestellt und  weitere  Eigenschafben  derselben,  sowie  der 
ihnen  zugehörigen  Polyeder  hergeleitet  werden. 


Viertes  Kapitel. 

Znsammeiifassiiiig  der  gleichfläclügeii  und  der  gleich- 
eckigen  Netze,  sowie  der  entsprechenden  Polyeder 
in  bestimmte  Hanptklassen  nnd  Gruppen.  Herleitnng 

Yon  Lagebeziehnngen. 


§  47.  Aufstellung  und  Unterscheidung  der  Hauptklassen 
und  Gruppen.    Definition  der  Polametze. 

1.  Man  kann  die  in  den  vorigen  Kapiteln  abgeleiteten 
gleiehflächigen  Netze  (einschliesslich  der  regulären);  ebenso 
wie  die  ihnen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  von  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  ausgehend  gruppieren.  Ausser 
der  bei  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  befolgten 
Einteilung  der  gleichflächigen  Netze  in  Dreiecks -^  Vier- 
ecks- und  Fünfecksnetze  ist  daselbst  der  vnchtige  Unter- 
schied der  festen  und  der  veränderlichen  (oder  beweg- 
lichen) Netze  hervorgetreten.  Femer  kaim  man  sämtliche 
gleichflächige  Netze  in  die  folgenden  zwei  Hauptklassen 
anordnen. 

Die  erste  Hauptklasse  ist  die  der  gleichflächigen  Netze 
mit  einem  Hauptdurchmesser  oder  mit  zwei  entgegen- 
gesetzt gerichteten  gleichen  Hauptaxen.  Die  sämtlichen 
in  diese  Hauptklasse  gehörigen  Netze  ergeben  sich  aus 
dem  regulären  Kreisteilungsnetze  I  und  aus  dem  regulären 
Zweiecksnetze  II  (§  8  und  §  9). 

Die  zweite  Hauptklasse  ist  die  der  gleichflächigen 
Netze  mit  mehr,  als  einem  Hauptdurchmesser  oder  mit 
gleichen  Hauptaxen  nach  mehr,  als  zweiRichtungen^). 

1)  Vergl.  Sohncke,  Erystallstraktar,  Eap.  VI  und  YII.  Hessel 
nennt  (Ejystallometrie)  die  in  die  erste  Hanptklasse  gehörigen  Gestalten 
liauptazig,  die  der  zweiten Hauptklasee  angehörigen  hauptaxenlos. 
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Die  dieser  zweiten  Hauptklasse  angehörigen  Netze  lassen 
sich  in  zwei  Ordnungen  bringen,  von  denen  die  erstere  drei 
Oruppen  umfasst. 

Erste  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse. 

Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines 
refjculären  Hexaedemetzes  VI  gerichtet: 

erste    Gruppe:   Hezakisoktaedernetze, 
zweite        „      :  Diakisdodekaedernetze, 
dritte         ,y     :   Hexakistetraedernetze. 

Zweite  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse. 

Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines 
regulären  Pentagondodekaedernetzes  VII  gerichtet: 

einzige  Gruppe:  Diakißhexekontaedernetze. 

In  jeder  dieser  einzelnen  Gruppen,  sowie  bei  der  ersten 
Hauptklasse  kommt  dann  als  weiterer  Einteilungsgrund  das 
Vorhandensein  oder  Fehlen  von  Sjmmetrieebenen  und  damit 
die  Unterscheidung  der  festen  und  veränderlichen  Netze 
zur  Geltung. 

2.  Dieselbe  Einteilung  in  Klassen,  Ordnungen  und  Grup- 
pen gilt  f&r  die  den  gleichflächigen  Netzen  zugeordneten 
(bez.  konjugierten)  gleicheckigen  Netze.  Dieselben  zer- 
fallen weiterhin  in  solche  mit  festen  und  mit  veränder- 
lichen Symmetrienetzen,  während  die  gleicheckigen  Netze 
selbst,  mit  Ausnahme  der  regulären  Netze  und  der  Neise 
XIX'  (§  32)  und  XX'  (§  33)  sämtlich  veränderliche  (oder 
bewegliche)  Netze  darstellen. 

Zwischen  den  verschiedenen  Klassen,  Ordnungen  und 
Gruppen  ergeben  sich  andererseits  auch  mehrfieudie  Bezieh* 
ungeu;  zufolge  deren  die  einer  Klasse,  Ordnung  oder  Gruppe 
angehörigen  Netze  aus  besonderen  Netzen  einer  andern 
Klasse  oder  Gruppe  hergeleitet  werden  können. 

Im  folgenden  sollen  die  gleichflächigen  und  die  gleich- 
eckigen  Netze  nebst  den  entsprechenden  Polyedern  zunächst 
nach  ihrer  Zugehörigkeit  in  die  beiden  Hauptklassen,  Ord- 
nungen, Gruppen  und  fernere  besondere  Abteilungen  noch- 
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mals  zusammengestellt  und  zugleich  einige  weitere  Eigen- 
schaften jener  Gebilde  hergeleitet  werden. 

3.  In  Beziehung  auf  diese  Eigenschaften,  welche  wesent- 
lich Lagebeziehungen  betreffen,  mögen  zuvor  noch  folgende 
allgemeine  Bemerkungen  yorausgeschickt  werden. 

Die  Kanten  eines  gleicheckigen  Netzes,  welches  einem 
(festen  oder  veränderlichen)  gleichflächigen  Netze  zugeordnet 
(bez.  konjugiert)  ist,  gehen,  da  sie  auf  denjenigen  des  Sym- 
metrienetzes senkrecht  stehen,  durch  die  Pole  der  Haupt- 
kreise dieses  letzteren  Netzes  hindurch.  Femer  sind  die 
Grenzflächen  des  dem  gleicheckigen  Netze  eingeschriebenen 
Polyeders  parallel  zu  den  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche 
die  Polaren  zu  den  Eckpunkten  des  gleichflächigen  Sym- 
metrienetzes sind. 

Damit  bietet  sich  die  Berücksichtigung  des  Polar- 
netzes des  gleichflächigen  Netzes  dar.  Dieses  Polarnetz 
setzt  sich  aus  den  Polarfiguren  der  sämtlichen  gleichen 
Flächen  des  Symmetrienetzes  zusammen,  ist  also  selbst 
gleichflächig;  doch  bildet  dasselbe  nur  in  sehr  wenigen  — 
in  der  Folge  hervorzuhebenden  —  Fällen  selbst  ein  die 
Xugelfläche  ein-  oder  mehrere  Mal  bedeckendes  Netz. 

4.  Andererseits   ist   auch   das   Polarnetz    des   gleich- 
eckigen  Netzes  für  die  Betrachtung  von  Wichtigkeit;  denn 
die    Pole   der   Hauptkreise   des   gleicheckigen   Netzes,  d.  h. 
die    Eckpunkte   dieses   Polametzes   liegen   auf  den   Haupt- 
kreisen des  gleichflächigen  Symmetrienetzes,  und  die  Grenz- 
flächen des  dem  gleicheckigen  Netze  in  seinen  Eckpunkten 
umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders  sind  parallel  zu 
den    Ebenen   der   Hauptkreise,   welche   die   Polaren  zu  den 
Eckpunkten  des  gleicheckigen  Netzes,  also  die  Kanten  des 
Polametzes  desselben  sind. 

Wir  wollen  dies  zweite  Polarnetz  kurz  als  das  dem 
ersteren  (gleichflächigen)  Polametze  zugeordnete  Polar- 
netz   bezeichnen. 
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§  48.   I.  Netxe  der  ersten  Hauptklasse. 

A)  Feste  hierher  gehörige  Netze. 

1.  unter  den  zu  der  ersten  Hanptklasse  gehörigen 
gleichflächigen  Netzen  sind  —  ausser  deb  regulären 
Ejreisteilungsnetzen  I  und  den  regulären  Zweieckanetzen  II 
(§  8  und  §  9)  —  die  Doppelpyramidennetze  VIII  f§  16) 
und  Villa)  (§  18)  die  einzigen  festen  Netze.  Die  Haupt- 
kreise eines  solchen  Netzes  sind  der  (in  n  gleiche  Teile  ge- 
teilte) Äquator  a  eines  Netzes  I  und  die  n  durch  den  Pol  Ä 
(und  den  Gegenpol  Ä')  desselben  gehenden  und  unter  Win- 

360® 

kein  von gegeneinander  geneigten  Haupthalbkreise  des 

tt 

konjugierten  Netzes  IL 

Die  Grenzfläche  des  Polarnetzes  ist  wiederum  ein 
zweirechtwinkliges  sphärisches  Dreieck,  dessen  dritte  Kante 

n  — 2 

und   dritter   Winkel    180®  beträgt.     Der  Inhalt  eines 

solchen  Polametzes  ist  das  —^ — fache  der  Eugelfläche;  för 

H'-^ip^  (l>i»l,  2,  3...)  erhält  man  solche  eigentliche  (kon- 
tinuierliche) Netze,  welche  (2jpi  — l)-mal  die  Eugelfläche 
bedecken  (vergl.  das  letzte  Kapitel).  Das  einzige  einfache 
derartige  Polametz  ist  das  dem  Werte  n  -« 4  (oder  p^  —  1) 
entsprechende,  nämlich  das  seinem  Polametze  kongruente 
reguläre  Oktaedemetz  IV. 

2.  Die  einem  Netze  VIII  zugeordneten  gleicheckigen 
Netze,  nämlich  die  prismatischen  (2 +  m)- flächigen  2n-£cke 
Vm'  (§  16)  [Fig.  6a)  bis  6«)]  sind  einfach  veränder- 
liche Netze,  deren  Hauptkreise  durch  die  Eckpunkte  des 
gleichflächigen  Polarnetzes  hindurchgehen.  Von  diesen  Haupt- 
kreisen sind  die  durch  Ä  und  A'  hindurchgehenden  Seiten- 
kanteu;  deren  Länge  zwischen  0^  und  90^  yariiert  und 
welche  Hauptkreise  eines  regulären  Zweiecksnetzes  II  sind, 
der  Lage  nach  fest,  während  die  auf  den  Schenkeln  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  des  Netzes  VIH  senkrecht  ste- 
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henden  Endkanten,  welche  durch  die  auf  dem  Äquator  a 
liegenden  Eckpunkte  des  gleichflächigen  Polarnetzes  hin- 
durchgehen ^  in  der  Weise  beweglich  sind^  dass  die  Neigung 
je  zweier  durch  denselben  Pol  symmetrisch  zum  Äquator  a 
hindurchgehenden  Hauptkreise  zwischen  0®  und  180^  variiert, 
wenn  der  Punkt  P  die  Symmetrieaxe  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  durchläuft. 

Da  die  beiden  Endflächen  eines  Netzes  VIII '  für  n«»2|> 
ein  reguläres  w-Eck  und  dessen  Gegenfigur,  fiir  n=^2p+l 
dagegen  zwei  kongruente  reguläre  n-Ecke  darstellen,  von 
welchen  das   eine   durch   eine  Drehung  der  Gegenfigur  des 

JgQO 

andern  von  der  Amplitude  um  den  Durchmesser  ÄA^ 

als  Rotationsaxe  resultiert,  so  folgt,  dass  im  ersten  Falle 
(n^2p)  die  Endkanten  auf  den  n  Hauptkreisen  eines  regu- 
lären n-Ecks,  im  zweiten  Falle  («  =  2|}  +  1)  auf  den  2n 
Hauptkreisen  eines  regulären  2 n -Ecks  liegen. 

Das  Polarnetz  eines  Netzes  YIIF  (das  zugeordnete 
Polametz)  wird  fiir  n=^2p  durch  die  n  Hauptkreise  eines 
regulären  n-Ecks,  welche  die  Polaren  zu  den  n  Eckpunkten 
und  deren  Gegenpunkten  sind,  für  n»2p  +  l  durch  die  2n 
Hauptkreise  eines  regulären  2n-Ecks  gebildet,  welche  die 
Polaren  zu  den  2n  Eckpunkten  des  Netzes  YIII'  sind.  Die 
Grenzflächen  der  dem  Netze  VUF  umgeschriebenen  regulären 
Doppelpyramide  sind  den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  parallel 
(vergl.  §  47,  4). 

3.  Bei  den  gleicheckigen  Netzen  VIII"  (§  18),  nämlich 
den  prismatischen  (2-}-j)-f  jt>)-flächigen  2.2p-Ecken 
sind,  da  ein  Eckpunkt  P^  jede  beliebige  Lage  innerhalb  der 
Grenzfläche  des  Symmetrienetzes  Yllla)  einnehmen  kann, 
auch  die  Seitenkanten  in  der  Weise  beweglich^  dass  sie 
immer  durch  den  Pol  Ä  des  Hauptäquators  a  hindurchgehend 
ein  halbreguläres  Zweiecksnetz  I'  (§  18,  5)  bilden. 

Die  beiden  Endflächen  eines  Netzes  YIH"  sind  gleich- 
eckige  (p+j?) -kantige  2.p-Ecke  (vergl.  §  5,  i),  welche 
für  i>**2j9i  sich  als  Gegenfiguren  entsprechen,  während  für 
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j)«2pi  +  1  das  eine  2|)-Eck  durch  eine  Drehung  der  Gegen- 

180^ 
figur  des  anderen  von  der  Amplitude  um  den  Durch- 
messer AÄ  als  Botationsaxe  erhalten  wird. 

Daher  liegen  im  ersten  Falle  (j)«2|)i)  die  Endkanten 
des  Netzes  YIII "  auf  den  2 .  2^^  Hauptkreisen  eines  (2|}j  +  2j>J- 
kantigen  2»2|}i-Ecks,  yon  denen  immer  je  zwei  gegenüber- 
liegende (parallele)  durch  einen  auf  dem  Hauptaquator  a 
liegenden  Eckpunkt  des  Polametzes  gehen  imd  abwechselnd 
einen  Winkel  2Pi  und  2P^  einschliessen,  wo  P^  und  f^  die 
Radien  der  beiden  die  Kanten  des  gleicheckigen  2.2j}i-Eck8 
berührenden  Kreise  bedeuten  [vergl.  §  5,  i)  und  Fig.  6f),  wo 

Pi-^Dg,  Pg-^A  ist]- 

Im  zweiten  Falle  (l>  «=2^1+1)  liegen  die  Endkanten 
auf  2.2|)  Hauptkreisen  zweier  konzentrischen  (|> +!>)'' kan- 
tigen 2.j9-Eckey  so  dass  durch  jeden  der  p  Punkte  dee 
Hauptäquators  a  und  deren  Gegenpunkte  zwei  Paare  Ton 
Hauptkreisen^  die  bez.  je  einen  Winkel  2P^  und  2P^  ein- 
schliessen^  hindurch  gehen. 

Das  Polametz  eines  Netzes  VIU"  wird  im  ersten 
Falle  durch  die  2.2j?i  Hauptkreise  eines  gleichkantigen 
(2pi-f  2j}i)- eckigen  2.22?i-Kants,  im  zweiten  Falle  durch 
die  2.2|)  Hanptkreise  zweier  konzentrischen  (j)+j>)- eckigen 
2. j}- Kante  gebildet  (yergl.  §  5,  2).  Diese  Hauptkreise  gehen 
zu  je  zweien  durch  die  auf  dem  Hauptaquator  a  liegenden 
Pole  der  Eckradien  der  gleicheckigen  Endflächen  hindurch 
und  schliessen  sämtlich  einen  Winkel  2P<i)  =  180^  — 2J? 
(yergl.  §  5^  2  und  3)  ein.  Diese  Pole  sind  für  |>  =  2jPi  die 
Eckpunkte  eines  halbregulären  Kreisteilungsnetzes  11* 
(vergl.  §  18,  19/3),  nämlich  eines  (2j9i -f  2|)i)  -  kantigen 
2.2j>i-Ecks,  für  |)«2j)i  +  l  die  Eckpunkte  zweier  konzen- 
trischen halbregulären  Kreisteilungsnetze  II',  nämlich 
zweier  (|)+p) -kantigen  2.j?-Ecke,  von  denen  das  eine  aus 

180^ 
dem  andern  durch  eine  Drehung  von  der  Amplitude um 

die  Axe  AA^^  erhalten  wird. 
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B)   Yeränderliche  gleichflächige  Netze  nebst  den 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzen. 

4.  Die  in  die  erste  Hauptklasse  gehörigen  veränder- 
lichen gleichflächigen  Netze  sind  einmal  die  hauptaxigeu 
Deltoidnetze  XXIY  (§  39)  und  die  zu  diesen  in  naher  Be- 
ziehung stehenden  Skalenoedernetze  XVIII  (§  30),  an- 
dererseits die  hauptaxigen  Trapezoidnetze  XXY  (§40), 
Yon  denen  man  mit  Bücksicht  auf  die  Beschaffenheit  des 
Bandes  die  beiden  ersteren  als  kronrandige^  die  letzteren 
als  sägerandige  Netze  bezeichnen  kann.  Die  Netze  der 
tetragonalen  Sphenoide  XIY  (§  24)  und  der  rhom- 
bischen Sphehoide  XVII  (§  29)  sind  als  die  dem  Werte 
P'^2  entsprechenden  Grenzfälle  bezüglich  in  den  Netzen 
XXIY  und  XXY  enthalten. 

5.  Bei  den  hauptaxigen  Deltoidnetzen  und  den  Ska- 
le noe  de  rnetzen,  welch'  letztere  aus  den  ersteren  durch  Aus- 
ziehen der  die  Endkanten  bildenden  Haaptkreise  erhalten 
werden  können,  sind  die  beiden  Endpunkte  Ä  und  A^  des 
Hauptdurchmessers  fest;  dagegen  die  auf  den  Endkanten 
liegenden  Eckpunkte  D  (vergl.  die  Fig.  16  und  22)  des  Ban- 
des beweglich. 

Die  Endkanten^  deren  2p  Hauptkreise  ein  reguläres 
Zweiecksnetz  und  deren  Ebenen  die  Sjmmetrieebenen  der 
Netze  bilden^  sind  der  Lage  nach  fest;  die  Bandkanten  sind 
in  der  Weise  beweglich,  dass  jede  derselben  sich  um  einen 
der  Punkte  C  (vergl.  die  Fig.  16  und  22)  des  Hauptäquators 
dreht  und  einen  Winkel  von  90^  beschreibt,  wenn  der  Punkt 
D  auf  der  Endkante  einen  Quadranten  zurücklegt. 

Da  für  jede  Yarietät  dieser  Netze  die  Bandkanten 
durch  die  Punkte  C  des  Hauptäquators  hindurchgehen  und 
nnter  demselben  Winkel  (j^C)  gegen  denselben  geneigt 
sind,  so  folgt,  dass  die  Hauptkreise  dieser  Bandkanten,  falls 
p  ungerade  ist,  ein  reguläres  p-'Eck,  falls  p  gerade  ist, 
ein  reguläres  2j)-Eck  einhüllen.  (Für  die  Skalenoedernetze 
gelten  dieselben  BegelU;  wenn  p^  statt  p  gesetzt  wird.)  Dies 
letztere  Besultat  ergiebt  sich  auch  leicht,  wenn  man  berück- 
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sichtigty  dass  die  Eckpunkte  des  Randes  die  Hemigonie  eines 
prismatischen  (2 +  2j?)- flächigen  42) -Ecks  darstellen,  also 
sowohl  die  p  oberen,  als  die  p  unteren  Eckpunkte  ein  regu- 
läres j}-Eck  bestimmen,  wobei  für  p  ungerade  die  beiden 
2)-Ecke  sich  als  Gegenfiguren  entsprechen,  während  f&r  p 
gerade  die  j)  Eckpunkte  des  einen  mit  den  p  Gegenpunkten 
der  Eckpunkte  des  anderen  ein  reguläres  2|)-£ck  bestimmen. 
Die  Bandkanten  ergeben  sich  dann  einfach  als  diejenigen 
verlängerten   Diagonalen,   welche   bei   diesen  j?- Ecken  (far 

ungerades  p)  über  je  ^  >  bei  den  2j?-Ecken  (für  ge- 
rades p)  über  je  I?  — 1  Kanten  gezogen  sind. 

Was  die  Polarnetze  der  Netze  XXIV  und  XVIII  be- 
trifft, so  liegen  die  Pole  der  Endkanten  auf  dem  Haupt- 
äquator  a,  den  Eckpunkten  eines  regulären  Kreisteilnngs- 
netzes  entsprechend,  während  die  Pole  der  Randkanten  den 
Eckpunkten  eines  regulären  j9-Ecks  (für  p  ungerade)  oder 
eines  regulären  2|)-Ecks  (für  p  gerade)  entsprechend  grup- 
piert sind.  Hiemach  lässt  sich  die  Beschaffenheit  einer 
Grenzfläche  dieser  Polametze,  sowie  die  Art  der  Veränder- 
lichkeit bestimmter  Elemente  derselben  leicht  erkennen. 

6.  Einem  jeden  hauptaxigen  Deltoidnetze  XXIV  ist  ein 
gleicheckiges  Netz  XXIV'  [ein  kronrandiges  (2 -f2|))- flä- 
chiges 2|)-Eck]  symmetrisch  zugeordnet  (vergl.  §  39,  s).  Die 
Gruppierung  und  die  Art  der  Beweglichkeit  der  Eckpunkte 
und  der  Kanten  des  konjugierten  Kronrandes  folgt  un- 
^  mittelbar  aus  dem  früher  (§  39)  und  unter  6.  Gesagten. 
Die  Endkanten  der  beiden  regulären  Endflächen  drehen  sich, 
während  ein  Eckpunkt  P^  den  Symmetriekreisbogen  des  Del- 
toides  beschreibt,  um  die  auf  dem  Hauptäquator  liegenden 
Eckpunkte  des  Polametzes  (die  Pole  der  Endkanten  des 
Netzes  XVIII),  während  gleichzeitig  die  Randkanten  immer 
durch  die  Punkte  C  senkrecht  zu  den  Randkanten  des  Sym- 
metrienetzes XVIII  hindurchgehen.  Für  p«3  fallen  End- 
und  Randkanten  zusammen,  so  dass  das  Netz  aus  den  drei 
vollständig  ausgezogenen  Kreisen  eines  regulären  Dreiecks 
besteht  (§  39,  e). 
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zugeordnete  Polarnetz  wird  durch  die  p  (für  p 
1er  2p  (für  p  gerade)  Hauptkreise  eines  regu- 
oder  2j?-Ecks   gebildet,  welche  die  Polaren 
•♦»n  des  Netzes  XXIV  sind. 

n  Skalenoedernetze  XVIII  ist  die  Ge- 
<jjleicheckigen   Netze   XVIII'    [nämlich 
kronrandigen     (2  +  2pi)  -  flächigen 
h  zugeordnet  (vergl.  §  30,  4),  deren 
iiikte  P  der  Kreisbogen  C^F  (s.  Fig. 
^  <-iten  Kronrandes  sind.     Die  Kanten  dieses 
u   Kronrandes   sind    dieselben   und    auf   dieselbe 
ue weglich,    wie    diejenigen   der   Netze    XXIV   (vergl. 
iiiter  6.  dieses  Paragraphen);   dagegen  sind   für  einen  be- 
stimmten Neigungswinkel  C  dieser  Randkanten  gegen  den 
Hauptäquator   a   die   Endkanten    der   beiden    halbregulären 
gleichecldgen  Endflächen  in  der  Weise  beweglich,  dass,  wäh- 
rend diese  Endkanten  sich  um  die  Pole  der  Endkanten  des 
Symmetrienetzes  XVIII  drehen,  der  Durchschnittspunkt  P^ 
je  zweier  benachbarten  Endkanten  alle  Lagen  auf  dem  Bogen 
C^  2^  (vergl.  Fig.  16y)  einnehmen  kann.  W"enn  der  Punkt  P^  mit 
F  zusammenfällt,  so  resultieren  die  Netze  XXlV  als  Grenz- 
fall der  zweifach  veränderlichen  Netze  XVIII'.     umgekehrt 
kann   jedes   Netz   XVIII'    aus   einem   Netze    XXIV   durch 
gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung  der  Randkanten  er- 
halten  werden.     Nur   in   dem    Falle    eines   ungeraden  p^ 
entsprechen    sich    die    beiden    halbregulären    gleicheckigen 
^Endflächen   als   Gegenfiguren   (vergl.  auch    das    Schema   in 
Fig.  16*). 

Das  zugeordnete  Polarnetz  wird  durch  die  Polaren 
der  Eckpunkte  eines  Netzes  XVIII'  gebildet;  für  ungerades 
j}^  sind  dies  die  2.j>^  Hauptkreise  eines  gleichkantigen 
(i>i-f  Pi)- eckigen  2. jPi- Kants,  für  gerades  p^  dagegen  die 
2.2pi  Hauptkreise  eines  gleichkantigen  (2pi  +  2pi)- eckigen 
2 .  2^j- Kants. 

Die  früher  (§  30,  4)  angegebene  Herleitung  der  Netze 
XVm'  als  bestimmte  Hemigonieen  (vergl.  Fig.  16*)  der 
Netze  VIII"  (für  n=«4pi)  führt  ebenfalls  auf  eine  anschau- 
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liehe  Darstellung  der  Art  der  Veränderlichkeit  dieser  Netze 
und  der  oben  erwähnten  Lagebeziehungen. 

8.  Was  die  hauptaxigen  Trapezoidnetze  XXV  oder 

die  sägerandigen  Netze  (§  40)  anlangt,  so  ist  bei  diesen 

unsymmetrischen  Netzen  der  Winkel,  welchen  das  System 

der  oberen  mit  dem  Systeme  der  unteren  Eud-  (oder  Scheitel-) 

360® 
Kanten  bildet,  veränderlich  (=x veigL  §  40),  während 

zugleich  die  Eckpunkte  des  Sägerandes  auf  jenen  Endkanten 
beweglich  sind. 

Die  zweifache  Veränderlichkeit  und  die  Entstehung  der 
sämtlichen  möglichen  Varietäten  dieser  Netze  XXV  (bei 
einem  f&r  p  gewählten  Werte)  stellt  sich  z.  B.  sehr  anschau- 
lich dar,  wenn  man  (vergl.  §  40,  5.)  die  auf  dem  Haupt- 
äquator  a  liegenden  Mittelpunkte  C  der  Randkai^ten  als 
fest  annimmt,  die  beiden  Systeme  der  Endkanten  gleichzeitig 
(in  entgegengesetztem  Sinne)  um  den  Hauptdurchmesser 
dreht  und  hierbei  die  Bandkanten  um  die  Punkte  C  sich  so 
drehen  lässt,  dass  deren  Schnittpunkte  mit  den  Endkantea 
von  den  festen  Endpunkten  A  und  A!  der  beiden  Haupt- 
axen  gleichen  Abstand  haben  [vergl.  auch  die  Fig.  23c) 
bis  23*)]. 

Je  zwei  aufeinanderfolgende  Randkanten  sind  unter  ver- 
schiedenen Winkeln  C\  und  C^  gegen  den  Hauptäquator  a 
geneigt;  die  Hauptkreise  .  dieser  Bandkanten  hüllen  daher 
zwei  konzentrische  reguläre  p-Ecke  oder  ein  gleicheckiges 
(p+jp)- kantiges  2.j)-Eck  der  p  — 1*®°  Art  ein.  Diese  Be- 
ziehungen ergeben  sich  auch  leicht,  wenn  man  beachtet,  daas 
die  Eckpunkte  des  Sägerandes  die  Hemigonie  eines  prisma- 
tischen (2 +^+p)- flächigen  2.2|)-Ecks  VHI"  (§  18)  dar- 
stellen, so  dass  die  p  oberen  und  die  p  imteren  Eckpunkte 
je  ein  reguläres  j>-Eck  bestimmen,  von  denen  das  eine  mit 

der  Gegenfigur  des  andern  durch  eine  Drehung  von  x.zj! — 

p 

(360®\ 
oder  (l— x) )    um    eine    der    beiden   Hauptaxen    zur 

Deckung  gebracht  werden  kann.    Die  Bandkanten  sind  för 
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gerades  jp  die  über  je  j)— 1  (oder  j)+l)  Kanten  in  dem- 
selben Sinne  gezogenen  Diagonalen  jener  halbregulären  End- 
flächen, für  ungerades  p  die  abwechselnd  über  je  2|)— 1 
(oder  2p  +  1)  und  je  2p  — 3  (oder  2p  +  3)  Kanten  in  dem- 
selben Sinne  gezogenen  Diagonalen  der  halbregalären  (2p+2py 
kantigen  2.2|}-Ecke,  deren  Eckpunkte  die  2.p  Eckpunkte 
der  oberen  (unteren)  und  die  2.jp  Gegenpunkte  der  Eck- 
punkte der  unteren  (oberen)  Grenzfläche  sind. 

Die  Grenzfläche  des  Polarnetzes  eines  Netzes  XXV  ist 
ein  unsymmetrisches  Viereck,  dessen  beide  auf  dem  Haupt- 
äquator a  liegende  Eckpunkte  in  der  Weise  beweglich  sind^ 

dass  ihr  Abstand  unverändert  f  ■=  ~ 180^  j  bleibt,  während 

die  beiden  Eckpunkte,  welche  die  Pole  zweier  aufeinander- 
folgenden Randkanten  sind,  auf  den  Polaren  c  der  Punkte  C 
ihre  Lage  ändern. 

9.  Die  Gruppierung  und  die  Art  der  Beweglichkeit  der 
Eckpunkte  und  Kanten  eines  gleicheckigen  Netzes  XXV^ 
feines  sägerandigen  (2 -t-2j))- flächigen  2j)-Ecks],  welches  je 
einem  Netze  XXV  symmetrisch  zugeordnet  ist,  ergiebt  sich 
mit  Leichtigkeit  aus  den  im  §  40  und  in  diesem  Paragraphen 
unter  8.  hervorgehobenen  Beziehungen. 

Die  Beschaffenheit  der  zugeordneten  Polametze  folgt 
aus  derjenigen  der  Polarnetze  der  Netze  VIIF'  (vergl.  8.  dieses 
Paragraphen).  Die  Kanten  dieser  Polametze  liegen  für  p^2p^ 
auf  den  2 .  2^^  Hauptkreisen  eines  gleichkantigen  (2pi  -f-  2jpJ- 
eckigen  2.2|)i-Kants,  für  p  — 2jJi  +  l  auf  den  2.jp  Haupt- 
kreisen eines  der  beiden  konzentrischen  (|>-fj?)- eckigen  2.p- 
Kante. 

10.  Resümieren  wir  noch  einmal  die  wesentlichen  Re- 
sultate für  die  Lage  und  Beschaffenheit  der  Ecken  and 
Kanten  der  festen  und  beweglichen  Netze  dieser  Klasse^  zu 
-welch'  letzteren  auch  (dem  Werte  p  ^  2  entsprechend) 
die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Netze  XIV 
und  XVII  der  tetragonalen  imd  rhombischen  Sphenoide  ge- 
liören. 
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Die  Eckpunkte  und  Kanten  der  festen  gleichflächigen 
Netze  YIII  stimmen  mit  denjenigen  der  regulären  Netze 
I  und  II  überein.  Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netze  VIII'  und  VIII"  stimmen 
mit  denjenigen  eines  bez.  zweier  konzentrischen  regulären 
oder  halbregulären  (gleicheckigen)  sphärischen  n-Ecke  über- 
ein.  Die  Seitenkanten  der  Netze  YIII'  sind  fest  und  ent- 
sprechen den  Kanten  eines  regulären  Netzes  11^  die  Seiten- 
kanten der  Netze  YIII"  sind  um  die  Punkte  A  und  J!  in 
der  Weise  drehbar,  dass  sie  den  Kanten  eines  halbregulären 
Zweiecksnetzes  I'  entsprechen.  Die  Endkanten  sind  als 
Kanten  regulärer  oder  gleicheckiger  n-Ecke  um  die  festen 
auf  dem  Hauptäquator  a  liegenden  Pole  der  Endkanten  des 
Sjmmetrienetzes,  also  um  die  Eckpunkte  eines  regulären 
Kreisteilungsnetzes  I  in  der  Weise  drehbar,  dass  ihre  Neigung 
gegen  den  Hauptäquator  gleich  oder  abwechselnd  gleich  ist 

Was  die  beweglichen  gleichflächigen  Netze  anlangt, 
so  sind  ihre  Eckpunkte  Kombinationen  der  festen  Eckpunkte 
A  und  A!  mit  den  beweglichen  Eckpunkten  des  Bandes,  welche 
Hemigonieen  der  gleicheckigen  Netze  YIII'  und  YIII"  dar- 
stellen. Die  Endkanten  sind  bei  den  Netzen  XXIY  und 
XYIII  fest,  bei  den  Netzen  XXV  um  die  Punkte  A  und  Ä 
drehbar;  die  Bandkanten  sind  um  die  Eckpunkte  C  eines 
regulären  Kreisteilungsnetzes  in  der  Weise  drehbar,  dass  für 
die  beiden  ersteren  Netze  die  Neigung  aller  Randkanten 
gegen  den  Hauptäquator  gleich,  für  die  Netze  XXY  dagegen 
abwechselnd  gleich  ist. 

Die  Eckpunkte  der  den  beweglichen  gleichflächigen 
Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  sind  Hemigo- 
nieen der  Netze  YIH'  und  YHI",  welche  für  die  Netze 
XXIY'  und  XXY'  vollständig  den  Eckpunkten  des  konju- 
gierten Randes  der  Symmetrienetze  entsprechen.  Die  Rand- 
kanten sind  bei  sämtlichen  Netzen  in  derselben  Weise,  wie 
diejenigen  des  konjugierten  Randes  des  Symmetrieuetzes,  um 
die  Punkte  C  drehbar.  Die  Endkanten  der  Netze  XXI V 
und  XYIII'  sind  um  die  festen  Pole  der  Endkanten  ihrer 
Symmetrienetze  und  zwar  bez.  bei  gleicher  und  abwechselnd 
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gleicher  Neigung  gegen  den  Hauptäquator  drehbar;  dagegen 
gehen  die  Endkanten  der  Netze  XXV  bei  gleicher  Neigung 
gegen  den  Hauptäquator  durch  die  auf  diesem  beweglichen 
Pole  der  Endkanten  des  Symmetrienetzes  hindurch,  wobei 
diese  Pole  den  Eckpunkten  eines  halbregulären  Kreis- 
teilungsnetzes IV  entsprechen. 

Die  Beziehungen  (ür  die  Lage  der  Eckpunkte  und 
Grenzflächen  der  den  gleicheckigen  Netzen  ein-  und  um- 
geschriebenen Polyeder  ergeben  sich  aus  dem  Obigen  ohne 
weiteres  [vergl.  §  47,  s)  u,  4)];  auf  die  analytische  Dar- 
stellung der  abgeleiteten  Lagebeziehungen  wird  im  nächsten 
Kapitel  (vergl.  die  §§  58  bis  62)  näher  eingegangen  werden. 

IIa)  Netze  der  zweiten  Hauptklasse  erster  Ordnung. 

§49. 
Erste  Gruppe:  Hexakisoktaedernetze. 

A)    Feste  gleichflächige  Netze  nebst   den   zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen. 

1.  Die  festen  dieser  Gruppe  angehörigen  gleichflä- 
chigen Netze  lassen  sich  sämtlich  in  einfacher  Weise  aus 
dem  allgemeinsten  Netze,  dem  Hexakisoktaedernetze  XY 
(§  27)  herleiten,  welches  durch  die  drei  Hauptkreise  a  und 
die  sechs  Hauptkreise  b  gebildet  wird. 

Die  festen  hierher  gehörigen  Netze  sind  (einschliesslich 
der  regulären): 

1.  das  HexakisoktaedernetzXV(§27),  (6  +  8  +  12)-eckig, 

2. 24 -flächig  (Fig.  13a, /J), 

2.  das  Tetrakishexaedernetz  X  (§  20),  (6-f  8)-eckig, 

6. 4 -flächig  (Fig.  8a), 

3.  das  Triakisoktaedernetz   XII   (§  22),    (8 +  6) -eckig, 

8.3-flächig  (Fig.  10), 

4.  das  DeltoidikositetraedernetzXXI(§35),(6+8  +  12)- 

eckig,  24-flächig  (Fig.  19), 

5.  das  Rhombendodekaedernetz  XIX  (§  32),  (6-f  8)-eckig, 

12-flächig  (Fig.  17a), 

He 81,  KugelteiluDg.  15 
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6.  das  reguläre  Oktaedernetz  lY  (§  8  und  §  11),  6-eckig, 

8-flachig  (Fig.  3), 

7.  das  reguläre  Hexaedernetz  VI  (§  8  und  §  11),  8-eckig, 

6-flächig  (Fig.  3). 
Die  Netze  2.  bis  4.  werden  auf  die  früher  angegebene 
Weise  durch  das  Zusammenfassen  je  zweier  benachbarten 
Dreiecke^  das  fünfte  durch  Zusammenfassen  yon  je  vier,  das 
sechste  von  je  sechs  und  das  siebente  von  je  acht  Dreiecken 
des  Hexakisoktaedemetzes  erhalten.  Die  Kanten  dieser  Netze 
werden  für  das  Netz  i.  durch  die  vollständig,  für  die  Netze 

8.  und  4.  durch  die  nur  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  a 
und  bj  für  das  Netz  2.  durch  die  vollständig^  för  die  Netze 
5.  und  7.  durch  die  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  h  imd 
für  das  Netz  6.  durch  die  vollständig  ausgezogenen  Haupt- 
kreise  a  gebildet.  Die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a  und 
der  sechs  Hauptkreise  6,  zu  welchen  bez.  die  Grenzflächen 
eines  Hexaeders  und  eines  Rhombendodekaeders  parallel  sind, 
sind  für  sämtliche  Netze  direkte  Symmetrieidbenen. 

Die  Eckpunkte  sind  für  die  Netze  2.,  3.  und  6.  Kombi- 
nationen der  Eckpunkte  A  des  Netzes  6.  und  der  Eckpunkte 
C  des  Netzes  i,,  für  die  Netze  i.  und  4.  Kombinationen 
dieser  Eckpunkte  J.,  C  und  der  Eckpunkte  B  eines  Kabo- 
oktaedemetzes  XIX',  welches  das  einzige  feste  gleicheckige 
Netz  dieser  Gruppe  ist.  Für  sämtliche  Netze  sind  die  nach 
den  Punkten  Ä^C^B  gerichteten  Radien  Axen  von  der  früher 
bestimmten  Zähligkeit. 

2.  Die  Beschaffenheit  der  Polarnetze  dieser  sieben 
Netze  lässt  sich  hiemach  leicht  erkennen.  Die  Eckpunkte 
der  Grenzflächen  dieser  Polametze  werden  durch  die  Pankte 
Ä  und  £,  die  Kanten  derselben  durch  die  Hauptkreise  a,  c 
und  b  gebildet,  wobei  die  vier  Hauptkreise  c  die  Polaren 
der  Punkte  C  sind  und  für  sich  das  Kubooktaedernetz  XIX' 
erzeugen. 

Das  Polarnetz  des  Hexakisoktaedemetzes  ist 
wiederum  ein  solches  gleichflächiges  Netz,  welches  die 
Kugelfläche  mehrere  Mal  und  zwar  15 -mal  bedeckt ,  da  die 
Winkel  einer  Grenzfläche  135®,  90® +  i^  und  180® -ly  betragen. 
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Auf  dieses  gleichflächige  Netz  höherer  Art  werden  wir  im 
letzten  Kapitel  zurückkommen. 

Das  Polarnetz  des  Tetrakishexaedernetzes  setzt 
sich  aus  den  Netzen  von  sechs  tetragonalen  Sphenoiden 
zusammen,  für  welche  die  Winkel  einer  Grenzfläche  180^— 17, 
180^  —  17  und  2ri  betragen  und  bei  welchen  in  jedem  Punkte 
B  die  Scheitel  zweier  sphärischen  Ecken  zusammenfallen. 
Dies  Netz  ist  als  ein  diskontinuierliches  Netz  höherer 
Art  zu  bezeichnen  (vergl.  das  letzte  Kapitel). 

Die  Polarnetze  der  übrigen  gleichflächigen  Netze  stellen 
aber  —  mit  Ausnahme  des  sich  selbst  als  Polametz  ent- 
sprechenden regulären  Oktaedemetzes  —  keine  solchen  gleich- 
flächigen Netze  dar,  welche  die  Kugel  ein  oder  mehrere 
Mal  bedecken. 

3.  Den  sieben  gleichflächigen  Netzen  sind  bez.  folgende 
gleicheckige  zugeordnet: 
1'.   das  Netz  XV'  des  (6  +  8  + 12) -flächigen  2.24-Ecks 

(§  27,  Fig.  13«), 
2'.    das  Netz  X'  des  (6 +  8) -flächigen  6. 4 -Ecks  (§20, 

Fig.  8a), 
3',   das  Netz  XII'  des  (8 +  6) -flächigen  8.3-Ecks  (§  22, 

Fig.  10), 
4'.    das  Netz  XXI'  des   (6  +  8  +  12)  -  flächigen  24-Ecks 

(§  35,  Fig.  19), 
ö'.    das  Netz  XIX'  des  (6 +  8) -flächigen  12.Ecks  (Kubo- 

oktaedernetz)  (§  32,  Fig.  17a), 
6^.    das  reguläre  Hexaedernetz  VI 
7'.      „  „        Oktaedemetz  IV 

Die  Netze  XV  sind  zweifach  veränderliche  Netze,  da 
ein  Eckpunkt  P^  jede  Lage  innerhalb  der  Grenzfläche  des 
Syminetrienetzes,  d.  h.  des  Hexakisoktaederdreieckes  A^C^B^ 
annehmen  kann.  Die  Netze  X',  XII'  und  XXI'  sind  einfach 
veränderliche  Netze,  da  ein  Eckpunkt  P^  jede  Lage  auf  dem 
Symmetriekreisbogen  einer  Grenzfläche  des  Symmetrienetzes 
annehmen  kann.  Die  Netze  XIX',  VI  und  lY  endlich  sind 
feste  Netze,  deren  Eckpunkte  die  Mittelpunkte  der  Grenz- 
flächen des  Symmetrienetzes  darstellen. 

15* 


(§8u.§ll,Fig.3). 
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Die  2.24  Eckpunkte  eines  Netzes  XV  gruppieren  sich 
einmal  als  diejenigen  von  drei  kongruenten  prismatischen 
Netzen  VIII",  p=-4,  deren  Hauptaxen  die  Axen  OA  sind 
und  zwar  auf  dreierlei  Art;  femer  als  die  Eckpunkte  von 
vier  kongruenten  prismatischen  Netzen  VIII",  i)  =  3,  deren 
Uauptaxen  die  Axen  00  sind  und  zwar  auf  viererlei  Art^ 
imd  endlich  als  die  Eckpunkte  von  sechs  kongruenten  pris- 
matischen Netzen  VIU",  p  —  2y  deren  Hauptaxen  die  Axen 
OB  sind  und  zwar  auf  sechs  Arten.  Für  die  Netze  2'.  bis 
7'.  reduzieren  sich  diese  prismatischen  Netze  VIII"  zum  Teil 
oder  vollständig  auf  solche  YIII'  von  der  halben  Eckenzahl; 
auch  vermindert  sich  die  Zahl  der  möglichen  Gruppierungen 
(vergl.  Kap.  V,  §  67). 

Bei  sämtlichen  Netzen  1'.  bis  7'.  gehen  die  Kanten  durch 
die  festen  Eckpunkte  der  Polarnetze,  also  durch  die 
Punkte  A  und  B  hindurch. 

4.  Von  den  36  Hauptkreisen  eines  Netzes  XV'  gehen 
dreimal  je  vier  durch  die  Punkte  A  hindurch,  wobei  der 
Winkel  je  zweier  benachbarten  zwischen  0*^  und  90^  variiert 
und  je  zwei  abwechselnd  auf  einander  folgende  zu  einander 
senkrecht  stehen.  Je  vier  durch  einen  Punkt  A  hindurch- 
gehende Hauptkreise  entsprechen  also  den  Hauptkreisen  eines 
halbregulären  Zweiecksnetzes;  je  zwei  benachbarte,  zu  einem 
Hauptkreise  a  symmetrisch  liegende  schliessen  einen  WTinkel 
2^(1)  [vergl.  Formel  33 1?)  des  §  27]  ein.  Zu  den  zwölf  Ebenen 
dieser  Hauptkreise  sind  die  Ebenen  der  Grenzflächen  eines 
(6  +  8)  -  eckigen  6.4-  Flachs  [XJ  (eines  Pyramidenwürfels) 
parallel. 

Von  den  übrigen  24  Hauptkreisen  eines  Netzes  XV'  gehen 
zweimal  je  zwei  durch  die  Punkte  B  hindurch,  wobei  der 
Winkel  2a(i)  [Formel  33 iy),  §  27]  zwischen  je  zwei  benach- 
barten, auf  der  Kante  B^  C^  normal  stehenden,  von  0® 
bis  180^  — 2iy,  der  Winkel  2^(8)  zwischen  je  zwei  benach- 
barteU;  auf  der  Kante  C^A^  normal  stehenden,  von  0^  bis 
2ri  variiert.  Zu  den  Ebenen  der  zwölf  ersteren  Hauptkreise 
sind  die  Grenzflächen  eines  (6  +  8+ 12) -eckigen  24 -Flachs 
[XXI]  (eines  Deltoidikositetraeders)  parallel.  Was  die  Ebenen 


§  49.  Erste  Gruppe:  Hexakisoktaedemetze.  229 

der  letzteren  zwölf  Hauptkreise  anlangt,  so  sind  zu  ihnen, 
so  lange  der  Punkt  P^  innerhalb  des  Dreieckes  A^  B^  D^ 
liegt  (vergl.  Fig.  28,  in  welcher  B^D^  normal  auf  Aj^C^ 
steht  und  dem  Hauptkreise  c^^  angehört),  die  Grenzflächen 
eines  (8 +  6) -eckigen  8. 3 -Flachs  [XH]  (eines  Pyramiden- 
oktaeders) parallel;  liegt  der  Punkt  P^  auf  dem  Haupt- 
kreisbogen B^Dj^y  so  fallen  die  zwölf  Hauptkreise  in  die 
Tier  Hauptkreise  c  zusammen,  zu  deren  Ebenen  die  Grenz- 
flächen eines  regulären  Oktaeders  parallel  sind;  für  alle 
Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreieckes  B^  1)^  C^  end- 
lich sind  zu  den  zwölf  Ebenen  wiederum  die  Grenzflächen 
eines  (6 -f- 8 -f  12) -eckigen  24- Flachs  [XXI]  parallel. 

Diese  letzteren  Beziehungen  folgen  auch  einfach  aus 
der  Lage  der  Pole  jener  Hauptkreise,  der  Eckpunkte  des 
zugeordneten  Polarnetzes,  indem  die  Ebenen  jener 
Hauptkreise  zu  den  in  den  Polen  an  die  Eugel  gelegten 
Berührungsebenen  parallel  sind. 

5.  Bei  dem  Netze  X'  sind  die  zwölf  durch  die  Punkte 
A  hindurchgehenden  Hauptkreise  nicht  vorhanden  und  ferner 
fallen  je  zwei  durch  je  einen  Punkt  B  hindurchgehende 
und  auf  der  Kante  BC  senkrecht  stehende  Hauptkreise  in 
einen  Hauptkreis  a  zusammen.  Die  zwölf  vorhandenen 
Hauptkreise,  welche  zu  je  zweien  durch  die  Punkte  B  hin- 
durchgehen und  senkrecht  zu  der  Kante  AC  stehen,  sind 
nur  solche,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  gleich- 
flächigen Polyeders  [XH]  (vergl.  unter  4.)  parallel  sind,  da 
die  Fusspunkte  der  sphärischen  Perpendikel,  welche  von  dem 
auf  dem  Symmetriekreisbogen  A^B^  liegenden  Punkte  P^ 
auf  die  Kante  A^  C^  gefallt  werden,  zwischen  A^  und  D^ 
fallen. 

6.  Bei  dem  Netze  XH'  fallen  von  den  vier  durch  je 
einen  Punkt  A  hindurchgehenden  Hauptkreisen  je  zwei  be- 
nachbarte in  einen  Hauptkreis  h  zusammen.  Die  zwölf 
durch  die  Punkte  B  gehenden  und  auf  den  Kanten  B  C  nor- 
malen Hauptkreise  fehlen,  während  die  auf  den  Kanten  AC 
normalen  vorhanden  sind.  Diese  letzteren  Hauptkreise  sind 
aber  für  alle  auf  dem  Symmetriekreisbogen  B^  C^  innerhalb 
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des  gleichschenkligen  Dreieckes  A^  A^  Ci  liegenden  Punkte 
Pj  nur  solche,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  gleich- 
flächigen Polyeders  [XXI]  (vergl.  unter  4.)  parallel  sind; 
denn  die  Fusspunkte  der  von  jenem  Punkte  P^  auf  Ä^^  C^ 
gefällten  sphärischen  Perpendikel  liegen  zwischen  C^  und  D^. 

7.  Bei  dem  Netze  XXI'  fehlen  die  zwölf  Hauptkreise, 
welche  durch  die  Punkte  B  gehen  und  normal  zu  den  Kan- 
ten AC  sind,  während  die  zu  den  Kanten  BC  normalen 
und  die  durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise 
dieselben  sind,  wie  bei  dem  Netze  XV. 

8.  Die  vier  Hauptkreise  c,  welche  die  Kanten  eines 
Kubooktaedemetzes  XIX'  bilden ,  entsprechen  demjenigen 
Übergangsfall  für  die  zwölf  auf  den  Kanten  A  C  senkreckten 
Hauptkreise,  in  welchem  dieselben  durch  die  Punkte  D  hin- 
durchgehen und  zu  je  drei  in  einen  Hauptkreis  hineinfallen 
(vergl.  4.). 

9.  Die  sechs  Hauptkreise  b  des  regulären  Hexaeder- 
netzes VI  erscheinen  hier  als  derjenige  Grenzfall  der  zu  je 
vier  durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise, 
in  welchem  je  zwei  dieser  letzteren  in  einen  Hauptkreis  zu- 
sammenfallen. 

10.  Endlich  lassen  sich  die  drei  Hauptkreise  a  eines 
regulären  Oktaedemetzes  lY  als  derjenige  besondere  Fall 
entweder  der  durch  die  Punkte  A  oder  der  durch  die  Punkte 
B  senkrecht  zu  den  Kanten  BC  hindurchgehenden  zwölf 
Hauptkreise  ansehen,  in  welchem  je  vier  Hauptkreise  in 
einen  zusammenfallen. 

11.  Die  Beschaffenheit  der  Polarnetze  dieser  gleich- 
eckigen Netze ;  die  Lage  und  Gruppierung  der  Eckpunkte 
und  Hauptkreise  derselben,  lässt  sich  aus  den  gegebenen 
Beziehungen  mit  Leichtigkeit  erkennen. 

Bevor  die  beweglichen  gleichflächigen  Netze  dieser 
und  der  zweiten  Gruppe  (welche  nur  bewegliche  Netze  ent- 
hält) und  die  ihnen  entsprechenden  gleicheckigen  Netze  be- 
trachtet werden,  sollen  im  folgenden  Paragraphen  zunächst 
die  festen  gleichflächigen  Netze  der  Hexakistetraeder- 
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gruppe,  welche  zu  der  des  Hexakisoktaeders  in  naher  Be- 
ziehung steht  ^  nebst  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen 
aufgestellt  und  untersucht  werden. 

«60. 

Dritte  Gruppe:  HexakistetraedemetBe. 

A)   Feste  gleichflächige  Netze  nebst  den  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen. 

1.  Die  hierhergehörigen  gleichflächigen  Netze,  deren 
Kanten  durch  die  ganz  oder  nur  zum  Teil  ausgezogenen 
Hauptkreise  b  gebildet  werden,  sind: 

1.  das  Hexakistetraedernetz   Xa),   (§  20),   (6  +  4  +  4)- 

eckig,  2.12-flächig  (Fig.  8/J), 

2.  das  Triakistetraedernetz  IX,   (§   19),   (4  +  4)-eckig, 

4.3-flächig  [Fig.  7a),  Iß)],  

3.  das  DeltoiddodekaedernetzXIXa),  (§32),  (6  +  4  +  4)- 

eckig,  12-flächig  (Fig.  17/J), 

4.  das  reguläre  Tetraedernetz  III,  (§  8  u.  §  11),  4-eckig, 

4-flächig  [Fig.  2a),  2/3)]. 

Bei  diesen  Netzen  sind  die  direkten  Symmetrieebenen 
der   Hauptkreise  a  nicht   mehr   vorhanden,   die  Eckpunkte 
werden  nur  durch  die  Punkte  Ä  und  C  gebildet,  wobei  die 
letzteren  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  geschieden  sind,  welche 
den  Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraeder  entsprechen. 
Dies  Fehlen  der  Symmetriekreise  a  und  die  Zuordnung  der 
acht  Punkte  C  und  der  nach  ihnen  gerichteten  dreizähligen 
Axen  in  zwei  Gruppen,  sowie  die  Zweizähligkeit  der  Axen 
OA  charakterisiert  auch  die  beiden  Netze  Xa)  und  XIX a) 
als    bez.  von   den   Netzen   X    und   XIX,    mit    welchen   sie 
übrigens  durchaus  übereinstimmen,  verschieden.  Insbesondere 
sin4  also  je  zwei  mit  einer  Kante  aneinanderstossende  Drei- 
ecke des  Hexakistetraedemetzes  Xa)  als  symmetrisch  gleich 
und  die  24  Dreiecke  als  zwölf  rechte  und  zwölf  linke  auf- 
zufassen.   Durch  Vereinigung  je  zweier  längs  eines  Schenkels 
oder  der  Basis  aneinanderstossenden  Dreiecke  entstehen  bez. 
die    Netze  IX   und  XIX  a);   durch  Zusammenfassen   von  je 
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sechs    nm    einen   der   Punkte   C  hemmliegenden   Dreiecken 
resultiert  das  reguläre  Tetraedemetz  III. 

2.  Die  Eckpunkte  der  Polarnetze  dieser  vier  Netze 
werden  durch  die  Punkte  2f,  die  Kanten  durch  die  Haupt- 
kreise  a  und  c  gebildet.  Nur  das  Polametz  des  Netzes  Xa) 
ist  wiederum  ein  die  Kugelfläche  sechsmal  bedeckendes,  aber 
diskontinuierliches  Netz  (s.  §  49,  2.). 

3.  Die  den  vier  gleichflächigen  Netzen  zugeordneten 
gleicheckigen  sind: 

i'.  das  Netz  X"  des  (6 +T+"4)- flächigen  2.12-Ecks  (§  20, 

Fig.  8^), 
2'.  das   Netz   IX'    des    (4 +  4) -flächigen    4.3-Ecks    (§  19, 

Fig.  7«,  7^), 


3'.  das  Netz  XIX"  des  (6  +  4  +  4) -flächigen  12-Ecks  (§  3 

Fig.  17^), 
4'.  das  Netz  III  des  4 -flächigen  4 -Ecks  (reguläres  Tetra- 
edemetz) (§  8  u.  §  11,  Fig.  2a,  2/J). 

Das  Netz  X"  ist  ein  zweifach  veränderliches  Netz,  da 
ein  Eckpunkt  P^  jede  Lage  innerhalb  der  Grenzfläche  des 
Symmetrienetzes,  d.  h.  des  Hexakistetraederdreieckes  A^^C^C^ 
und  zwar  innerhalb  einer  der  beiden  durch  den  Bogen  J|  B^ 
getrennten  Hälften  dieses  Dreieckes  annehmen  kann.  Die 
2 .  12  Eckpunkte  bilden  diejenige  (tetraedrische)  Hemigonie 
des  Netzes  XV',  bei  welcher  von  den  2.24  Eckpunkten 
dieses  nur  die  zu  den  Hauptkreisen  6,  nicht  aber  die  zu  den 
Hauptkreisen  a  symmetrisch  liegenden  beibehalten  werden. 

Die  Netze  IX'  und  XIX"  sind  einfach  veränderliche 
Netze  und  zwar  bilden  die  Eckpunkte  eines  Netzes  IX', 
welche  auf  den  Kreisbogen  ÄC  liegen,  die  Hemigonie  eines 
Netzes  XXI',  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XIX",  welche  auf 
den  Kreisbogen  2^  (7  liegen,  die  Hemigonie  eines  Netzes  XU'. 

Die  Eckpunkte  eines  Netzes  X"  gruppieren  sich  als  die 
Eckpunkte  von  vier  kongruenten  gleich  eckigen  (3 +  3) -kan- 
tigen Sechsecken,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte  C  eines 
regulären  Tetraedemetzes  oder  des  ihm  konjugierten  sind, 
und  zwar  auf  vier  Arten;  femer  auch  als  die  Eckpunkte 
von  drei  kongruenten  Netzen  XVIII',  i^i  -« 2,  deren  Hauptaxen 


§  50.  Dritte  Gruppe:  Hexakistetraedernetze.  233 

die  Axen  OÄ  sind,  und  zwar  auf  drei  Arten.  Für  die 
Netze  2'.  bis  4'.  gehen  die  halbregulären  Sechsecke  zum 
Teil  oder  vollständig  in  reguläre  Dreiecke  über,  die  Netze 
XVIII'  reduzieren  sich  auf  Netze  XIV,  und  die  Zahl  der 
möglichen  Gruppierungen  vermindert  sich  (vergl.  Kap.  V,  §  69). 

Die  Kanten  der  sämtlichen  Netze  1'.  bis  4'.  gehen  durch 
die  festen  Eckpunkte  der  Polarnetze,  d.  h.  durch  die  Punkte 
B  hindurch. 

4.  Von  den  36  Hauptkreisen  eines  Netzes  X"  gehen 
zweimal  je  zwei  durch  einen  Punkt  B  hindurch,  indem 
sie  auf  einer  Kante  ÄC  normal  stehen.  Die  einen  zwölf 
dieser  Hauptkreise  [z.  B.  die  Hauptkreise  P1P2,  -Pe  A  ®*^« 
in  Fig.  8/3)]  verhalten  sich  ebenso,  wie  die  zwölf  auf  je 
einer  Kante  A  C  senkrecht  stehenden  Hauptkreise  eines 
Netzes  XV'  (vergl.  §  49,  4.);  der  Winkel  2/J(2)  zwischen  je 
zwei  benachbarten  variiert  von  0®  bis  2i^,  und  je  nach 
der  Lage  des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreieckes  A^^  C^  B^ 
sind  zu  den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  die  Grenzflächen 
eines  Polyeders  [XII],  [IV]  oder  [XXI]  parallel.  Bei  den 
andern  zwölf  der  auf  einer  Kante  A  C  senkrecht  stehenden 
Hauptkreise  [z.  B.  den  Hauptkreisen  P^  Pg,  P,  P5  etc.  in 
Fig.  8/3)]  variiert  der  Winkel  je  zweier  benachbarten 
zwischen  0^  und  180®  — 2  ij;  zu  den  Ebenen  derselben  sind 
also  immer  die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XII]  parallel. 

Die  letzten  zwölf  Hauptkreise  endlich  gehen  zu  je 
zweien  durch  einen  Punkt  B  hindurch,  indem  sie  auf 
einer  Kante  B  C  normal  stehen;  der  Winkel  zwischen  je 
zwei  benachbarten  (vergl.  §  49,  4.)  variiert  also  von  0® 
bis  180®  — 2i^  und  zu  den  Ebenen  derselben  sind  die  Grenz- 
flächen eines  Polyeders  [XXI]  parallel. 

Die  in  den  (12  +  12  +  12)  Polen  jener  Hauptkreise,  den 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polarnetzes,  an  die  Kugel 
gelegten  Berührungsebenen  sind  die  Grenzflächen  je  dreier 
hemiedrischen  Gestalten  der  Polyeder  [XII],  [XXI]  oder 
speziell  [IV],  bei  welchen  von  je  zwei  parallelen  Grenzflächen 
dieser  vollzähligen  Polyeder  nur  eine  beibehalten  ist,  nämlich 
bez.  eines  Polyeders  [XIX a]  (eines  Deltoiddodekaeders)^ 
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[IX]  (eines  Pyramidentetraeders)  und  [III]  (eines  regu- 
lären Tetraeders). 

5.  Bei  dem  Netze  IX'  fehlen  die  ersten  zwölf  Haupt- 
kreise, welche  senkrecht  auf  den  Kanten  A  C  stehen^  während 
von  den  zweiten  zwölf  je  zwei  in  einen  Hauptkreis  h  zu- 
sammenfallen; dagegen  sind  die  zwölf  auf  den  Kanten  JB  C 
normalen  Hauptkreise,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen 
eines  Polyeders  [IX]  parallel  sind,  vorhanden. 

6.  Bei  dem  Netze  XIX"  fehlen  die  zwölf  auf  den 
Kanten  BC  normalen  Hauptkreise,  während  die  2.12  auf 
den  Kanten  Ä  C  normalen  vorhanden  sind.  Die  ersteren 
zwölf  sind  aber  nur  solche  Hauptkreise,  zu  deren  Ebenen 
die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [IX]  parallel  sind,  die 
andern  zwölf  dagegen  nur  solche,  zu  deren  Ebenen  die  Grenz- 
flächen eines  Polyeders  [XIX  a]  parallel  sind. 

7.  Die  sechs  Hauptkreise  6  eines  regulären  Tetraeder- 
netzes III  erscheinen  als  derjenige  Grenzfall  der  auf  den 
Kanten  AC  senkrecht  stehenden  Hauptkreise,  in  welchem  je 
zwei  derselben  in  einen  Hauptkreis  b  zusammenfallen. 

8.  Die  Beschaffenheit  der  Polarnetze  dieser  gleich- 
eckigen Netze  ergiebt  sich  leicht  aus  dem  Vorstehenden. 

Als  eine  besondere  Gruppe  dieser  zweiten  Hauptklasse 
lassen  sich  auch  noch  die  dem  regulären  Oktaedemetze  zu- 
geordneten Netze  IV"  eines  (2 -F 2 -f  2) -flächigen  2. 4 -Ecks 
(§  18,  Fig.  6a)  und  die  spezielle  Fälle  derselben  darstellenden 
Netze  IV'  (§  16,  Fig.  5y)  ansehen.  Diese  Netze  bilden  also 
einen  Uebergangsfall  aus  der  ersten  in  die  zweite  Hauptklasse, 
da  sie  andererseits  die  dem  Werte  j)  =  2  oder  n  =  4  entspre- 
chenden Fälle  der  Netze  VIII"  und  VIII'  repräsentieren. 

§51. 

Erste  Gruppe:  Hexakisoktaedernetze. 

B)  Veränderliches  gleichflächiges  und  zugeordnetes 

gleicheckiges  Netz. 

1.  Das  einzige  veränderliche  gleichflächige  Netz  dieser 
Gruppe  ist 
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das  Pentagonikositetraedernetz  XXVI  (§42),  (6+8+24)- 
eckig,  24 -flächig  (Fig.  24/3), 

welchem  als  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz 

das   Netz   des   (6  + 8 +  24) -flächigen   24-Eck8   XXVI' 

(§  42,  Fig.  24/J) 
entspricht. 

Diese  Netze  sind  vollständig  unsymmetrisch^  während 
ihnen  die  charakteristischen  Axen  eines  Hexakisoktaeder- 
netzes  zukommen. 

Die  Eckpunkte  des  zweifach  veränderlichen  Netzes  XXYI 
sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  A,  C  und  derjenigen 
24 Eckpunkte  P^^F^^P^,.,  (Fig. 24 j5),  welche  die  abwechselnd 
aufeinanderfolgenden  Eckpunkte  eines  Netzes  XV  darstellen. 
Diese  24  Eckpunkte  P  sind  diejenigen  eines  Netzes  XXVI'^ 
wobei  zwischen  den  Eckpunkten  P  und  denjenigen  ^,  den 
Eckpunkten  des  dem  Netze  XXYI  zugeordneten  Netzes,  eine 
Steinersche  Verwandtschaft  besteht  (vergl.  §  42,  6.). 

Da  die  Eckpunkte  der  Netze  XXVI'  eine  bestimmte 
(gyroidische)  Hemigonie  der  Netze  XV'  darstellen,  so  er- 
geben sich  sofort  die  möglichen  Arten  der  Gruppierung 
dieser  Eckpunkte  (vergl.  §  49^  s.\  Dieselben  gruppieren 
sich  auf  drei  Arten  als  Eckpunkte  von  drei  kongruenten 
sägerandigen  Netzen  XXV',  p^4,  mit  den  Hauptaxen  0A\ 
femer  auf  vier  Arten  als  Eckpunkte  von  vier  kongruenten 
sägerandigen  Netzen  XXV',  jp»  3,  mit  den  Hauptaxen  0C\ 
und  endlich  auf  sechs  Arten  als  Eckpunkte  von  sechs 
solchen  Netzen  XXV ',  p'^2,  mit  den  Hauptaxen  OB,  d.  h. 
▼on  sechs  kongruenten  Netzen  XVH  (von  rhombischen 
Sphenoiden). 

2.  Was  die  Kanten  eines  Netzes  XXVI  anlangt,  so 
liegen  dieselben  einmal  auf  zwölf  Hauptkreisen,  welche  — 
zu  zweien  auf  einander  senkrecht  —  durch  je  einen  der 
sechs  Punkte  Ä  und  Ä^  hindurchgehen.  Zu  den  Ebenen 
dieser  zwölf  Hauptkreise  sind;  da  die  Pole  derselben  auf 
den  Hauptkreisen  a  je  ein  gleicheckiges  2. 4 -Eck  bilden, 
die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [X]  parallel. 
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Ferner  liegen  die  zu  dreien  durch  je  einen  der  acht 
Punkte  C  und  C  hindurchgehenden  Kanten  auf  24  Haupt- 
kreisen, zu  deren  .Ebenen  die  Grenzflächen  eines  solchen 
Pentagonikositetraeders  [XXVI]  parallel  sind,  für  welches 
die  Berührungspunkte  von  je  sechs  Grenzflächen  auf  einem 
Hauptkreise  c  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  [XXVI]  ist  die 
gyroidische  Hemiedrie  eines  sog.  parallelkantigen  Hexa- 
kisoktaeders). 

Endlich  gehören  die  zwölf  Kanten,  welche  durch  je 
einen  der  zwölf  Punkte  B  und  B'  gehen,  solchen  zwölf 
Hauptkreisen  an,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines 
Polyeders  [XIX a],  [III]  oder  [IX]  parallel  sind,  je  nachdem 
der  Punkt  P^  innerhalb  des  Dreieckes  i^^  C^  D^  auf  dem 
Bogen  B^  D^   oder  innerhalb  des  Dreieckes  A^  B^  D^  liegt 

•Diese  drei  Gruppen  von  Hauptkreisen,  nämlich  die  zu 
einander  senkrechten,  durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden, 
femer  die  unter  Winkeln  von  120^  gegeneinander  geneigten^ 
durch  die  Punkte  G  gehenden  und  endlich  die  durch  die 
Punkte  B  hindurchgehenden  Hauptkreise,  drehen  sich  in 
bestimmter  Weise  bez.  um  die  Punkte  A^  C  und  J5,  wenn 
der  Punkt  P^  alle  Lagen  innerhalb  des  Hexakisoktaeder- 
dreieckes  A^^  C^  B^  einnimmt.  Damit  ergiebt  sich  die  Art 
und  Weise,  auf  welche  die  Pole  dieser  Hauptkreise,  näm- 
lich die  Eckpunkte  des  Polarnetzes  bez.  auf  den  Haupt- 
kreisen a,  c  und  b  beweglich  sind. 

3.  Von  den  60  Hauptkreisen  des  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netzes  XXVI'  bilden  24  die  Kanten  der  regulären 
sphärischen  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  A?  und 
gehen  durch  die  auf  den  Hauptkreisen  a  liegenden  Eckpunkte 
des  Polametzes  hindurch.  Zu  den  Ebenen  dieser  24  Haupi- 
kreise sind  die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XXVI]  parallel, 
welche  in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  d.  h.  denjenigen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polarnetzes^  welche  auf 
den  zu  jenen  Hauptkreisen  normalen  Hauptkreisen  des  Sym- 
metrienetzes liegen,  die  Kugel  berühren. 

Weitere  24  Hauptkreise   bilden  die  Kanten  der   regu- 
lären sphärischen  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  C* 
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und  gehen  durch  die  auf  den  Hauptkreisen  c  liegenden  Eck- 
punkte des  Polarnetzes  hindurch.  Zu  den  Ebenen  dieser 
24  Hauptkreise  sind  ebenfalls  die  Grenzflächen  eines  Poly- 
eders [XXVI]  parallel.  Dieselben  sind  Berührungsebenen 
der  Kugel  in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  d.  h.  solchen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polametzes,  welche  auf  den 
zu  jenen  Hauptkreisen  normalen  Hauptkreisen  des  Symme- 
trienetzeS;  nämlich  den  24  durch  die  Punkte  C  hindurch- 
gehenden liegen. 

Endlich  gehen  die  zwölf  in  den  Punkten  B  und  B'  auf 
den  entsprechenden  Hauptkreisen  des  Symmetrienetzes  senk- 
recht stehenden  Hauptkreise  durch  die  auf  den  Hauptkreisen 
b  liegenden  Pole  der  ersteren  hindurch.  Die  Pole  dieser 
zwölf  Hauptkreise  des  gleicheckigen  Netzes  sind  daher  auch 
die  Schnittpunkte  der  zu  jenen  senkrechten  Hauptkreise  des 
Symmetrienetzes  mit  den  Hauptkreisen  b.  Zu  den  Ebenen 
dieser  zwölf  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines  Polyeders 
[XIX a],  [III]  oder  [IX]  parallel,  je  nachdem  der  dem  Punkte 
Pi  zugeordnete  Punkt  5ßi  innerhalb  des  Dreieckes  J5j  C^  D^ , 
auf  dem  Bogen  B^D^  oder  innerhalb  des  Dreieckes  A^B^D^ 
liegt. 

§62. 

Zweite  Omppe:   DiakisdodekaedemetEe. 

1.  Diese  Gruppe  enthält  nur  die  beiden  veränderlichen 
gleichflächigen  Netze: 

1.  das  Diakisdodekaedernetz  XXIII  (§38),  (6  +  8  +  12)- 

.  eckig,  2. 12 -flächig  (Fig.  21^), 

2.  das  symmetrische  Pentagondodekaedernetz  XXIX 

(§  45),  (8 +  12) -eckig,  12 -flächig  (Fig.  27), 

-welchen  bezüglich  als  zugeordnete  gleicheckige  Netze: 

i'.  das  Netz  des  (6  +  8  +  12)-flächigen  2.12-Eck8  XXIH' 

(§  38,  Fig.  21 /J), 
2'.    das   Netz   des   (8  +  12)-flächigen  12-Ecks  XXIX' 

(§  45,  Fig.  27) 
entsprechen. 
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Die  Netze  dieser  Gruppe  nehmen  eine  Mittelstellung 
zwischen  denjenigen  der  ersten  und  der  dritten  Gruppe  ein. 
Denn  die  Axen  sind  mit  denjenigen  eines  Hexakistetraeder- 
netzes  übereinstimmend,  indem  je  zwei  entgegengesetzt  ge- 
richtete dreizählige  Axen  zwar  gleichwertig,  aber  nur  sym- 
metrisch gleich  sind  und  die  nach  den  Punkten  A  gerich- 
teten Axen  nur  zweizählige  sind;  dagegen  kommen  diesen 
Netzen  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a,  nicht  aber  die 
der  sechs  Hauptkreise  h^  als  Symmetrieebenen  zu  (vergl. 
§  38,  3).  Auch  lässt  sich  als  charakteristisches  Merkmal, 
durch  welches  die  Netze  dieser  Gruppe  wesentlich  Ton  den 
übrigen  beweglichen  Netzen  dieser  Ordnung  unterschieden 
sind,  dasjenige  anführen,  dass  bei  den  ersteren  zu  jedem 
Punkte  der  Gegenpunkt,  zu  jeder  Fläche  die  Gegenfläche  im 
Netze  vorhanden  ist. 

Die  gleicheckigen  Netze  dieser  Gruppe  sind  solche  He- 
migonieen  der  vollzähligen  Netze  XV  und  X',  bei  welchen 
die  beibehaltenen  Punkte  sich  als  Gegenpunkte  entsprechen; 
die  diesen  Netzen  umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeder 
rXXni]  und  [XXIX]  werden  als  parallelflächige  Hemie- 
drien  der  vollzähligen  Polyeder  [XV]  und  [X]  bezeichnet 
Man  kann  daher  diese  Art  von  Hemigonie,  welche  auch 
bei  den  Netzen  XXIV  und  XTIH'  (§  48,  6.  bis  7.)  für  den 
Fall  eines  ungeraden  p  bez.  p^  sich  darbietet,  wohl  als 
gegenpunktige  Hemigonie  bezeichnen. 

2.  Bei  dem  einfach  veränderlichen  Netze  XXIII  sind 
die  Eckpunkte  eine  Kombination  der  Eckpunkte  A^  C  und 
derjenigen  zwölf  Eckpunkte  L^^...  (Fig.  21 /J),  welche  eine 
gegenpunktige  Hemigonie  eines  Netzes  X'  darstellen  und 
selbst  ein  Netz  XXIX'  bestimmen.  Die  Eckpunkte  des 
einem  Netze  XXIII  zugeordneten  Netzes  XXIII'  bilden  die- 
jenige (gegenpunktige)  Hemigonie  eines  Netzes  XV,  bei 
welcher  nur  die  symmetrisch  zu  den  Hauptkreisen  a  liegenden 
Eckpunkte  beibehalten,  die  symmetrisch  zu  den  Haupt- 
kreisen h  liegenden  dagegen  weggelassen  sind.  Ein  Netz 
XXIII'  ist  ein  zweifach  veränderliches  Netz,  da  ein  Eck- 
punkt   Pj    beliebig    auf   dem    Halbierungskreisbogen    Cj  S^ 
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(Fig.  21  y)  des  Winkels  bei  C\  in  der  Grenzfläche  des  Symme- 
trienetzes gewählt  werden  kann. 

Das  Netz  XXIX  wird  einfach  aas  dem  Netze  XXIII 
durch  Znsammenfassen  je  zweier  längs  einer  Kante  A^L^,., 
zusammenstossenden  Vierecke  erhalten.  Die  Eckpunkte  dieses 
Netzes  sind  also  eine  Kombination  der  Eckpunkte  C  und 
der  zwölf  Eckpunkte  L  eines  Netzes  XXIX',  wobei  die 
Punkte  L  und  diejenigen  S,  die  Eckpunkte  des  dem  Netze 
XXIX  zugeordneten  Netzes,  konjugierte  Punkte  eines  inyo- 
lutorischen  Systems  sind. 

Die  verschiedenen  Gruppierungen  der  Eckpunkte  der 
beiden  Netze  XXIII'  und  XXIX'  in  Beziehung  auf  die  Axen 
OA  und  OC  ergeben  sich  einfach  aus  denjenigen  der  Eck- 
punkte der  Tollzähligen  Netze  XY'  und  X'. 

3.  Die  Kanten  eines  Netzes  XXIII  werden  einmal  durch 
die  drei  festen  Hauptkreise  a,  sodann  durch  die  zwölf  be- 
weglichen Hauptkreise  gebildet,  von  welchen  je  drei  unter 
Winkeln  von  120^  durch  je  einen  Punkt  C  und  dessen 
Gegenpunkt  hindurchgehen.  Zu  den  Ebenen  dieser  Haupt- 
kreise sind  die  Grenzflächen  eines  solchen  Diakisdodekaeders 
[XXIII]  parallel,  fttr  welches  die  Berührungspunkte  von  je 
sechs  —  zu  zweien. parallelen  —  Grenzflächen  auf  je  einem 
Hauptkreise  c  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  parallel- 
flächige Hemiedrie  eines  sog.  parallelkantigen  Hexakis- 
oktaeders.)  Jene  Berührungspunkte  ^  d.  h.  die  Pole  und 
Gegenpole  der  zwölf  Hauptkreise  sind  auf  den  Hauptkreisen  c 
bei  ungeändertem  gegenseitigem  Abstände  beweglich,  wenn 
die  Punkte  L  (Fig.  21/3)  ihre  Lage  auf  den  Hauptkreisen  a 
ändern. 

4.  Von  den  Hauptkreisen  der  einem  bestimmten  Netze 
XXIII  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  XXIII'  gehen  zwölf, 
TV  eiche  die  Kanten  der  gleicheckigen  Vierecke  bilden,  durch 
die  Punkte  A  hindurch;  sie  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je 
secbs  Hauptkreisen,  so  dass  zu  den  Ebenen  der  sechs  Haupt- 
kreise  jeder  Gruppe  die  Grenzflächen  eines  symmetrischen  Pen- 
tagondodekaeders [XXIX]  parallel  sind,  welche  in  den  auf  Haupt- 
Icreisen  a  liegenden  Polen  jener  Hauptkreise  die  Kugel  berühren 
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Die  übrigen  zwölf  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  der 
regulären  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  bilden,  gehen 
durch  die  auf  den  Hauptkreisen  c  liegenden  Eckpunkte  des 
Polarnetzes  (zum  Symmetrienetze  XXIII)  hindurch.  Zu  den 
Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines  Dia- 
kisdodekaeders  [XXIII]  parallel,  welche  in  den  Polen  dieser 
Hauptkreise,  d.  h.  denjenigen  Eckpunkten  des  zugeordneten 
Polarnetzes,  welche  auf  den  zu  jenen  Hauptkreisen  nor- 
malen Hauptkreisen  des  Symmetrienetzes  liegen,  Berührungs- 
ebenen der  Kugel  sind. 

5.  Die  Hauptkreise  des  Netzes  XXIX  stimmen  mit 
denen  des  Netzes  XXIII  überein-,  von  den  Hauptkreisen  a, 
welche  bei  dem  Netze  XXIII  (Fig.  21/5)  vollständig  aus- 
gezogen waren,  treten  bei  dem  Netze  XXIX  nur  die  Bogien 
XiL'j,  ig  2^4,  ^5^6  ^^^  deren  Gegenbogen  als  Kanten  auf. 
(Fig.  27.) 

6.  Bei  dem  gleicheckigen  Netze  XXIX'  fallen  die  zwölf 
durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise  des 
Netzes  XXIII'  in  die  drei  Hauptkreise  a  zusammen,  während 
die  zwölf  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  der  regulären  Drei- 
ecke mit  den  Mittelpunkten  C  bilden,  analog  den  entspre- 
chenden  Hauptkreisen  eines  Netzes  XXIII'   gruppiert  sind. 


§53. 

Dritte  Gruppe:  HexakiBtetraedemetBe. 

B)  Veränderliches  gleichflächiges  und  zugeordnetes 

gleicheckiges  Netz. 

1.    Das   einzige   veränderliche    gleichflächige   Netz    der 
Hexakistetraedergruppe  ist: 
das    tetraedrische    Pentagondodekaedernetz    XXVIII 

(§44),   (4  +  4 -f  12) -eckig,    12-flächig    (Fig.  26/3), 

welchem  das  gleicheckige 

Netz  des  (4  +  4+ 12)-flächigen  12-Ecks  XXVIII'  (§44, 

Fig.  26/J) 
zugeordnet  ist. 
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Diesen  Netzen  kommen  keine  Symmetrieebenen,  wohl  aber 
die  charakteristischen  Axen  eines  Hexakistetraedemetzes  zu. 

Die  Eckpunkte  des  zweifach  veränderlichen  Netzes  XXVllI 
sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  C  zweier  konjugierten 
regulären  Tetraedemetze  und  derjenigen  zwölf  Eckpunkte 
P3,  P7,  Pjj,  Pie-*-  (Pig«  26 /J),  welche  die  abwechselnd  auf- 
einanderfolgenden Eckpunkte  eines  Netzes  X",  also  eine  Te- 
tartogonie  des  Netzes  XY'  darstellen,  ebenso  aber  auch  als 
(gyroidische)  Hemigonie  jedes  der  beiden  Netze  XXYI'  und 
XXIII'  erhalten  werden  können.  Diese  zwölf  Eckpunkte  P 
bestimmen  ein  Netz  XXVIII',  wobei  zwischen  den  Punkt- 
systemen P  und  ^,  den  Eckpunkten  des  dem  Netze  XXYIII 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzes,  eine  Steinersche  Ver- 
wandtschaft besteht  (vergl.  §  44,  6.). 

Die  yerschiedenen  Gruppierungen  dieser  Eckpunkte  in 
Beziehung  auf  die  Axen  OC  folgen  einfach  aus  denjenigen 
der  Eckpunkte  d6r  vollzähligen  Netze. 

2.  Von   den   Hauptkreisen   des   gleichflächigen    Netzes 
XXVIU   gehen   sechs    durch   die   Punkte   A,    und   zwar  je 
einer    durch    einen    Punkt    Ä   oder   Ä'  hindurch.     Zu   den 
£!benen  dieser  sechs  Hauptkreise  sind,  da  die  Pole  derselben 
auf  jedem  Hauptkreise  a  ein  gleicheckiges  2. 2 -Eck  bilden, 
die   Grenzflächen  eines  symmetrischen  Pentagondodekaeders 
[XXIX]  parallel.    Die  übrigen  Hauptkreise  zerfallen  in  zwei 
Gruppen  von  je  zwölf,  von  denen  die  der  ersten  Gruppe  zu 
je  drei  durch  die  vier  Eckpunkte  C  eines  regulären  Tetraeder- 
netzes,  die  der  zweiten   Gruppe  zu  je  drei  durch  die  Eck- 
punkte C  des  konjugierten  Tetraedernetzes  hindurchgehen. 
Zu    den   Ebenen  dieser  Hauptkreise   sind   die  Grenzflächen 
zi^eier  solchen  tetraedrischen  Pentagondodekaeder  [XXVIII] 
parallel,  für  welche  die  Berührungspunkte  von  je  drei  Grenz- 
flächen auf  je  einem  Hauptkreise  c  liegen,  welche  also  Te- 
tartoedrieen  zweier  sog.  parallelkantigen  Hexakisokta- 
eder  sind  (vergl.  §  51,  3.). 

3.  Analog  ergiebt  sich  ftlr  die  Hauptkreise  des  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzes  XXVni'  das  Resultat,  dass 
zu     den   Ebenen   der   sechs   durch   die  Punkte  A  hindurch- 

Saiif  Kogelteilang.  '  16 
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gehenden  Hauptkreise  die  Grenzflächen  eines  symmetrischen 
Pentagondodekaeders  [XXIX]  parallel  sind«  Weiterhin  gehen 
die  Hauptkreise  der  beiden  Gruppen  von  je  zwölf,  welche 
die  Kanten  der  beiden  Gruppen  regulärer  Dreiecke  mit  den 
Mittelpunkten  C  bilden,  durch  die  auf  den  Ebiuptkreisen  c 
liegenden  Eckpunkte  des  Polarnetzes  hindurcL  Zu  den 
zwölf  Ebenen  jeder  Gruppe  sind  die  Grenzflächen  eines  te- 
traedrischen  Pentagondodekaeders  [XXVIH]  parallel,  welche 
die  Kugel  in  den  Polen  jener  Hauptkreise ;  d.  h.  denjenigen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polametzes  berühren,  welche 
auf  den  durch  die  Punkte  C  gehenden  beiden  Gruppen  von 
je  zwölf  Hauptkreisen  des  Symmetrienetzes  liegen. 

4.  Endlich  möge  noch  daraufhingewiesen  werden,  das» 
auch  die  Hemigonieen  der  Netze  IV"  und  lY'  (yergl.  §  50, 8.), 
nämlich  die  Netze  XYII  eines  rhombischen  und  die  Netze 
XIY  eines  tetragonalen  Sphenoids  als  eine  besondere  Gruppe 
beweglicher  —  zugleich  gleichflächiger  und  gleicheckiger  — 
Netze  der  zweiten  Hauptklasse  aufgefasst  werden  können, 
während  dieselben  andererseits  früher  als  Grenzfalle  der 
hauptazigen  Trapezoid-  und  Deltoidnetze  —  also  zur 
ersten  Hauptklasse  gehörig  —  erhalten  wurden. 

Auf  diejenigen  regelmässigen  Gruppierungen  der  Netze 
XVn  und  XIY,  b^  welchen  die  Eckpunkte  mit  denjenigen 
der  gleicheckigen  Netze  der  verschiedenen  Klassen  und  Grup- 
pen zusammenfedlen,  wird  im  letzten  Kapitel  eing^angen 
werden. 

IIb)  Netze  der  zweiten  Hauptklasse  zweiter  Ordniuig. 

Einzige  Qmppe:  DiakiBhexekontaedemetBe. 

§64. 

A)    Feste  gleichflächige   Netze   nebst   den  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen. 

1.  Auch  diese  Gruppe  ist  nach  dem  allgemeinsten  gleich- 
flächigen  Netze  benannt  worden,  da  alle  übrigen  hierher- 
gehörigen Netze  sich  in  einfacher  Weise  aus  diesem  herleiten 
lassen. 
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Die  festen  gleichflächigen  Netze  dieser  Grappe  sind: 

1.  das  Diakishexekontaedernetz XYI (§28),  (12+20+30)- 

eckig,  2.60-flachig  (Fig.  14a), 

2.  das  Pentakisdodekaedernetz  XI  (§  21),  (12 +  20) -eckig, 

12.5-flächig  (Fig.  9), 

3.  dasTriakisikosaedernetz  XIII  (§23),  (20+ 12) -eckig, 

20. 3 -flächig  (Fig.  11), 

4.  das  Deltoidhexekontaedernetz  XXII  (§36), 

(12 +  20 +  30). eckig,  60-fläcliig  (Fig.  20), 

5.  dasRhombentriakontaedernetz  XX  (§  33),  (12  +  20)- 

eckig,  30-flachig  (Fig.  18), 

6.  das  reguläre  Ikosaedernetz  V  (§  8  n  §  12),  12-eckig, 

20-flächig  (Fig.  4), 

7.  das  reguläre    Pentagondodekaedernetz  VII  (§  Sund 

§  12),  20- eckig,  12-flächig  (Fig.  4). 
Das  Netz  i.  wird  durch  die  vollständig   ausgezogenen 
15  Hauptkreise  b  gebildet,  welche  nur  teilweise  ausgezogen 
die  sechs  übrigen  gleichflächigen,  bez.  regulären  Netze  liefern. 
Und  zwar  werden  die  Netze  2.  bis  4.  auf  die  froher  angege- 
bene  Art    durch    Zusammenfassen   je    zweier  benachbarten 
Dreiecke  längs  einer  Kante,  das  fünfte  durch  Vereinigung 
von  je  vier,  das  sechste  von  je  sechs  und  das  siebente  von 
je    zehn   Dreiecken  des   Diakishexekoutaedemetzes  XVI  er- 
halten.   Die  Ebenen  der  15  Hauptkreise  b,  zu  welchen  die 
Grenzflächen  eines  '('riakontaeders  [XX]  parallel  sind,  sind 
für  sämtliche  sieben  Netze  direkte  Symmetrieebenen. 

Die  Eckpunkte  sind  ftlr  die  Netze  2.,  3.  und  5.  Kombi- 
nationen der  Eckpunkte  G  des  Netzes  6.  und  der  Eckpunkte 
C    des  Netzes   7.,   für    die  Netze   i.  und  4.  Kombinationen 
dieser  Eckpunkte  G,  C  und  der  Eckpunkte  B  eines  sphä- 
rischen (12 +  20) -flächigen  30-Ecks  XX',  welches  das  ein- 
zige feste  gleicheckige  Netz  [erster  Art^)]  dieser  Gruppe  ist. 
Die  nach  den  Punkten  6r,  (7,  B  gerichteten  Radien  sind  für 
sämtliche  sieben  Netze  Axen  von  der  früher  bestimmten  Zäh- 
ligkeit 

1)  Zwei  andere  noch  mögliche  feste  gleicheckige  Netze  höherer 
Art    ixiit  den  Eckpunkten  B  werden  sich  im  letzten  Kapitel  ergeben. 

16* 
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2.  Was  die  Polarnetze  der  Netze  i.  bis  7.  anlangt, 
80  werden  die  Eckpunkte  derselben  darch  die  15  Punkte  B 
und  deren  Gegenpunkte,  die  Kanten  derselben  dorcli  die 
Hanptkreise  g,  c,  b  gebildet,  welche  bez.  die  Polaren  der 
Punkte  Gj  C  und  B  sind. 

Nor  das  Polametz  des  Diakishexekontaedemetzes  XVI 
ist  ein  solches  gleichflächiges  (und  speziell  zugleich  gleich- 
eckiges) NetZ;  welches  die  Eugelfläche  mehrere  Mal  nnd 
zwar  45 -mal  bedeckt.  Denn  die  Winkel  einer  Grenzflache 
dieses  Polametzes  betragen  180® -9,  180<>  — 2>  180«-*, 
der  Exzess  also,  da  q>  +  x  +  if^90^  ist,  270®,  d.  h.  das  aus 
120  solcher  Dreiecke  zusammengesetzte  Netz  bedeckt  45 -mal 
die  Eugelfläche.  Auf  dieses  ^  Netz  werden  wir  im  letzten 
Kapitel  zurückkommen. 

3.  Den  sieben  gleichflächigen  Netzen  1.  bis  7.  sind  bez. 
folgende  gleicheckige  zugeordnet: 

t'.  das  Netz  XVI'  des  (12  +  20 -f  30)- flächigen  2.60-Eck3 

(§  28,  Fig.  14a), 
2'.  das  Netz  XI'  des  (12 +  20) -flächigen  12.5-Ecks   (§21, 

Fig.  9), 
b\  das  Netz  XIII'  des  (20  + 12) -flächigen  20. 3- Ecks  (§  23, 

Fig.  11), 
4'.   das  Netz   XXII'    des   (12 +  20 +  30) -flächigen    60-Ecb 

(§  36,  Fig.  20), 

ö'.  das  Netz   XX'  des  (12  +  20)-flächij;en   30-Eck8    (§  33, 

Fig.  18), 
e'.  das  Netz  VII  des   12 -flächigen  20 -Ecks  (das  reguläre 

Pentagondodekaedernetz)  (§  8  u.  §  12,  Fig.  4), 
7'.  das  Netz   Y   des   20-flächigen   12-Ecks   (das    reguläre 

Ikosaedernetz)  (§  8  u.  §  12,  Fig.  4). 
Die  Netze  XVI'  sind  zweifach  veränderliche  Netze, 
da  ein  Eckpunkt  P^  jede  Lage  innerhalb  des  Diakishexe- 
kontaederdreieckes  G^C^B^^  der  Grenzfläche  des  Symnietrie 
netzes,  annehmen  kann.  Die  Netze  XI',  XIII'  und  XXH' 
sind  einfach  veränderliche  Netze,  weil  ein  Eckpunkt  Pt 
jede  Lage  auf  dem  Symmetriekreisbogen  einer  Grenzfläche 
des    Symmetrienetzes    annehmen    kann.     Endlich    sind    dk 
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Netze  XX',  VII  und  V  feste  Netze,  bei  welchen  die  Eck- 
punkte die  Mittelpunkte  der  Grenzflachen  des  Symmetrie- 
netzes  darstellen. 

Die  2.60  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'  gruppieren  sich 
einmal  als  diejenigen  von  sechs  kongruenten  prismatischen 
Netzen  VIII",  i?  — 5,  deren  Hauptaxen  die  Axen  00  sind 
und  zwar  auf  sechs  Arten;  femer  als  die  Eckpunkte  von 
zehn  kongruenten  prismatischen  Netzen  VIII",  !>  — 3,  deren 
Hauptaxen  die  Axen  OC  sind  und  zwar  auf  zehn  Arten; 
endlich  als  die  Eckpunkte  von  15  kongruenten  prismatischen 
Netzen  YIII",  P^^y  deren  Hauptaxen  die  Axen  OB  sind 
und  zwar  auf  15  Arten«  Für  die  Netze  2'.  bis  ?'.  reduzieren 
sich  diese  prismatischen  Netze  YHI"  zum  Teil  oder  voll- 
ständig auf  Netze  VHI'  von  der  halben  Eckenzahl,  womit 
sich  auch  die  Zahl  der  möglichen  Gruppierungen  vermindert 
(vergl.  Kap.  V,  §  77). 

Die  Kanten  sämtlicher  Netze  i'.  bis  ?'.  gehen  durch 
die  Punkte  jB,  nämlich  die  festen  Eckpunkte  der  Polar- 
netze  hindurch. 

4.  Die  90  Hauptkreise  eines  Netzes  XYI'  zerfallen  in 
drei  Gruppen  von  je  30,  wobei  von  den  Hauptkreisen  jeder 
Gruppe  je  zwei  durch  einen  Punkt  B  hindurchgehen  und 
zu  den  beiden  sich  in  demselben  rechtwinklig  schneidenden 
Hauptkreisen  i  symmetrisch  liegen. 

Die  30  Hauptkreise  der  ersten  Gruppe  stehen  auf  den 
Kanten  BC^^if  senkrecht,  so  dass  der  Winkel  2a(s)  [vergL 
Formel  34 1^)  in  §  28]  je  zweier  auf  demselben  Hauptkreise 
h  normalen  Hauptkreise  zwischen  0^  und  2^^  variiert.  Zu 
den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines 
(12 +  20) -eckigen  12.5-Flachs  [XI]  (eines  Pentakisdode- 
kaeders)  parallel. 

Die  30  Hauptkreise  der  zweiten  Gruppe  stehen  auf  den 
Kanten  jBCr  — 9  senkrecht,  wobei  der  Winkel  2^(2)  je  zweier 
SLXxi  demselben  Hauptkreise  h  normalen  Hauptkreise  zwischen 
O^  und  2q>  variiert.  Trägt  man  (Fig.  29,  welche  die  stereo- 
graphische  Projektion  eines  Netzes  XYI  für  den  Projektions- 
pxmkt  B\  darstellt)  auf  der  Kante  B^G^-^g)  des  Diakis- 
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kexekontaederdreieckes   G^  C^  B^   den    Bogen   B^  E^  »  B^  C^ 

—  ^  ab  und  errichtet  in  E^  normal  zu  B^  G^  den  Kreisbogen 
E^  B^ ,  welcher  dem  Hanptkreise  c^  angehört,  so  folgt,  daas 
zu  den  Ebenen  der  30  Hanptkreise  die  Grenzflachen  eines 
(20  + 12)  -  eckigen  20.3- Flachs  [XIII]  (eines  Pyramiden- 
ikosaeders)  parallel  sind,  so  lange  der  Punkt  P^  innerhalb 
des  Vierecks  B^  E^  D^  C^  liegt,  dagegen  zu  den  Grenzfladiai 
eines  (12  +  20  +  30)-eckigen  60-Flachs  [XXII]  (eines  Deltoid- 
hexekontaeders)  parallel  sind,  wenn  der  Punkt  P^  innerhalb 
des  Dreieckes  E^  (r^  D^  liegt.  Im  Übergangsfalle,  in  welchem 
der  Punkt  P^  auf  dem  Bogen  EiD^  liegt,  fallen  die  30 
Hanptkreise  in  die  zehn  Hauptkreise  c  zusammen,  zn  deren 
Ebenen  die  Grenzflächen  eines  regulären  Ikosaeders  parallel 
sind. 

Endlich  stehen  die  30  Hauptkreise  der  dritten  Grappe 
auf  den  Kanten  CG'^x  senkrecht,  so  dass  der  Winkel 
2(ilf  +  ß(i))  je  zweier  auf  demselben  Hauptkreise  b  normalen 
Hauptkreise  zwischen  2^  nnd  2^  +  2x*»180^  —  29>  yariiert 
Fällt  man  (Fig.  29,  vergl.  auch  Fig.  18)  von  B^  auf  C^G^ 
das  sphärische  Perpendikel  B^F^^  welches  dem  Hauptkreiee 
g^  angehört  und  wobei  OiFi— ^löi  — g)  — *,  FiB^^D^G^ 

—  45^~9  isty  so  folgt,  dass  zu  den  Ebenen  der  30  Hanpt- 
kreise dieser  dritten  Gruppe  die  Grenzflächen  eines  (12+^)- 
eckigen  12. 5 -Flachs  [XI]  parallel  sind,  so  lange  der  Punkt 
Bi  innerhalb  des  Dreieckes  BiC^Fi  liegt,  dagegen  zu  den 
Grenzflächen  eines  (12 +  20 +  30) -eckigen  60- Flachs  [XXU] 
parallel  sind,  wenn  der  Punkt  P^  innerhalb  des  Dreieckes 
BiF^Gi  liegt.  In  dem  Übergangsfalle,  in  welchem  der 
Punkt  P^  auf  dem  Bogen  B^Fi  liegt,  fallen  die  30  Hanpt- 
kreise in  die  sechs  Hauptkreise  g  zusammen,  zu  deren 
Ebenen  die  Grenzflächen  eines  regulären  Pentagondodekaedeis 
parallel  sind. 

Die  Varietäten  der  Polyeder  [XI]  und  [XXD],  welche 
bei  dieser  dritten  Gruppe  in  Betracht  kommen,  sind  von 
denen  bez.  bei  der  ersten  und  zweiten  Gruppe  auftretenden 
Varietäten  dieser  Polyeder  yerschieden,  wobei  die  Varie- 
täten, deren  Grenzflächen  bez.  in  den  Punkten  E  und  D  der 
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Engel  umgeschrieben  sind,  die  ÜbergangsföUe  darstellen. 
Diese  letzteren  Varietäten  werden  in  dem  nächsten  Kapitel 
analytisch  bestimmt  und  charakterisiert  werden. 

Die  aufgestellten  Beziehungen  folgen  auch  einfach  aus 
der  Lage  der  Pole  jener  Hauptkreise^  nämlich  der  Eckpunkte 
des  zugeordneten  Polarnetzes. 

5.  Bei  dem  Netze  XV,  dessen  Eckpunkte  auf  den 
Kanten  BG*^q>  liegen,  reduziert  sich  die  erste  Gruppe 
der  30  Hauptkreise  auf  die  15  Hauptkreise  6,  die  Haupt- 
kreise der  zweiten  Gruppe  fehlen  und  die  der  dritten  Gruppe 
sind,  wie  im  allgemeinen  Falle  vorhanden;  es  treten  aber 
nur  solche  30  Hauptkreise  auf,  zu  deren  Ebenen  die  Grenz- 
flächen eines  Polyeders  [XXII]  parallel  sind^  da  die  Fuss- 
punkte  der  von  den  Eckpunkten  P^  auf  die  Kante  C^  G^  ge- 
lallten sphärischen  Perpendikel  zwischen  F^  und  G^  fallen. 

6.  Bei  dem  Netze  XHI'  fehlen  die  Hauptkreise  der 
ersten  Gruppe,  die  der  zweiten  reduzieren  sich  auf  die  15 
Hauptkreise  6,  während  die  der  dritten  Gruppe  vorhanden 
sind;  es  kommen  aber  hier  nur  solche  30  Hauptkreise  vor, 
zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XI]  pa- 
rallel sind^  da  die  Fusspunkte  der  sphärischen  Perpendikel, 
^welche  von  den  auf  den  Kanten  BC^i)  liegenden  Eckpunkten 
auf  die  Kante  C^G^  gefällt  werden,  zwischen  C^  und  F^ 
fallen. 

7.  Bei  dem  Netze  XXII',  dessen  Eckpunkte  auf  den 
Kanten  GC^%  liegen,  fehlen  die  Hauptkreise  der  dritten 
Gmppe,  während  diejenigen  der  ersten  und  der  zweiten 
Gruppe,  wie  im  allgemeinen  Falle  vorhanden  sind. 

8.  Die  sechs  Hauptkreise  9,  welche  die  Kanten  des 
Netzes  XX'  bilden,  stellen  den  bereits  oben  erwähnten  Über- 
gangs&U  fQr  die  30  Hauptkreise  der  dritten  Gruppe  dar. 

9.  Für  die  regulären  Netze  VII  und  V  reduzieren  sich 
l>ez.  die  Hauptkreise  der  zweiten  und  der  ersten  Gruppe, 
vrahrend  die  der  übrigen  Gruppen  fehlen  ^  auf  die  nur  teil- 
-weise  ausgezogenen  15  Hauptkreise  5. 

Das  reguläre  Netz  YII  kann  auch,  wie  bereits  früher 
liervorgehoben  wurde,  als  spezieller  Fall  des  symmetrischen 
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Pentagondodekaedemetzes  XXIX,  und  das  reguläre  Ikosa- 
edemetz  Y  als  spezieller  Fall  des  Netzes  XXIX'  eines  (8+12)- 
flächigen  12-£ck8  angesehen  werden. 

10.  Die  Beschaffeiiheit  der  Polarnetze  dieser  gleich- 
eckigen Netze  i'.  bis  ?'.  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden 
ohne  Schwierigkeit. 

• 
«55. 

B)  Veränderliches  gleichflächiges  und  zugeordnetes 

gleicheckiges  Netz. 

1.  Das  einzige  yeränderliche  gleichflächige  Netz  der 
Diakishexekontaedergruppe  ist 

das    Pentagonhexekontaedernetz    XXVU    (§  43)^ 
(12  +  20  +  60).eckig,  60  flächig  (Pig.  25/J), 

welchem  das  gleicheckige 

Netz  des  (12  + 20 +  60)-f lächigen  ÖO-Ecks  XXVII'  (§  43, 
Fig.  25/J) 

zugeordnet  ist. 

Diese    beiden    Netze    sind   yollständig    unsymmetrisdi; 

doch  kommen  ihnen  die  charakteristischen  Axen  eines  Dia- 

kishexekontaedemetzes  zu. 

2.  Die  Eckpunkte  des  zweifach  yeränderlichen  Netzes 
XXVII  sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  6r,  C  und  der- 
jenigen 60  Eckpunkte  P,,  P^,  Pe •  ••  (vergl.  Fig.  25/J),  welche 
die  abwechselnd  aufeinanderfolgenden  Eckpunkte  eines  Netzes 
XVI'  darstellen.  Diese  60  Eckpunkte  P  gehören  einem 
Netze  XXVII'  an,  so  dass  zwischen  den  Punktsystemen  P 
und  $,  den  Eckpunkten  des  dem  Netze  XXVII  zugeordneten 
gleicheckigen  Netzes,  eine  Steiner  sehe  Verwandtschaft  be- 
steht (vergl.  §  43,  6.). 

Die  möglichen  Arten  der  Gruppierung  der  Eckpunkte 
eines  Netzes  XXVII',  welche  eine  (gyroidische)  Hemigonie 
eines  Netzes  XVI'  darstellen,  in  Beziehung  auf  die  Axen 
06r,  0(7,  OB  ergeben  sich  einfach  aus  denjenigen  des  toU- 
zähligen  Netzes  (vergl.  §  54,  s).  Die  Eckpimkte  eines  Netzes 
XXVII'  gruppieren  sich  auf  sechs  Arten  als  Eckpunkte  von 
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sechs  kongruenten  sägerandigen  Netzen  XXV,  P"»5,  mit 
den  Hauptaxen  06r;  femer  auf  zehn  Arten  als  Eckpunkte 
Yon  zehn  kongruenten  sägerandigen  Netzen  XXV,  j)»3, 
mit  den  Hauptaxen  OCy  und  endlich  auf  15  Arten  als  Eck- 
punkte von  15  solchen  Netzen  XXV,  p^2^  mit  den  Haupt- 
axen OJB,  d.  h.  von  15  kongruenten  Netzen  XVII  (von  rhom- 
bischen Sphenoiden). 

3.  Von  den  Hauptkreisen  des  gleichflächigen  Netzes 
XXVII  gehen  60  zu  je  fünf  unter  Winkeln  von  12^  durch 
je  einen  der  zwölf  Punkte  G  und  G^  hindurch.  Zu  den 
Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines 
solchen  Pentagonhexekontaeders  [XSYII]  parallel^  für  welches 
die  Berührungspunkte  zu  je  zehn  —  den  Eckpunkten  eines 
gleicheckigen  2. 5 -Ecks  entsprechend  —  auf  einem  der  sechs 
Hauptkreise  g  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  gyroi- 
dische  Hemiedrie  eines  Diakishexekontaeders,  bei  welchem 
die  Berührungspunkte  der  Flächen  zu  je  20  auf  einem 
Hauptkreise  g  liegen.) 

Zu  den  Ebenen  der  60  Hauptkreise^  welche  zu  je  drei 
anter  Winkeln  von  120^  durch  je  einen  der  20  Punkte  C 
und  C  geheU;  sind  die  Orenzflächen  eines  solchen  Pentagon- 
hexekontaeders [XXViri  parallel,  für  welches  die  Berührungs- 
punkte zu  je  sechs  —  den  Eckpunkten  eines  gleicheckigen 
2. 3 -Ecks  entsprechend  —  auf  einem  der  zehn  Hauptkreise  c 
liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  gyroidische  Hemiedrie 
eines  Polyeders  [XYI],  bei  welchem  die  Berührungspunkte 
der  Flächen  zu  je  zwölf  auf  einem   Hauptkreise  c  liegen.) 

Endlich  gehören  die  30  Kanten,  welche  durch  je  einen 
der  30  Punkte  B  und  B^  hindurchgehen^  solchen  30  Haupt- 
kreisen an,  zu  deren  Ebenen  bez.  die  Orenzflächen  eines  Po- 
lyeders [XI]  oder  [XXII]  oder  [XIII]  parallel  sind,  welche 
in  den  auf  den  Hauptkreisen  h  liegenden  Polen  jener  Haupt- 
kreise die  Kugel  berühren^  je  nachdem  der  Punkt  P^  inner- 
halb des  Dreieckes  (s.  Fig.  29)  B^  C^  F^  oder  des  Dreieckes 
J5ji  J\  Dl  oder  endlich  des  Dreieckes  B^  D^  G^  liegt.  In 
den  beiden  Übergangsfällen,  in  welchen  der  Punkt  P^  auf 
dem   Hauptkreisbogen    B^F^   oder   B^D^   liegt,  reduzieren 
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sich  jene  30  Haaptkreiee  auf  die  sechs  Hauptkreise  g  oder 
die  zehn  Haapikreise  c 

4.  Was  die  Hauptkreise  des  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  XXVII',  dessen  Eckpunkte  die  Punkte  ^j,  $,... 
(Fig.  25/))  sind,  anlangt,  so  gehen  dieselben  bez.  durck  die 
auf  den  Hauptkreisen  g^  c  und  h  liegenden  Eckpunkte  des 
Polarnetzes  hindurch. 

Zu  den  Ebenen  der  beiden  Gruppen  von  je  60  Hanpir 
kreisen,  welche  bez.  die  Kanten  der  regulären  sphärischen 
Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  O  und  (r'  und  die  Kanten 
der  regulären  sphärischen  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C 
und  (7'  bilden,  sind  die  Grenzflächen  je  eines  Pentagonhexe- 
kontaeders  parallel.  Diese  Grenzflächen  berühren  die  Kngel 
in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  d.  h.  in  denjenigen  Eck- 
punkten des  zugeordneten  Polametzes,  welche  auf  den 
zu  jenen  Hauptkreisen  normalen  Hauptkreisen  des  Symmetrie- 
netzes liegen. 

Zu  den  Ebenen  der  30  Hauptkreise,  welche  durch  die 
Punkte  B  und  B^  senkrecht  zu  den  entsprechenden  Haupt- 
kreisen des  Symmetrienetzes  hindurchgehen,  sind  die  Grenz- 
flächen eines  der  drei  Polyeder  [XI]  oder  [XIII]  oder  [XXII] 
parallel,  welche  in  den  Eckpunkten  eines  der  drei  gleich- 
eckigen Netze  Xr,  XIII',  XXH'  der  Kugel  umgeschrieben 
sind.     Da   ein   solcher   Eckpunkt   auf  einem  Hauptkreise  l 
um  einen  Quadranten  von  dem  entsprechenden  Eckpunkte 
des  gleichflächigen  Polametzes   (vergl.  8.  am  Ende)  absteht, 
so  lässt  sich  die  nähere  Beschaffenheit  jenes  Polyeders  immer 
leicht  feststellen.    Als  Übergangsfälle  treten  hierbei  wieder 
die  besondere  Varietät    der   Polyeder   [XI],  welche   in   den 
Punkten    E  und    die   besonderen   Varietäten   der   Polyeder 
[XXH]  auf,  welche  in  den  Punkten  F  und  den  Punkten  D 
der  Kugel  umgeschrieben  sind. 

In  der  Fig.  29  ist  die  gegenseitige  Lage  der  entspre- 
chenden Punkte  auf  dem  Hauptkreise  5^3  leicht  zu  erkennen. 
Die  Punkte 

B,  E,  Q,  A»  ^»  C,  B„ 

stehen  Yon  den  entsprechenden  Punkten: 
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^'i6  <^8  ^1«  Ae  ^%  ^%  A 
um  je  einen  Quadranten  ab.    Dabei  ist 

i  C8(y,  =  G^C, «  z;   ^'i5  Ae  -  Ab  A  •-  A  Ae  =  A5  A5  -  45^ 

Über  die  analytische  Darstellung  und  Herleitung  dieser 
Beziehungen  yergl.  man  das  folgende  Kapitel  unter  üb). 

§  66.  Über  die  gleicheekigen  und  die  gleichfläcUgen 

Polyeder  erster  Art« 

1.  Durch  die  in  den  §§  48  bis  55  angestellten  Betrach- 
tungen ergeben  sich  auch  mit  Leichtigkeit  die  —  zum  Teil 
schon  hervorgehobenen  —  L^ebeziehungen  fär  die  Eck- 
punkte, Kanten,  Grenzflächen,  Axen  und  Symmetrieebenen 
der  gleicheckigen  und  der  gleichflächigen  Polyeder,  welche 
bez.  den  gleicheckigen  Netzen  ein-  und  umgeschrieben  werden 
können  (vergl.  §  47,  3.  u.  4.  und  §  17). 

Das  polare  Entsprechen  je  eines  gleicheckigen  und  eines 
gleichflächigen  Polyeders  tritt  noch  allgemeiner  hervor,  wenn 
man  um  den  Mittelpunkt  des  Symmetrienetzes  und  des  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzes  zwei  konzentrische  Kugeln 
mit  den  Radien  r^  und  r,  beschreibt  und  den  auf  diesen 
beiden  Kugeln  entstehenden  gleicheckigen  Netzen  je  ein 
gleicheckiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleichflächiges  Polyeder 
umschreibt.  Es  entsprechen  sich  alsdann  je  ein  der  einen 
Kugel  ein-  und  je  ein  der  andern  Kugel  umgeschriebenes 
Polyeder  in  der  Weise  polar  in  Beziehung  auf  eine  konzen- 
trische Kugel  mit  dem  Badius  r »  Yr^y  dass  die  Eckpunkte 
(Grenzflächen)  des  einen  Polyeders  die  Pole  (Polarebenen) 
zu  den  Grenzflächen  (Eckpunkten)  des  anderen  Polyeders 
darstellen. 

2.  Es   möge   daher  genügen,    im   Nachstehenden   eine 
Zusammenstellung    der    sämtlichen    gleicheckigen    und    der 
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ihnen  polar  entsprechenden  gleichMchigen  Polyeder  enter 
Art^)  zn  geben  und  an  dieselbe  noch  einige  Bemerknngoi 
zn  knüpfen.  Die  Einteilung  dieser  Polyeder  in  Klassen, 
Ordnungen  und  Gruppen  stimmt  mit  der  in  §  47  gegebenen 
und  in  den  §§  48  bis  55  befolgten  Einteilung  der  gleich- 
flächigen und  gleicheckigen  Netze  überein.  Der  Übersicht- 
lichkeit wegen  sind  die  für  jede  Gruppe  charakteristischen 
Azen  nochmals  angegeben  worden.  In  jeder  Gruppe  wird 
die  durch  A)  bezeichnete  Untergruppe  durch  diejenigen  Poly- 
eder mit  festen  Symmetrienetzen  gebildet,  denen  die  sämt- 
lichen direkten  Symmetrieebenen  jener  Gruppe  zukommen; 
die  durch  B)  und  G)  bezeichneten  Untergruppen  umfassen 
diejenigen  hemigonischen  oder  hemiedrischen  Polyeder  mit 
veränderlichen  Symmetrienetzen^  denen  jene  Symmetrie- 
ebenen  nur  zum  Teil  oder  gar  nicht  zukommen.  Die  ter- 
schiedenen  Arten  der  Hemiedrieen  (und  entsprechend  der 
Hemigonieen)  sind  durch  die  in  der  Erystallographie  üblichen 
Namen  gekennzeichnet 

Gleicheckige  Polyeder.  Gleichflachige  Polyeder. 

Erste  Hanptklasse, 

Azen:  zwei  gleiche,  entgegengesetzt  gerichtete,  n-(oder  p-)  zählige 

Hanptazen  OA^ 
zwei  Systeme  Ton  je  n  (oderp)  zweiz&hligen  Qu  er  azen  OB« 
bez.  OB  und  OC. 

A')  Prismatische  (olme  Band).  A)  Ebenrandige  (gerade  Uopp^* 

Pyramiden). 

Symmetrieebenen:  die  Ebene  des  flauptäquators  a  eines  Netzes  1. 

die  n  (oder  p)  Ebenen  der  Hauptkreise  h  oder 
h  nnd  c  eines  Netzes  IL 


1'.  Prismatische    (2 +  n)- flächige  2n- 

Ecke  [VIII'],  (§  16); 
2'.  Prismatische  (2+p+jp)-fl&chige 

2.  2 p- Ecke  [VIll"],  (§  18). 


1.  Ebenrandige  (2  4-n)- eckige  «*- 
Flache  [VIII],     

2.  Ebenrandige (2+p+i')-eckige2¥* 
Flache  [Villa]. 


1)  Vergl.  Hessel,  Übersicht  der  gleicheckigen  Polyeder  etc.  Mar- 
burg, 0.  Ehrhardt,  1871.  Hessel  hat  jene  Polyeder  zuerst  vollständig 
durch  Betrachtungen  entwickelt,  welche  yon  den  unsrigen  zum  Teil 
verschieden  sind. 
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Gleicheckige  Polyeder. 

B')  Kronrandige  (symmetriBeher 
Band). 


Gleichflächige  Polyeder. 

B)  Kronrandige  (symmetriseher 

Band). 


Symmetrie  ebenen:   die  p  (oder  p^)  Ebenen  der  Hauptkreise  eines 

Netzes  II. 


8'.  Kronrandige  (2 +  2|>)- flächige  2jp- 
Ecke  [XXIV]  (§  89),  (Gyroidische 
Hemigonie  von  1'.  für  n^2p), 

4'.  Kronrandige  4 -flächige  4-Ecke(Te- 
tragonale  Sphenoide)  [XIV]  (§  24), 

6'.  ünterbrochen-kronrandige(2+2jPi)- 
flächige  2.2i>i.Ecke  [XVIir]  (§80) 
(Hemigonie  von  2'.  für  jp=»2jpi). 

C)  Sägerandige  (ansymmefrischer 

Band). 


8.  Kronrandige  (2 -|-2j9)- eckige  2p' 
Flache  [XXIV],  (Gyroidische  Hemie- 
drie  von  1.  für  na-2j}), 

4.  Kronrandige  4 -eckige  4 -Flache 
(Tetragonale  Sphenoide)  [XIV], 

5.  Kronrandige  (2  -h  2pi)  -  eckige  2.2pi' 
Flache  [XVIII]  (Skalenoeder) 
(Bhomb.  Hemiedr.  von  2.far  j9»=2pi). 

C)  S&gerandige  (unsynunetriseher 

Band). 


Symmetrieebenen:  nicht  vorhanden. 


6'.  Sägerandige  (2 -h 2/)) -flächige  2p- 

Ecke   [XXV ']   (§40)  (Gyroidische 

Hemigonie  von  2'.). 
7'.  Sägerandige  4 -flächige  4 -Ecke 

(Rhombische  Sphenoide)  [XVII] 

(§  29). 


6.  Sägerandige  (2 -f  2|))  -  eckige  2jp- 
Flache  [XXV]  (Gyroidische  [trape- 
zoedrische]  Hemiedrie  von  2.) 

7.  Sägerandige  4 -eckige  4 -Flache 
(Rhombische  Sphenoide)  [XVII]. 


Zweite  Hauptklasse. 

Gleiche  Hauptaxen  nach  mehr  als  zwei  Richtungen. 

Erste  Ordnung. 

Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines  regulären  Hexaeders 

gerichtet. 

1'.  Erste  Gruppe  des  (6-h8  +  12)-   I   1.  Erste  Gruppe  des  (6-h8-M2)- 
flächigen  2  .  24-Ecks.  eckigen  2  .  24  -  Flachs   (Hexakis- 

oktaedergmppe) . 

Axen:  drei  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,  gleichen  4 -zähligen  Axen  OA^ 
vier      ,1       „  „  „  „3-      ,1  „      (/(/, 

secns  „       „  „  „  „2-      „  ,1     OJi» 


A')  YoUzählige,  symmetrische  Po- 
lyeder. 


A)  Vollzählige  9  symmetrische  Po- 
lyeder. 


Symmetrieebenen:  die  drei  Symmetrieebenen  der  Hauptkreise  a 

eines  Netzes  IV, 
die  sechs  Symmetrieebenen  der  Hauptkreise  b 
eines  Netzes  VI. 
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Gleicheckige  Polyeder. 

8'.  Begolftree  8-fl2lchige8 e-Eck  (Beg. 

Oktaeder)  [IV]  (§11), 
9 '.  Begnläres  6  -  fl&chigeB  8  -  Eck  (Beg. 

Hexaeder)  [VI]  (§  11), 
10'.  (6 +  8) -flächiges   12 -Eck   (Eubo- 

Oktaeder)  [XIX 'J  (§  82), 
11'.  (6 -h 8) -flachiges    6.  4 -Eck    [X'] 

(§  20), 
12'.  (8 +  6) -flachiges   8.  8 -Eck  [XU'] 


18'.  (6 -h 8 -h  12) -flachiges  24-Eck 

[XXI']  (§  86), 
14'.  (6 -t- 8 +  12) -flachiges    2.  24 -Eck 

[XV]  (§  27). 

B')  Cfyroidiseli-heiiilgoiiigclie  an- 
gymmetrisehe  Polyeder. 


Gleichflächige  Polyeder. 

8.  Kegalares  8- eckiges  6-Flach(Seg. 
Hexaeder)  [VI], 

9.  Reguläres  6 -eckiges  8 -Flach (fieg. 
Oktaeder)  [IV]. 

10.  (6-h8)-eck^e8l2-Flach(Ehombe]i' 
dodekaeder)  [XIX], 

11.  (6 -h 8) -eckiges  6.4-Flach  (Tetn- 
kishexaeder)  [X], 

12.  (8 -h 6) -eckiges   8.3-Flach  (TriÄ- 
kisoktaeder  [XII], 

13.  (6-1-8-f  12)-eckiges  24-Flacli  (Del- 
toidikositetraeder)  [XXI], 

14.  (6-f-8-M2)-eckigeB  2.24-Fladi 
(Hexakisoktaeder)  [XV]. 

B)  ^^yroidigeh-hemiedrisekeu- 
gymmetrigche  Polyeder. 


Symmetrieebenen:  nicht  yorhanden. 
16'.  (6 -f  8 4-24) -flachiges  24-Eck  16.  (6 -h 8 -f- 24)- eckiges 24 -Flach (Pes* 

[XXVr]  (Gyroidische  Hemigonie  tagonikositetraeder)   [XXVI]  \ßr 

Yon  14'.)  (§42).  roidische  Hemiedrie  von  14.). 

8'.  Zweite  Gruppe  des  (6  +  8-f-12)-      2.  Zweite  Gruppe  des  (6-f-8  +  iS' 
flachigen  2.  12 -Ecks.  eckigen  2. 12 -Flachs  (Diakii- 

dodekaedergruppe). 

Axen:   zwei  Systeme  von  je  yier  gleichen,   dreizahligen  Axen  OC;  je  t^ 
entgegengesetzt  gerichtete  sind  symmetrisch  gleich, 
drei  Paare   von   entgegengesetzt  gerichteten,   gleichen   zweizahUgeB 
Axen  Oä, 


B')  Gegenpnnktlg-liemigoiilgohe 
Polyeder. 


B)  Parallelflfteliig-hemiedri8ek€ 
Polyeder. 


Symmetrieebenen:  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a  eines  Netzes  IV. 


16'.  (8-hl2)-flachige8l2-Eck[XXIX'] 
(Gegenp.  Hemigonie  von  11'.) 
(§  45), 

17'.  (6 -h 8 -h  12). flächiges    2  .  12  -  Eck 
[XXIII']  (Gegenp.  Hemigonie 
von  14'.)  (§  38). 

8'.  Dritte  Gruppe  des  (4  +  4 -h 6)- 
^chigen  2. 12 -Ecks. 


16.  (8 +  12) -flachiges  12  -  Flach  (Sjtd- 
metrisches  Pentagondodekaedei) 
[XXIX]  (Parallelflach.  Hemiedhe 

von  11.), 

17.  (6  +  8  + 12)  -  eckiges  2.12-Plach 
(Diakisdodekaeder)   [XXIII],  (P»- 
rallelfiächige  Hemiedrie  von  li)- 

8.  Dritte  Gruppe  des  (4+4+6V 
eckigen    2. 12 -Flachs    (Hext- 
kistetraedergruppe). 
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Gleicheckige  Polyeder.       1      Gleichflächige  Polyeder. 

Azen:    zwei  Systeme  von  je  Tier  gleichen,  dreiz&hligen  Azen  OC^  je  zwei 
entgegengesetzt  gerichtete  sind  nngleichwertig, 

drei   Paare   von   entgegengesetzt  gerichteten,   gleichen  zweiz&hligen 
Azen  OA, 


A')  Symmetri^tche  Polyeder,  sogleich 
tetragonigehe  Hemigonieen  Ton  Po- 
lyedern der  Omppe  1.  A'). 


A)  Symmetrische  Polyeder,  sogleich 

tetraedrisehe  Hemiedrieen  too  Po* 

lyedem  der  Oroppe  !•  A). 


Symmetrie  ebenen:   die  Ebenen  der  sechs  Hauptkreise  h  eines   Netzes  IH. 

18.  Begul&res  4 -eckiges  4 -Flach  (Bog. 
Tetraeder)  [III]  (Tetraedr.  Hernie- 


18 '.  Reguläres  4  -  flächiges  4  -  Eck  (Be^^. 

Tetraeder)  [III]  (§  11)  (Tetragon. 

Hemigonie  yon  9'.), 
19'.  (4-h4)-fl&chiges   4.  8 -Eck    [IX'] 

(§  19)  (Tetragon.  Hemigonie  yon 

l8^), 

80'.  (4 -1-4 -1-6) -flächiges  12 -Eck 

[XIX"]  (§  82)  (Tetragon.  Hemigo- 
nie von  12'.), 

21'.  (4+4 -1-6) -flächiges  2.12-Eck 
[X"]  (§  20)  (Tetragon.  Hemigonie 
von  14'.). 

B')  Uosymmetrische  Polyeder. 


drie  von  9.), 

19.  (4  +  4)  -  eckiges  4.8-  Flach  (Triakia- 
tetraeder)  [IX],  (Tetraedr.  Hemte> 
drie  von  18. j, 

20.  (4 +  4 -1-6) -eckiges  12 -Flach  (Del"- 
toiddodekaeder)  [XIX  a]  (Tetrae- 
dr. Hemiedrie  yon  12.), 

21.  (4+4 -t- 6) -eckiges  2.12-Flach 
(Hezakistetraeder)   [Xa]    (Tetrae- 
dr. Hemiedrie  Ton  14.). 

B)  Uns^metrisehe  Polyeder. 


Symmetrieebenen:  nicht  vorhanden. 


22'.  (4  +  4  + 12)- flächiges  12 -Eck 

[XXVin']  (Gyroidische  Hemigo- 
nie von  21'.  oder  von  15'.  oder  von 
17'.,  Gyroidische  Tetartogonie  von 

14'.)  (§44). 


22.  (4  +  4  + 12) -eckiges  12 -Flach  (Te- 
traedrisches  Pentagondodekaeder) 
[XXYIII])  Gyroidische  Hemiedrie 
von  21.,  oder  von  15.  oder  von  17.» 
Gyroidische  Tetartoedrie  von  14. 


Zweite  Ordnung. 

Die  dreizähligen  Azen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines  regulären 

Pentagondodekaeders  gerichtet. 


Einzige  Gruppe  des  (12  +  20  +  80) 
flächigen  2  .  60 -Ecks. 


Einzige  Gruppe  des  (12  +  20  +  80)- 
eckigen  2. 60 -Flachs  (Diakis- 
hezekontaedergruppe). 

Azen:  6  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,  gleichen  5 -zähligen  Azen  06^, 

10        „  „  „  „  „  o-        „  „       I/O, 


11 


» 


9t 


*> 


»> 


)l 


»» 


A')  YoUxUilige,  symmetrische  Po- 
lyeder. 


A)  Yollzähllge,  symmetrische  Po- 
lyeder. 
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Gleicheckige  Polyeder.  Gleichflächige  Polyeder. 

Symmetrieebenen:  die  Ebenen  der  15  Haaptkreise  b  eines  Netzes  V 

oder  Vn. 


28'.  Beguläres  20 -flächiges  12 -Eck 

(Eeg.  Ikosaeder)  [V]  (§  12), 
24'.  Reguläre«  12 -flächiges  20 -Eck 

(Reg.  Pentagondodekaeder)  [YII] 

(§  12), 
26'.  (12 -1-20) -flächiges  30-Eck  [XX'] 

(§33), 
2«'.  (12 -h 20) -flächiges  12.5-Eck 

[XI']  (8  21), 
27'.  (20 -1-12) -flächiges  20.  3 -Eck 

[Xlir]  (§  23). 
28'.  (12 -h 20-1- 30) T flächiges  60 -Eck 

[XXII']  (§  36), 
29'.  (12  4-  20  +  30)  -  flächiges  2  .  60  -  Eck 

[XVI']  (§  28). 


B')  Gyroidiseh-hemlgonlsehey  an 
symmetiigclie  Polyeder. 


23.  Reguläres  20 -eckiges  12 -Flach 
(Reg.  Pentagondodekaeder)  [VlFj, 

24.  Reguläres  12 -eckiges  20 -Flach 
(Reg.  Ikosaeder)  [V], 

26.  (12  -h  20)  -  eckiges  30  -  Flach  (Rhom- 
bentriakontaeder)  [XX], 

26.  (12  -f  20)  -  eckiges  12.6-  Flwh  (Pen- 
takisdodekaeder)  [XI], 

27.  (20 +  12) -eckiges  20.3-Flach 
(Triakisikosaeder)  [XIII], 

28.  (12 -1-20  + 80) -eckiges  60-Flach 
(Deltoidhexekontaeder)  [XXIT, 

29.  (12 -h 20 -F 30) -eckiges  2.6ö-FUcli 
(Diakishexekontaeder)  [XVI]. 


B)  Gyroidisch-hemiedrische,  u- 
symmetrische  Polyeder. 

Symmetrieebenen:  nicht  yorhanden. 


30'.  (12 -1-20 +  60) -flächiges  60-Eck 
[XXVII'],  Gyroid.  Hemigonie  von 
29'.  (§  43). 


30.  (12 +  20 +  60) -eckiges  60-Flach 
(Pentagonhexekontaeder),  [XXVII. 
Gyroid.  Hemiedrie  von  29. 


4.  Yen  den  in  yorsiehender  Zusammenstellung  aufge- 
führten Polyedern  kommen  die  regulären  Polyeder  und  ausser- 
dem die  tetragonalen  und  die  rhombischen  Sphenoide  4.  und 
7.  sowohl  in  der  Reihe  der  gleicheckigen,  als  auch  der  gleich- 
flächigen Körper  vor;  die  Polyeder  4.  und  7.  sind  also  zu- 
gleich gleicheckige  und  gleichflächige,  nicht  aber  auch  — 
wie  die  regulären  Körper  —  gleichkantige  Polyeder. 

Femer  können  viele  Polyeder  als  besondere  Fälle  von 
allgemeinen  Polyedern  angesehen  und  Beziehungen  zwischen 
den  verschiedenen  Klassen  und  Gruppen  gefunden  werden. 
So  ist  das  reguläre  Tetraeder  ein  spezieller  Fall  der  tetra- 
gonalen Sphenoide,  welche  selbst  in  den  rhombischen  Sphe- 
noiden  enthalten  sind.  Das  reguläre  Oktaeder  ist  —  als 
gleicheckiges  Polyeder  betrachtet  —  ein  besonderer  Fall  von 
3'.  für|)  =  3,  dagegen  als  gleichflächiges   Polyeder   ein   be- 
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«onderer  Fall  von  i.  für  n  — 4  (von  dem  tetragonalen  Ok- 
taeder). Entsprechend  ist  das  reguläre  Hexaeder  als  gleich* 
flächiges  Polyeder  ein  besonderer  Fall  von  s.  für  p »  3  (von 
dem  Bhomboeder)^  als  gleicheckiges  Polyeder  von  i.  für 
ft »  4  (einem  quadratischen  Prisma).  Das  reguläre  Ikosaeder 
ist  als  gleicheckiges  Polyeder  ein  besonderer  Fall  von  le'., 
das  reguläre  Pentagondodekaeder  als  gleichflächiges  Polyeder 
ein  besonderer  Fall  von  16.  (dem  symmetrischen  Pentagon- 
dodekaeder)/ dies  letztere  ist  in  22.  enthalten  u.  s.  f. 

5.  Die  sog.  Archimedeischen  Polyeder  stellen  die- 
jenigen besonderen  Fälle  der  obigen  Polyeder  dar,  bei 
welchen  f&r  die  gleicheckigen  Polyeder  die  Grenzflächen, 
für  die  gleichflächigen  Polyeder  die  Ecken  regulär 
sind.  Die  Eckpunkte  der  gleicheckigen  Netze,  denen  die 
Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen  und  der 
gleichflächigen  Polyeder  bez.  ein-  und  umgeschrieben  sind, 
sind  die  Mittelpunkte  der  den  Grenzflächen  des  gleich- 
flächigen Symmetrienetzes  eingeschriebenen  Kreise  (vergl. 
Kap.  III), 

In  der  obigen  Tabelle  sind  ausser  den  regulären  Po- 
lyedern die  unter  lO^,  10.  und  26'.,  26.  aufgeführten  unmittel- 
bar Archimedeische  Polyeder-,  ausserdem  giebt  es  fQr  die 
nnter  den  folgenden  Nummern  (und  den  accentuierten)  auf- 
geführten Polyeder  Archimedeische  Varietäten: 

Aus  der  ersten  Hauptklasse  i.  und  s.;  aus  der  ersten 
Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  li.;  12.,  id.,  U.,  16.  (i6. 
ergiebt  23.);  19.;  aus  der  zweiten  Ordnung:  S6«,  27.,  28.,  29., 
30.  Diese  13  Polyeder  ergeben  mit  lo.  und  26.  die  bekannten 
15  Archimedeischen  gleichflächigen,  die  mit  den  entspre- 
chenden accentuierten  Nummern  versehenen  die  15  Archi- 
medeischen gleicheckigen  Polyeder^). 

6.  Als  konjugierte  Varietäten  der  gleicheckigen  und 
gleicbflächigen  Polyeder  werden  (vergl.  Kap.  III)  solche  be- 
zeichnet^  für   welche   das   entsprechende  ^leicheckige   Netz 

1)  Vergl.  Baltzer,    Elemente  der  Mathem.  Stereometrie  §  6,  5 
oder  J.  H.  T.  Müller,  Trigonometrie  1852.    S.  345. 

ü  e  ■  • ,   KageUeilong.  1 T 
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seinem  Symmetrienetze  konjugiert  ist,  so  dass  die  Eck- 
punkte des  ersteren  Netzes  die  Mittelpunkte  der  den  Greni- 
flächen  des  Symmetrienetzes  umgeschriebenen  Sjreise  dar- 
stellen. Diese  besonderen  Varietäten  der  Polyeder  sind  also 
dadurch  charakterisiert,  dass  bei  den  gleicheckigen  Poly- 
edern die  Grenzflächen  zugleich  eine  der  umgeschriebenen 
konzentrische  Kugel  berühren,  bei  den  gleichflächigen  Poly- 
edern die  Eckpunkte  zugleich  auf  einer  der  eingeschriebenen 
konzentrischen  Kugel  liegen.  Jene  Berührungspunkte  und 
diese  Eckpunkte  sind  die  Eckpunkte  des  Symmetrie- 
netzes. 

Diese  besonderen  Fälle  sind  ausser  für  die  regulären 
Polyeder  und  die  Sphenoide  4.,  7.  für  die  unter  den  folgenden 
Nummern  (und  den  accentuierten)  aufgeführten  Polyeder  der 
obigen  Tabelle  möglich: 

Aus  der  ersten  Hauptklasse:  i.,  3.^  5.^  6.;  aus  der  ersten 
Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse:  ii.,  12.,  14.,  16.  (i6.  ei- 
giebt  23.);  19.;  aus  der  zweiten  Ordnung:  26.,  27.,  29.,  so.; 
wobei  die  konjugierten  Varietäten  von  12.  und  27.  und  eben- 
so Yon  12'.  und  27'.  nicht  konvexe  Polyeder  sind  (▼ergL§22 
und  §  23). 

7.  Bei  allen  gleicheckigen  Polyedern  mit  festen  Sym- 
metrienetzen  [vergl.  die  in  obiger  Zusammenstellung  unier 
A!)  aufgeführten]  stellen  die  Grenzflächen  Kombinationen 
von  Ebenen  dar,  welche  in  den  Eckpunkten  zweier  oder 
dreier  konzentrischen  regulären  oder  zweier  regulären  and 
eines  der  beiden  festen  gleicheckigen  Netze  die  zugehörigen 
Kugejn  berühren.  Für  die  Polyeder  der  ersten  Hauptklasse 
sind  dies  zwei  parallele  Ebenen  in  Verbindung  mit  den 
Ebenen  eines  oder  zweier  regulär -prismatischen  Räume;  bei 
den  Polyedern  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse 
sind  es  Ebenen  entweder  je  eines  regulären  Oktaeders  und 
Hexaeders,  oder  zweier  regulären  Tetraeder,  oder  eines  Ok- 
taeders, eines  Hexaeders  und^eines  Rhombendodekaeders  oder 
endlich  zweier  Tetraeder  und  eines  Hexaeders;  bei  den  Po- 
lyedern der  zweiten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  sind 
es  entweder  die  Ebenen  je   eines  regulären  Ikosaeders   und 
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Pentagondodekaeders  oder  die  Ebenen  dieser  beiden  Poly- 
eder in  Verbindung  mit  denen  eines  konzentrischen  Triakon- 
taeders. 

Analog  ergiebt  sich  für  die  gleichflächigen  Polyeder  mit 
festen  Symmetrienetzen   [vei^l.  die  in   obiger  Zusammen- 
stellung unter  A)  auf  geführten],  dass  deren  Eckpunkte  Kombina- 
tionen Yon  den  Eckpunkten  zweier  oder  dreier  konzentrischen 
regulären  oder  zweier  regulären  und  eines  der  beiden  festen 
gleicheckigen  Netze  darstellen.    Für  die  Polyeder  der  ersten 
Hauptklasse  sind  dies  die  beiden  Endpunkte  der  Hauptazen 
in  Verbindung  mit  den  Eckpunkten  eines  oder  zweier  regu- 
lären n-Ecke;  bei  den  Polyedern   der   ersten  Ordnung  der 
zweiten  Hauptklasse  •  sind    es   die   Eckpunkte    entweder  je 
eines  regulären  Hexaeders  und  Oktaeders,  oder  zweier  regu- 
lären Tetraeder,  oder  eines  Hexaeders,  eihes  Oktaeders  und 
eines  Kubooktaeders  oder  endlich  zweier  Tetraeder  und  eines 
Oktaeders;  bei  den  Polyedern  der  zweiten  Ordnung  sind  es 
entweder  die  Eckpunkte  je  eines  regulären  Pentagondode- 
kaeders  und   eines  Ikosaeders^   oder   die  Eckpunkte   dieser 
beiden  Polyeder  kombiniert   mit   denjenigen   eines  konzen- 
trischen (12 -1-20) -flächigen  30 -Ecks. 

Was  die  gleicheckigen  Polyeder  mit  veränderlichen 
Symmetrienetzen  anlangt   [yergl.  die  in  ohiger  Zusammen- 
stellung unter  B')   und  C)  aufgeftLhrten],  so  sind  in  der 
ersten  Hauptklasse  die  Grenzflächen  eine  Kombination  zweier 
parallelen  Ebenen  mit  den  Grenzflächen  eines  hemiedrischen 
gleichflächigen  Polyeders  mit  yeränderlichem  Symmetrienetze; 
uxid  zwar  ist  bei  den  Polyedern  8'.  und  e'*  dies  gleichflächige 
Polyeder   bez.  eine  bestimmte  Varietät  der  entsprechenden 
Polyeder  3.  und  6.,  bei  den  Polyedern  5'.  dagegen  eine  be- 
stimmte Varietät  der  Polyeder  8.    In  der  zweiten  Haupt- 
felasse  sind  die   Grenzflächen  eine  Kombination  der  Grenz- 
flächen eines  oder  zweier  regulären  Polyeder  mit  denjenigen 
eines  gleichflächigen  hemiedrischen  Polyeders  mit  veränder- 
lichem Symmetrienetze.    Dies  gleichflächige  Polyeder  ist  bei 
den    Polyedern   16'.,  le'.,  22'.  und  80 '.   bez.  eine   bestimmte 
'V^arietät  der  entsprechenden   Polyeder  15.,  16.^  22.  und  30., 
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Dies  Netz  nmes  also  notwendig  mit  einem  der  im  Kapitel  III 
hergeleiteten  einfachen  gleichflächigen  Netze  Qbereinstimmen. 

Aus  der  Beschaffenheit  dieses  Netzes  folgt  nun  um- 
gekehrt die  Beschaffenheit  und  Anordnung  der  Ecken  und 
Grenzflächen  des  Polyeders  ^,  da  die  ebenen  Winkel  und 
die  Flächenwinkel  desselben  die  Supplemente  bez.  der  sphä- 
rischen Winkel  und  der  sphärischen  Kanten  des  Symmetrie- 
netzes sind.  Da  nun  in  einem  gleichflächigen  Netze  höchstens 
drei  yerschiedene  Systeme  von  sphärischen  Ecken  Torhanden 
sein  können,  deren  Scheitel  den  Eckpunkten  eines  oder 
zweier  regulären  Netze,  oder  zweier  regulären  und  eines 
festen  gleicheckigen  Netzes,  mindestens  aber  denjenigen  eines 
regulären  Netzes  entsprechen,  so  können  bei  einem  gleich- 
eckigen Polyeder  auch  nur  höchstens  drei  yerschiedene  Systeme 
von  Grenzflächen  auftreten,  welche  auf  den  Eckradien  dieser 
regulären  Netze  oder  eines  festen  gleicheckigen  Netzes  senk- 
recht stehen.  Ist  das  gleichflächige  Netz  ein  veränderliches, 
80  entsprechen  die  Scheitel  des  zweiten  oder  des  dritten 
Systems  yon  Ecken  den  Eckpunkten  eines  beweglichen  (he- 
migonischen)  gleicheckigen  Netzes;  das  zweite  oder  das  dritte 
System  yon  Flächen  des  gleicheckigen  Polyeders  steht  auf 
jenen  Eckradien  senkrecht. 

In  allen  Fällen  müssen  aber  diejenigen  Grenzflächen 
des  gleicheckigen  Polyeders,  welche  auf  den  Eckradien  des 
einen  —  sicher  vorhandenen  —  regulären  Netzes  senkrecht 
stehen,  einander  kongruente  reguläre  oder  halbregulär -gleich- 
eckige Polygone  sein.  Denn  da  die  sphärischen  Ecken  des 
Sjmmetrienetzes,  deren  Scheitel  die  Eckpunkte  jenes  regu- 
lären Netzes  sind,  regulär  oder  halbregulär  sind,  so  folgt, 
dass  die  entsprechenden  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Po- 
lyeders ^  gleichwinklig  sind  und  dass  die  Flächenwinkel 
an  den  Kanten  einer  Grenzfläche  gleich  oder  abwechselnd 
gleich  sein  müssen.  Nun  sind  aber  femer  nach  der  Voraus- 
setzung je  zwei  benachbarte  Ecken  des  Polyeders  entweder 
Icongruent  oder  symmetrisch  gleich,  d.  h.  es  sind  für  solche 
nicht  nur  die  ebenen  und  Flächen -Winkel  bezüglich  gleich 
lind    auf  gleiche   Weise    mit   einander   verbunden,    sondern 
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auch  die  homologen  Kanten  von  gleicher  Länge.  Damit 
ergiebt  sich  denn,  dass  jene  kongruenten  Grenzflächen  gleich- 
eckig sein  müssen,  d.  h.,  dass  die  Kanten  entweder  gleidi 
oder  abwechselnd  gleich,  die  Polygone  also  regulär  oder 
halbregulär -gleicheckig  sein  müssen. 

Da  sonach  die  sämtlichen  Eckpunkte  des  gleicheckigen 
Polyeders  auf  den  Ebenen  der  Grenzflächen  eines  regulären 
Polyeders  (oder  auf  zwei  parallelen  Ebenen)  als  die  Eck- 
punkte  kongruenter  gleicheckiger  (oder  speziell,  regulärer) 
Vielecke  liegen,  so  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  dieses  regu- 
lären Polyeders  yon  allen  Eckpunkten  gleichen  Abstand  hat^ 
das  gleicheckige  Polyeder  also  einer  Kugel  eingeschrieben 
werden  kann.  Das  ursprünglich  konstruierte  Symmetrie- 
netz, dessen  Mittelpunkt  ein  beliebiger  Punkt  des  Baumes 
war,  wird  daher  durch  eine  Verschiebung  parallel  mit 
sich,  infolge  deren  dieser  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkt 
des  regulären  und  zugleich  des  gleicheckigen  Polyeders  zu- 
sammenfällt, in  eine  solche  Lage  gebracht  werden  k5nnen, 
dass  die  Eckradien  des  Symmetrienetzes  in  den  Mittel- 
punkten jener  gleicheckigen  Polygone  auf  den  Grenzflachen 
senkrecht  stehen.  Das  gleicheckige  Polyeder  stimmt  also 
mit  einem  derjenigen  überein,  welche  den  gleicheckigen,  dem 
Symmetrienetze  zugeordneten  Netzen  eingeschrieben  werden 
können. 

%  57.  Anwendung  auf  die  Theorie  der  räamlieben 
Winkelspiegel  (Polyederkaleidoskope). 

1.  Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  möge  noch  eine  niclit 
uninteressante  Anwendung  auf  die  Theorie  der  räumlichen 
Winkelspiegel  kurz  behandelt  werden^). 

Bereits  im  §  18,  6.  (vei^l.  auch  §  5,  4.)  wurde  darauf 
hingewiesen,  dass  die  Eckpunkte  jeder  regulären  oder  halb- 

1)  Vergl.  eine  Abhandlung  des  Verf.:  Über  ein  Problem 
der  Eatoptrik,  Sitzungsber.  der  Gresellscb.  z.  Bef.  der  ges.  Nabirw. 
zu  Marburg,  1879,  8.  7  bis  20,  sowie  eine  Mitteilung:  Über  Polyeder- 
kaleidoskope, Ebenda  1B82,  S.  9  bis  12. 
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regulären  Grenzfläche  eines  gleicheckigen  Netzes,  dessen 
Symmetrienetz  ein  festes  ist,  aus  einem  dieser  Eckpunkte 
(z.  B.  Pj)  als  Spiegelbilder  erhalten  werden  können,  welche 
durch  die  vereinte  Wirkung  der  spiegelnd  zu  denkenden 
Ebenen  der  beiden  Hauptkreise  ^  welche  den  Punkt  P^  ein- 
schliessen,  erzeugt  werden.  Hieraus  folgt,  dass^  wenn  man 
die  Ebenen  aller  Hauptkreise ^  welche  die  Grenzfläche  eines 
festen  gleichflächigen  Netzes  einschliessen ,  auf  ihren 
Innenseiten  als  spiegelnd  annimmt^  die  gesamten  Eck- 
punkte eines  diesem  Netze  als  Symmetrienetz  zugeordneten 
gleicheckigen  Netzes  durch  einen  passend  im  Innern  jener 
Grenzfläche  angenommenen  Punkt  P^  und  dessen  durch  die 
vereinte  Wirkung  dieser  spiegelnden  Ebenen  erzeugten 
Spiegelbilder  dargestellt  werden. 

Alle   diejenigen   räumlichen   Winkelspiegel   (d.  h.  drei- 
oder  mehrflächige  Ecken,  deren  Seitenflächen  auf  der  Innen- 
seite als  spiegelnd  angenommen  werden),  deren  Eugelschnitt 
die  Grenzfläche  eines  festen   gleichflächigen  Netzes  ist, 
haben  hiemach  die  Eigenschaft,  dass  die  sämtlichen  Spiegel- 
bilder eines  im  Innern  der  Ecke  angenommenen  Punktes  P^ 
nebst  dem  Punkte  P^  selbst  den  Eckpunkten  eines  gl  ei  ch- 
eckigen (oder  speziell  regulären)  Netzes  oder  Polyeders 
entsprechen.     Ob    der   Punkt   P^   beliebig    im    Innern    der 
Ecke   oder  auf  einer  Symmetrieebene  derselben   oder   end- 
lich   nur    auf   einem   Radiusvektor    derselben    angenommen 
werden  kann,  hängt   von   der  Beschaffenheit  der   Ecke   ab 
und    ist   mit   Benutzung   der    in   diesem   und   dem   vorigen 
Kapitel  gewonnenen  Resultate  immer  leicht  zu  entscheiden. 
Da  die  Seitenflächen  jener  Winkelspiegel  den  direkten 
Symmetrieebenen    der  festen    gleichflächigen   Netze   der 
beiden  Hauptklassen  entsprechen,   so   kann  man  mit  Hilfe 
der    vier  dreiflächigen  Winkelspiegel,  denen  als  Kugel- 
schnitte  die  charakteristischen  Dreiecke  der  festen  Netze 
der  ersten  Hauptklasse,  ferner  der  Hexakisoktaeder-, 
der  Hexakistetraeder-  und  der  Diakishexekontaeder- 
^ruppe  der  zweiten  Hauptklasse  entsprechen,  die  Eckpunkte 
sämtlicher  gleicheckigen  Netze  mit  festen  Symmetrienetzen 
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auf  die  angegebene  Weise  erhalten.  Es  sind  dies  folgende 
vier  dreiflächige  Ecken,  für  welche  die  Zahl  der  Bilder 
m—  1  isty  wenn  das  sphärische  Dreieck,  welches  den  Eagel- 
schnitt  der  Ecke  bildet,  den  m^  Teil  der  Engelflftche 
beträgt: 

A      180^     ,        .      ^^.  180®  „0         A 

jp  p 

2.  ^1-45^   ^a-60^  ^,-900;    a^-OO^-ij,   «,-=45«, 

«8""^;    »i«48, 
8.  ^1-90^   J.8-^,-.60<»;    ßi-180<^-2iy,   «j-ßj-ij; 

m  — 24, 

4.  ^,-36^   ^-60^   A-90<>;    a,-*,   «,-9?,   a,-z, 
m  - 120. 

Legt  man  senkrecht  zum  Radiusvektor  eines  inner- 
halb der  spiegelnden  Ecke  befindlichen  Punktes  eine  Eb^ne 
und  bestimmt  die  dreieckige  Schnittfigur  derselben  mit 
den  Seitenflächen  der  EckC;  so  stellen  die  m  —  1  Spiegel- 
bilder eines  solchen  Dreiecks  mit  diesem  zusammen  die 
ToUständige  Oberfläche  eines  gleichflächigen  Polyeders  dar, 
wobei  für  besondere  Lagen  der  Ebene  sich  zwei  und  mehrere 
Dreiecke  zu  einer  Grenzfläche  vereinigen  können.  Es  lassen 
sich  auf  diese  Weise  die  sämtlichen  den  angegebenen  gleidi- 
eckigen  Netzen  mit  festen  Symmetrienetzen  umgeschrie- 
benen gleichflächigen  Polyeder  der  beiden  Hauptklassen 
(auch  diejenigen  höherer  Art)  mit  Hilfe  solcher  Spiegel 
erzeugen,  wenn  ein  passend  ausgeschnittenes  Dreieck  in 
richtiger  Lage  in  das  Innere  einer  solchen  Ecke  gebracht 
wird. 

Aber  auch  die  zugehörigen  gleicheckigen  Polyeder^ 
alle  Eombinationsgestalten,  sowie  überhaupt  die  Oberflädie 
jedes  Körpers,  welchem  die  betreffenden  Symmetrieebenen 
einer  Gruppe  zukommen  (also  auch  die  sphärischen  Netze 
selbst),  werden  durch  jene  Spiegelapparate  erzeugt,  wenn 
man  denjenigen  Teil  der  Oberfläche  eines  solchen  Eorpers, 
welcher  durch  die  Ebenen  der  Ecke  ausgeschnitten  wird,  in 
passender  Lage  in  dieselbe  hineinbringt. 
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Versieht  man  hierbei  da»  einzulegende  Dreieck  oder 
den  entsprechenden  Teil  der  Oberfläche  mit  einer  öfihxmg, 
so  kann  man  in  das  Innere  des  Körpers  hineinsehen  nnd 
die  Lage  and  den  Verlauf  der  Flächen-,  Ecken-  und  Kanten- 
axeU;  welche  durch  die  Kanten  der  Ecke  und  deren  Spiegel- 
bilder dargestellt  sind,  sehr  bequem  verfolgen^). 

1)  Die  drei  unier  2.  bis  4.  angegebenen  Winkelspiegel  sind  nach 
meinen  Angaben  von  dem  Optiker  Herrn  Dr.  Erüss  in  Hamburg  an- 
gefertigt und  Yon  mir  in  der  Sitzung  der  Gesellsch.  z.  Bef.  d.  ges. 
Naturw.  zu  Marburg  am  15.  Februar  1882  vorgelegt  und  demonstriert 
worden.  Vergl.  Sitzungsber.  von  diesem  Datum  und  Beiblätter 
zu  den  Annalen  der  Physik  und  Chemie.   Bd.  VI.    1882.    S.  742. 


Fünftes  Kapitel. 

Analytische  Darstellnng  der  gleichflächigen  und 
der  gleicheckigen  Netze,  sowie  der  zugehörigen 

Polyeder. 

I)  Netze  und  Polyeder  der  ersten  Hanptklasse. 

§  58.  Feste  Netze  Till  und  Yllla)  nebst  den  Netzen 
Till'  und  Till''  und  den  zugehörigen  Polyedern. 

1.  Zu  einer  einfachen  und  übersichtlichen  Darstellung 
der  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  hergeleiteten  und  be- 
schriebenen Netze,  sowie  auch  der  zugehörigen  Polyeder  ge- 
langen wir,  indem  wir  unter  Zugrundelegung  eines  be- 
stimmten Koordinatensystems  die  Hauptkreise  und  Eckpunkte 
dieser  Netze  durch  analytische  Ausdrücke  repräsentieren. 
Als  anzuwendendes  Koordinatensystem  bietet  sich  ein  recht- 
winkliges bei  sämtlichen  Gruppen  beinahe  yon  selbst  dar: 
mitunter  gewährt  auch  die  Einführung  von  Polarkoordinaten 
Nutzen.  Der  Radius  der  Kugel  wird,  wie  auch  früher  ge- 
schehen, immer  durch  r  bezeichnet  werden. 

2.  Was  zunächst  die  Netze  der  ersten  Hauptklasse  an- 
langt, so  erscheint  es  passend,  die  beiden  entgegengesetzten 
Richtungen  der  Hauptaxen  als  die  beiden  Richtungen  einer 
der  Koordinatenaxen,  z.  B.  der  Z-Axe  (und  zwar  als  positire 
Z'Axe  die  von  unten  nach  oben  gehende)  und  daher  die 
Ebene  des  Hauptäquators  als  XF- Ebene  zu  wählen.  Die 
ZX- Ebene  sei  die  Ebene  eines  der  n  durch  die  Endpunkte 
A  und  A^  der  Hauptaxen  hindurchgehenden  Hauptkreise,  die 
von  hinten  nach  vom  gerichtete  Axe  {OB^^  vergl.  die  Fig. 
1  und  6)  die  positive  X-Axe,  die  von  links  nach  redils 
gehende  die  positive  F-Axe;  die  FZ- Ebene  wird  nur  {ür 
n'^4pi  mit  der  Ebene  eines  Hauptkreises  des  regulären 
Zweiecksnetzes  II  zusammenfallen.  Die  Polar-  (Äquator-) 
Ebene  irgend  eines  Punktes  (a^^,  y^,  z^)  der  Kugel: 


/ 
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1)  x^+y^  +  e*-f^^O 

wird  alsdann  bekanntlich  durch: 

1«)  XiX  +  yiy+g^sf^O^ 

die  Polarebene  irgend  eines  Punktes  x^^  y^,  0^  des  Baumes 
in  Beziehung  auf  die  Kugel  durch 

Iß)  aJia?  +  y,j/  +  ;9j;p  — r*«0 

dargestellt. 

3.  Die  Ebenen  der  Hauptkreise  eines  Doppelpyramiden- 
netzes yni  (§  16),  nämlich  die  Ebene  des  Hauptäquators 
a  eines  Netzes  I  und  die  Ebenen  der  n  (bez.  p)  Hauptkreise 
eines  Netzes  II  haben  die  Gleichungen: 


2a) 


3ß00 
is^O]    y'^xtangl >  Z  =  0,l,2, ...  n  — 1, 

180® 
hez.  y^^-xtangl ?   f  =  0,1,2, ...  jj  —  1, 

P 


während  die  beiden  Eckpunkte  A^  A!  und  die  n  auf  dem 
Hauptäquator  a  liegenden  Punkte  durch  die  Gleichungen: 

,360® 
Xi^i^r  cosl j 

yi^i^rsml ?   ?-='0,l,2,...n—  1 

dargestellt  sind. 

Die  Eckpunkte  P  eines  zugeordneten  Netzes  YIII', 
deren  Poldistanz  vom  nächsten  Punkte  Ä  früher  (§  16, 
Formeln  17)  durch  Sa  bezeichnet  wurde,  haben  die  Koor- 
dinaten: 

21  +  1 


2y) 


Xi^i^rsmBaCos 


yi^i^rsinBaSm 


n 
.  2^+1 


n 


180^ 


180«, 


die  Ebenen  der  Seitenkanten  sind  durch  die  Gleichungen: 


\ 


268    Fünftes  Kap.  Anal.  Dantellg.  d.  gleichflftck.  n.  d.  etc.  Netze  etc. 


2*) 


9Z4. 1 


n 


die  Ebenen  der  Endkanten  durch  die  Gleichungen: 
2b)  x(x>s^-^S60^  +  ysin^-^360'^T^ca8^^^ 


0 


n 


n 


n 


repräsentiert.    Die  konjugierte  und  die  Archimedeische  Va- 
rietät entspricht  bez.  den  Relationen: 


2Ö 


180<>      .,     ,  .   180<> 

cotgsa'^cos und  cotgia'^^in 


n  '  "  n 

[yergl.  §  16,  Formel  17/5)  und  17y)]. 

4.  Die  End-  und  Seitenflächen  des  einem  Netze  VUl'^ 
eingeschriebenen  gleicheckigen  Prisma  [YIII']  haben  bez. 
die  Gleichungen: 


2ri) 


,360«  .       .  ,360«  180«  .  ^ 

xcosl \-ysinl—2 reo«— ;^stn«a  — 0; 


n 


n 


n 


die  Pole  dieser  Ebenen,  nämlich  die  Endpunkte  der  beiden 
Hauptazen  und  die  Scheitel  der-  halbregulär -4 -flächigen 
Bandecken  des  dem  Netze  Vlll'  umgeschriebenen  gleich- 
flächigen  Polyeders  [VIII]  haben  bez.  die  Koordinaten: 


2») 


1 


0, 
0, 


X 


SmBaCOS 


i8o; 

n 


cos  es 


StnBaCOS 


1»^ 
n 


,360« 

cosl f 

n 


.  ,360<^ 

$%nl > 

n 


e 


-0, 


während  die  Gleichungen  der  Grenzflächen  (der  Berühnmgs* 
ebenen  an  den  Punkten  P)  sind: 


2i+l 


2t)  XC08 — -^180«  +  ym 


.  2Z+1 


lSO^±ecotgsa-  -. — 0. 


n  •'  n  ~       '         s%n  _ 

Die   Abstände   q'o  tmd  q\  der   End-   und   der   Seiten- 
flächen des  Polyeders  [VIII']  Tom  Mittelpunkte,  sowie    die 
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Eckradien  Qa  und  Qt  der  Scheitel-  und  der  Baudecken  des 
Polyeders  [VllI]  bestimmen  sich  aus: 


2x) 


q\  ^rcosBt^r  sinsa  cos 


180^ 
n 


P»  = 


COSSa 

r 

cos  St, 


sinsacos 


180; 
n 


Qa'Qi 


Qb.(/b^r^' 


Die  Länge  der  Kanten,  die  Neigungswinkel  zweier 
Seitenflächen  ergeben  sich  leicht  mit  Benutzung  der  Be- 
ziehungen 18  a)  und  18  d)  des  §  17. 

5.  Für  die  Netze  Villa)  (§  18)  sind  die  analytischen 
Ausdrücke  der  Hauptkreisebenen  und  der  Eckpunkte  die- 
selben, wie  die  für  die  Netze  YIII  in  2  a)  und  2/3)  ge- 
gebenen, wenn  n-»2|}  gesetzt  wird  und  in  2  a)  dem  l  die 
Werte  0, 1 , 2 ...  j)  —  1  erteilt  werden. 

Was  die  beiden  Gruppen  von  je  2p  Eckpunkten  eines 
zugeordneten  Netzes  YIII"  anlangt,  so  werden  dieselben, 
wenn  fyergl.  §  18,  Formeln  19)  die  Poldistanz  eines  Punktes 
P  mit  Sa  bezeichnet  wird  und  die  Länge  ^a  (d.  h.  der 
Winkel  des  Bogens  AP  mit  dem  in  der  ZX- Ebene  liegenden 
Bogen  AB^)  für  den   ersten   Punkt  P^   der  ersten  Gruppe 

JgQO 

)    fßr    den    ersten    Punkt    P^    der    zweiten    Gruppe 


P 
2  — X 


bestimmt: 


180^  beträgt,  durch  folgende  Werte    der   Koordinaten 


3  a) 


x^i^i^rsifiBaCos 180® 


^ 


ffit-^i'^rstnsaSin 


P 

P 


180® 


3«') 


r  sin  Ba  cos 180® 


y%i-^%  =  rsmBaSin 

Z%iJ\^%^±rCOSBa 


p 

21  +  2 


X 


180^ 


0<x<l, 
0,1,2, ...  p  — 1. 
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Für  x»0  and  fär  x  —  l  stellt  jede  Gruppe  die  2p 
Eckpunkte  eines  Netzes  VIII'  (vergl.  2y)  dar,  för  x  —  -|  re- 
sultieren die  Eckpunkte  eines  Netzes  YIII'  mit  4p  Ecken. 

Die  beiden  Gruppen  der  Ebenen  der  Seitenkanten 
haben  zu  Gleichungen: 

3^0  y  -  « tang  ?i+l^  '^  180», 

während   die  beiden   Gruppen  der  Endkanten   durch   die 
Gleichungen: 

3y)      «cos^liseO'  +  ym— 360»  qp«  cos -180»  ^on?  6a- 0, 

X^  Jr  Jr 

07_i   1  9Z-4-  1  1 Ä 

p  p  p 

'  dargestellt  sind. 

6.  Die  beiden  Endflächen,  sowie  die  beiden  Gruppen 
der  Seitenflächen  des  einem  Netze  YIII"  eingeschriebenen 
gleicheckigen  Polyeders  [YIII"]  haben  bez.  die  Gleichungen: 

3*)  z  —  ±rcos€a «-  ±  p'a, 

3£)         a;cös— ~360<^  +  ysm^360^-9'6.-0, 

wobei  (vergl.  §  18,  Formel  19a): 

30  q\^  ^rcosft.'^r  sinsa  cos  -  180^, 

P 

1  ~~x 

3 S  )  q\  —  r  cosBf^  «  r  sinsa  cos 180^ 

gesetzt  ist. 

Die  Pole  der  Ebenen  3d),  3«),  und  3«'),  nämlich  die 
Endpunkte  der  beiden  Hauptaxen  und  die  Scheitel  der 
beiden  Gruppen  ?on  halbregulär- 4- flächigen  Randecken   des 
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dem  Netze  VIII"  umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders 
[Villa]  haben  bez.  die  Koordinaten: 

r 


31,) 


cose. 


±Qa, 


a 


3*) 


x  —  fft,.  cos  -^—  360*, 


I 


y  — (»»,.«n 


P 

.  i+1 


P 


360°, 


X -pj,.  cos  ^y^  180», 


y 


z 


P«,.s»« 
0, 


P 
.  21+1 


P 


180«, 


3#') 

■wobei 

30  Pa .  p'a —  <>»,.  p'»,  —  PS .  p'»,  —  r* 

ist. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Gruppen  von  Grenzflächen, 
welche  in  den  Punkten  P  die  Kugel  berühren,  sind  endlich: 


3x) 


rc  cos  ^^  180  <»+ys»n^^l80«±ÄCO^«a-^ 


P 


stnsa 


0, 


3x')  X cos^^"^^     ^ISOP  +  ysin^^"*"^  —  180° ± ;g coi^e, X-    =0, 

welche  durch  Multiplikation  mit  sin  6a  die  sog.  Normalform 
erhalten. 

7.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  VIII''  gruppieren  sich 
eininal  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen  OÄ  und  OÄ*  als 
die  Eckpunkte  zweier  gleicheckigen  (j)+i>)- kantigen  2^> 
Sicke,  welche  für|7»2|}^  sich  als  Gegenfiguren  entsprechen 
(vergl.  §  48,  8.). 

In  Beziehung  auf  eine  zweizählige  Queraxe,  z.  B.  die- 
jenige OB^  der  ersten  Gruppe  (§  18,  2.)  sind  die  Eckpunkte 
eines  Netzes  VIII"  zu  je  vier,  den  Eckpunkten  eines  (2  +  2)- 
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kaDtigen  2.2-Eck8  entsprechend,  auf  einem  kleinen  Engel- 
kreise  mit  dem  sphärischen  Mittelpunkte  B  angeordnet.  Die 
sphärischen  Radien  b\^  ^U^  ^\«-*  fBr  einen  Punkt  B  der 
ersten  Gruppe,  z.  B.  Bj^  und  diejenigen  «'a^,  ^\,  ^\..-  för 
einen  Punkt  B  (z.  B.  B^)  der  zweiten  Gruppe  lassen  sich 
leicht  angeben.     Man  erhält: 

X 


3A) 


coss't^^  =  sin€a  cos  -  180^ 

P 

P 

2  +  x 


jf 


COSB"^^'^S%nSaC0S 


cose 


tri 


sin  6a  cos 


180^ 
180^ 


und  analog: 


3fi) 


cos^^K^sinsaCos^-^lSO"^ 

P 

u.  s.  f. 


cos  ^t^  —  SiflBa  COS  —3;—  180®, 


cos^' 


f^'^Stn€aCOS 


Jtt 


p 

1  +  x 

p 

3-x 


€OSB"\^Stn€aCOS 


180^ 
180<>, 


u.  s.  f. 

Hieraus  erhält  man  für  x^  ^  die  Gruppierung  der 
Eckpunkte  eines  Netzes  VIII'  in  Beziehung  auf  eine  zwei* 
zählige  Queraxe  OB. 


§  59.  EinfBhmng  der  AbleitungskoefSzienteii. 

1.  Die  gleicheckigen  Netze  VIII'  und  YIII"  hängen 
ebenso,  wie  die  ihnen  ein-  und  umgeschriebenen  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder  für  einen  gewählten  Wert  Toa 
n  oder  p,  die  ersteren  von  einer  Variabelen  f«)  die  zweiten 
von  zwei  Variabelen  £«  und  x  ab. 


§  59.  Emfohning  der  Ableitungskoeffizienten. 


273 


Wenn  man  umgekehrt  bei  einem  gleicheckigen  Poly- 
eder [VIII'J  den  Abstand  q\  der  Seitenflächen  unverändert, 
dagegen  denjenigen  qla  der  Endflächen  und  damit  auch  r 
als  yeränderlich  annimmt,  d.  h.  wenn  man: 


4a) 


Q^^rsrnsacos 


180^ 


n 


«-', 


qfa'^f^cosea^h\t^ 


setzt,  so  erhält  man: 

coigsa 


m 


t 


7-, 


cos 


180« 


n 


008 


,180 


ö  +  ^*, 


n 


wobei  die  reelle  Variable  t  den  sog.  Ableitungskoeffizienten, 
d.  h.  das  Verhältnis  der  Abstände  einer  End-  und  einer 
Seitenfläche  vom  Mittelpunkte  bedeutet. 

Wird  bei  dem  polaren  gleichflächigen  Polyeder  [VIII] 
entsprechend : 


4y) 


Sin  Ba  COS 


n 


(fc 


cose. 


b.t 


gesetzt,  so  ist: 
4d) 


1      ,               180« 
t '^  j'^  fang  £a  COS ?    r 


bt 


cos" 


180«' 


n 


wo  X  das  Verhältnis  einer  Hauptaxe   zu  der  Randeckenaxe 
angiebt. 

2.  Ebenso  kann  man  bei  einem  gleicheckigen  Polyeder 
[YIII"]  den  Abstand  q\^  der  Seitenflächen  der  ersten  Gruppe 
konstant,  dagegen  denjenigen  q\  der  Seitenflächen  der 
zweiten  Gruppe,  sowie  denjenigen  (fa  der  Endflächen  und 
damit  auch  r  als  variabel  annehmen.  Setzt  man  dement- 
sprechend: 

H«ts,  Kngeltoilang.  18 
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5a) 


X 


p'j,  —  r  stM  £a  cos  - 180* — 6', 

1  — X 

p»,  — rstnfacos 180*«=  6'.«, 


p'o— rcos««  — 6'.<, 
so  erhält  man  die  Relationen: 

cos  — *  180» 
5^)  t  -.  _i£^-_ ,  s ^^ ,    i  «  te»«75,  cos  — *  180» 

'^'^  X  .„^„  X <  1» 


cos- 180* 
1> 


s  — cos 


cos- 180* 
180* 


6Y)tang- 1800 -j^>    tang 


1-x 


1—s.cos 


ISO' 


180' 


sm 


P_ 

.  180*    ' 


i> 


S.SMIr 


5*) 


2scös \-^ 


,    .   180^ 


5«)  ^"^ — 75?rö  1/ ^^w hl—25Cös hs^- 

'^           .   180"  Y  P  P 

sin ^  ^  ^ 

Für  das  polare  gleichflächige  Polyeder  erhält  man,  wenn 
entsprechend 


öS) 


pft, — 


X 


6, 


sin  faCö5-  180^ 


Pft.- 


sinfacos 180® 

P 


—  6.(J, 


gesetzt  wird: 
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1  X  1         ^^«-180« 

5w)    t^-r^  tangsa  cos- ISO^,    <y=x-« — -^ — 


y 

cos- — ^180*» 
P 


180"  180« 

x—d.cos ,  e  —  cos 


5^)e««,^180<'  =  -— ^.    ^„,1^1800=--^^, 

<y .  sm sin 


5t)  tangsa^t 


W  l  —  2öcoS'—  +  ^ 


P_ 

.    180<> 
0 .  Sin 


-  .  -     .   180«  6t 


i/  2/"  2     o^       180°       \  180' 


Die  Variable  5  (cos <s< — tötToI    S^^^^  ^^  ^^ 


gleicheckiges  Polyeder  [VIII"]  das  Verhältnis  der  beiden 
Seitenfiächenaxen  (also  das  Mass  der  Abstumpfung)  an^ 
wenn  dies  Polyeder  durch  gleichmässige  und  gerade  Ab- 
stumpfung der  Seitenkanten  aus  einem  Polyeder  [VIII']  her- 
geleitet wird,  die  Variable  ö  giebt  für  das  gleichflächige 
Polyeder  [Villa)]  das  Verhältnis  der  beiden  Randeckenazen 
an.  Für  s  =  1  oder  fftr  a  =  1  resultiert  dem  Werte  x « ^ 
entsprechend  ein  Polyeder  [VIIF]  oder  [VIII]. 

3.  Die  Elemente  eines  gleicheckigen  Netzes  VIII '^ 
(oder  speziell  eines  VIU')  lassen  sich  hiemach  in  einfacher 
Weise  durch  die  Variabein  t  imd  s  ausdrücken.  So  erhält 
man  für  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  (vergl.  3  a): 

18* 
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6«) 


Xit+i 


b'      (  .  2H 
sm -^ 


•  2^+1 1800- s. sin -180«), 


y»<+i 18QÖ  \» •  cos  -  180» -  cos 

sin 


?i±-^  ISO« 


). 


.  *»i+i 


P 


(  b'      ( 


60») 


.  21  +  2 


sin 


180» -sm 


-.  21+1 


180 


stn 


V      ( 


2l+\ 


180»-s.cos 


21+2 


180 


Sin 


,  J?2/H-2**±6  't. 


Fasst  man  t  und  s  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
eines  Punktes  einer  Ebene  auf,  so  sind  jedem  Punkte  t^  s 
je  2 .  2|9  Punkte  der  Kugel  zugeordnet.  Lässt  man  hingegen 
einem  Punkte  t^^  s^  nur  einen  dieser  2.2|7  Punkte,  z.  B.  den 
dem  Werte  1^0  zugehörigen  Punkt  P^  entsprechen^  so  erhalt 
man  eine  eindeutige  Abbildung  des  gleicheckigen  Netzes  YIII" 
auf  die  Ebene  der  t^  s.     Setzt  man  dem  entsprechend: 


[x^h\ 


6ß) 


V      (  _ 

.  i8on^ 

stn 


180«^ 

cos j; 


) 


80  dass: 


6y) 


B^V.t, 


s  —  cos 


ISO* 


xiyiZ'^  l: 


sm 


180" 


:t 


ist,  so  ergeben  sich  die  Koordinaten  sämtlicher  Eckpunkte 
der  Abbildung  in  folgender  Weise  aus  denjenigen  ^,  s^  des 
abgebildeten  Punktes  P^: 


§  69.  Einfahrung  der  Ableitungskoetßcienten. 
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6<J) 


,      .  1800 
fj .  sin 


*"+'  =  ^   .  21+1 


Sti+l 


91 
sm  — —  180«  -s..sin  —  ISO" 
i>  P 

sin  -  180»  -  s. .  sin  ^^  180» 
P P 

sin  ^^  180»  -s,.sin  -  180» ' 
P  P 


6d') 


,     .   180» 


^i+«  =  i 


s, .  sin  ^^-^  180»  -  sin  ?^  180» 


s^.stn 


P 

.  21+1 


Sit+i 


180»- St» -180» 
P P_ 

5^  .sm?l±^  180»  -  sin  ^^  180» 


P  P 

Dem  Punkte  A  (und  ^')  des  Symmetrienetzes  ent* 
spricht  der  unendlich  ferne  Punkt  der  T-Axe,  dem  Haupt- 
äquator a  die  S-Axe:  t^O.  Den  Punkten  B^,  B^,..  ent- 
sprechen die  Punkte: 

(t-0, 

l-l 


6«) 


cos 


s  = 


p 


180' 


cos- 180» 
P 


und   den   Seitenkanten  des  Symmetrienetzes   die  Parallelen 

zur  T-Axe: 

l-l 


cos 


6S) 


P 


180' 


cos  - 180» 
P 


Den  beiden  Gruppen  der  Seitenkanten  des  Netzes 
yni"  [vergl.  3/3),  3^')]  entsprechen  die  beiden  Gruppen  von 
Geraden: 

6fi)  s  =  S2/+i  und  s  =  s«j+g, 
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[vergl.  6d)]  und  die  den  beiden  Gruppen  der  Endkanten 
[yergl.  3y)j  3/)]  entsprechenden  Geraden  sind  durch  die 
Gleichungen: 

P  k  P  P 

P  h  P  P 

dargestellt. 

Für  Si  =  1  geben  diese  Formeln  6)  die  Eckpunkte  und 
Geraden  der  Abbildung  eines  Netzes  YIII'  an. 

Auf  weitere  Eigenschaften  dieser  ebenen  Abbildungen 
soll  hier  nicht  eingegangen  Verden;  es  genüge,  noch  darauf 
hinzuweisen,  dass  jedem  Punkt  einer  solchen  Ebene  eine 
Gerade  entspricht,  welche  die  Polare  desselben  in  Beziehung 
auf  die  den  Eemkegelschnitt  des  Polarsystems  bildende  ima- 
ginäre Ellipse: 

6t)      Is  — cos 1  +t^sifi? Vswir —  0 

\  p  /  p  p 

darstellt. 


§  60.   Veränderliche  Netze  der  ersten  Hanptklasse. 

A)    Netze  XXIY  und  XXIV   nebst   den   zugehörigen 

Polyedern. 

1.  Die  beiden  Scheitelpunkte,  sowie  die  Endkanten 
eines  hauptaxigen  Deltoidnetzes  XXIY  (vergl.  §  39  und 
§  48,  6.)  stimmen  mit  denjenigen  eines  Netzes  YITI  für 
n»2|)  überein.  Die  Ebenen  der  oberen  und  der  unteren 
Endkanten  sind  bez.  durch  die  Gleichungen: 

7«)  y^xtang2l ; 

7«')  y^x  fang  (21+1)^^^ 

dargestellt;  je  zwei  solcher  Hauptkreise,  für  welche  die  Fak- 

180^ 
toren  des um  p  differieren,  gehpren  derselben  Ebene  an. 
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Die  Eckpunkte  des  Eronrandes,  welche  eine  Hemigonie 
eines  prismatischen  (2 +  2|})- flächigen  4j>-Ecks  bilden,  haben 
und  zwar  bez.  die  oberen  und  die  unteren  folgende  Koor- 
dinaten: 

ÄJ2/+1  ^rsinsacos  — 180®, 


7/J) 


P 

21 
y2i'{-i'^r  sinsa  sin  — 180®, 

X(ii-\.2)-^rsin€aC0S 180®, 


Iß') 


^(2/  +  «) 


rsmSaSin 


—  rCOS€a. 


•  2':±ll80o^ 


Die  Ebenen  der  oberen  bez.  unteren  Bandkanten, 
welche  je  einen  Punkt  des  oberen  (bez.  unteren)  mit  dem 
benachbarten  des  unteren  (bez.  oberen)  Randes  verbinden, 
haben  die  Gleichungen: 

7y)     -xsin^^^QO^  +  ycos^^^dO^'  +  istangBaSin— — ^^0, 
^^  p  p  P 


7y') 


xsin 


.  41+3 


90®  -ycos 


90®  +  z  tangia  stn  —  —  0. 


P  P  "  P 

2.  Die  Eckpunkte  P  des  zugeordneten  Netzes  XXIV, 
deren    Poldistanz   ^a   beträgt,   wobei   [vergl.  Formel   56 iy), 

§  39]  die  Relation:    tangsatangs'a^ önö  l>e8töht,  haben 


stn 


8 


90^ 


und    zwar   bez.  die   oberen    und    die   unteren    die   Koor- 
dinaten: 


7ä) 


a/:  J4-1  —  r  sin^a  cos 180®, 

P 

y'jz+ 1  =-  r  sin  ^a  sin 180®, 

P 
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7<J') 


a/(«/+s) «  r  sine'a  cos ISO**, 

^  p 

y'(2/-4-2)  =*  r  sin^a  sin 180^, 

P 


Die  Ebeneu  der  oberen  und  unteren  Kanten  des  kon- 
jugierten Eronrandes  sind  durch  die  Gleichungen: 

70    -xsin^^dO^  +  ycos^^^W  +  ztangs'aSin  —  ^O, 

Tt)       xstn  — —  90^  —  y  cos  — ■ —  90^+ j»  tangSaSm  —  =0 

P  P  P 

dargestellt,   in   welchen   der   Koeffizient   des   z   auch    durch 

coto  f 

— Q(^  ersetzt  werden   kann;    die   Ebenen   der  Endkanien, 

sin  — 
P 

welche  die  beiden  regulären  Endflächen  einschliessen,  haben 
und  zwar  bez.  die  oberen  und  die  unteren  die  Gleichungen: 

914-9  914-9  moo 

7g)    xcos^-^^^180''  +  ysin--^-l80^-etang6^aCOS^^^—'=0, 
P  P  P 

7£')  xcos^^^  180^ +ysin^^^  180^ +  ztange\cos^-^^0. 
P  P  •  ^  p 

Aus  den  Gleichungen  7  a)  bis  7g^  ergeben  sich  mit 
Leichtigkeit  die  in  §  48,  5.  u.  6.  erörterten  Lagebeziehungen; 
ebenso  auch  die  besonderen  Beziehungen  für  die  in  §  39 
[vergl.  die  Formeln  56  y),  56  ö),  560^),  56  t)]  bestimmten  Va- 
rietäten der  Netze  XXIV  und  XXIV.  Für  j}«=2  resultieren 
die  Beziehungen  für  das  Netz  XIV  eines  tetragonalen 
Sphenoids. 

3.  Die  beiden  Endflächen  des  einem  Netze  XXFV^'  ein- 
geschriebenen gleichflächigen  Polyeders  [XXIV ']  stimmen 
mit  denjenigen  eines  Polyeders  [VIIF]  [vergl.  2iy),  §  58] 
überein ;  die  Seitenflächen  sind  durch  folgende  beiden  Systeme 
von  Gleichungen  in  der  Normalform  dargestellt: 

21  +  2  21  +  2 

Iri)    xsinsacos 180^+ysin  eaSin  — -^-- 180^ +  e cos ea  —  ^'a«0. 
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Irl)  xsinsacos 1S0^+  y sinfaSin 180®— -ecosfa  — (►'d^-O, 

P  P 

wobei  [vergl.  Formel  561^)  in  §  39]: 

„r.\    t  t      rcosBaCOse^  .    ,        ,,90® 


tang 


2 


P 


ist. 

Die  Pole  dieser  Ebenen,  nämlich  die  Scheitel  der  gleich- 
schenklig-dreiflächigen Kandecken  des  dem  Netze  XXIV 
umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders  [XXIV]  haben  die 
Koordinaten: 

x^Qd.sinSa  cos  — - —  180®, 


7.) 


y  ■=  Qd  •  sm  ta  Sin 


Z'-Qd'COSia] 


p 

.  21+2 


p 


180», 


•7  .f 


iL) 


x=^Qd'  sinsa  cos 180®, 


wobei 
7x) 


y^^Qd^sinBaSin 


Z^  —  Qd^COSBa, 


Qd 


■   2HJ,jgoo^ 


ist;    während    die    Gleichungen   der    Grenzflächen    (der   Be- 
rührungsebenen  an  den  Eckpunkten  P)  durch: 


IX)    X  sin  6*a  cos 


^ttl  180^+ y  sin  e'aSin^-^-^ 
P  P 


180^+ zcos^a-r^O^ 


914-9  2/4-2 

IX')    xsine'aCos-^^^lSO'^+ysine'aSin^-^^-^^^ 

dargestellt  sind. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  auch  sofort  die 
einfachen  Beziehungen^  welche  zwischen  diesem  und  dem 
durch  die  Ebenen  7rf)  und  Tiy')  bestimmten  gleichflächigen 
Polyeder  bestehen. 
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4.  Führt  man  mit  Bücksicht  auf  die  Entstehong  eines 
Polyeders  [XXIV ']  als  Hemigonie  eines  Polyeders  [VlII'] 
und  eines  Polyeders  [XXIVJ  als  Hemiedrie  eines  Polyeders 
[VIII]  fdr  die  dem  Netze  XXIV'  ein-  und  umgeschriebenen 
Polyeder  die  Ableitungskoeffizienten  t'  und  r'  (yergl.  §  51) 
ein,  so  erhält  man  die  Relationen: 

rcost'a'^b'  t\ 

90«     rcosi'a 


V) 


'P'a 


V  ^rsins^aCos 


900  90© 

p'rf  «  V  sin  Sa  cos  —  '^U  t^  cossa  cotg^  — 
^  p  P 

Vt^cos^-- 
P 


V- 


sin* h  ^    cos^  — 

P  P 


sin^ 


90' 


t^  ^tangs, 


p  cotgs'a 

90«  90«' 

cos —  cos — 

P  P 


Qa^ 


COSS'a 


ht\ 


sin  bL  COS 


90«        r'  COSB^a 


hl!  tang^ 


90' 


Qd 


7f*') 


SmSaCOS 


V- 


9o; 
p 


Costa 


90» 


.'«~-4r^  +  cos* 


t  *  svnr 


90^ 
P 


cos' 


cos 


90' 


90« 
P 


t*  —  cotgfa ^  —  iange'a  cos 


90' 


sin^ 


( 


9^ 
P 
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Werden  die  Ableitnngskoeffizienten  für  das  gleieheckige 
Polyeder,  dessen  Eckpunkte  die  Scheitel  der  Randecken 
des  gleichflächigen  Polyeders  [XXIV]  sind  [vergl.  7  t)  und 
7t')]  und  für  das  gleichflächige  Polyeder,  welches  durch  die 
Seitenflächen  des  gleicheckigen  Polyeders  [XXIV ']  ein- 
geschlossen wird  [vergl.  Irf)  und  71^')]  bez.  durch  t  und  r 
bezeichnet,  so  resultieren  die  Beziehungen: 

tang^ 


Iv) 


QäCOSfa^^r 


P 


COSS'a 


bt  ^  bt' tang^ 


90« 

P 


9'd, 


r^br'  coss^ 


«? 


s%n 


2 


t^tange'a 


90_« 
P 


cos 


90« 
P 


cotgBg 

90«' 
cos  — 

p 


7i/) 


9a, 


p'd  90« 

- — —  r  cos  B^a  cotg^  —  ^b^  t  ^V  V  cotg^ 

0S€a  P 


90' 


9d,^r^ 


coseL 


cos 


r^cotg^t 


sin 


2 


90^ 
p  90« 

P 


Die  projektivisch-involutorische  Verwandtschaft  der  bei- 
den Punktgruppen,  welche  durch  die  Eckpunkte  der  beiden 
konjugierten  Bänder  gebildet  werden,  wird  durch  die  Re- 
lation: 


71) 


f  <'  —  tang^ 


90^ 
P 


ebenso  diejenige  der  beiden  Gruppen  von  Ebenen,  welche 
durch  die  Grenzflächen  7ij)  bis  7ij')  und  7A)  bis  7A')  ge- 
bildet werden,  durch  die  Relation: 

7|')  riZ-coft/*  — 

ausgedrQckt. 


P 


I 
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Die  beiden  Punkte 


I        ""  p  ^  sind  die  Doppel- 

l5=.l 


punkte  der  Verwandtschaft. 

«61. 

ß)    Netze  XVIII  und  XVIII'    nebst   den   zugehörigen 

Polyedern. 

1.  Die  Elemente  eines  Skalenoedernetzes  IVIII 
(vergl.  §  30  und  §  48,  6.  u.  6.)  stimmen  mit  denjeDigen 
eines  Netzes  XXIV  überein;  da  die  die  Endkanten  bildenden 
Hauptkreise  Yollständig  ausgezogen  sind^  so  fällt  der  üntei- 
schied  der  oberen  und  unteren  Endkanten  [vergl.  §  60^ 
Formeln  7  a)  und  7  a')]  fort  und  die  Ebenen  der  Endkanien 
sind  durch  die  Gleichungen: 

JgQO 

8a)        y=^xiang1i 7    Zj —  0, 1,2. ..2^)1  —  1, 

Pi 

dargestellt,  wenn  die  Zahl  der  Flächen  eines  Netzes  XVIIL 
wie  früher,  2.2^?,  beträgt.  In  den  Formeln  7/3),  7/3')  des 
§  60  ist  daher  auch  p  durch  p^  zu  ersetzen. 

2.  Was  die  Eckpunkte  P  eines  diesem  Netze  XVIII 
zugeordneten  gleioheckigen  Netzes  XVIII',  nämlich  eines 
sog.  unterbrochen- kronrandigen  (2 +  2i?i)- flächigen 
2.2jpi-Ecks  anlaugt,  so  zerfallen  sowohl  die  oberen,  wie 
die  unteren  Eckpunkte  in  zwei  Gruppen,  für  welche  sich, 
wenn  (vergl.  §  30,  Formeln  36  &) 

Pl 

gesetzt  wird,  die  Koordinaten  ergeben: 


8y,) 


a/41+i  =  r  sim^a  cos 90®, 

w'4/4.1  =«  r  sins'a  sin 90*^, 

Pl 
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8y'.) 


a^4/+2  —  >■  sin  i'a  cos 90", 


y'4j+2-=  rsiniaSin 
■1^*1+2-=  r  cos  s'a-, 

3^1*1+»)  =  r  sin  f'acos 


.   41+2-x' 


90», 


8y,) 


,  „.4i+2  +  x'„^o 


«'(4J+J)— -rcosf'a; 


.   4Z  +  2+X' 


A 


90», 


90», 


8/,) 


iK  (4/+4)  *=  r  StnSa  COS 90", 


.   4i  +  4-x' 


Pi 


90«, 


Dabei  sind  die  beiden  Systeme  der  rechten  und  der 
linken  Ecken  diejenigen^  deren  Scheitel  bez.  die  Koordinaten 
Syi))  8y,)  und  Sj/j),  8/^)  haben. 

Die  Ebenen  der  oberen  und  unteren  Kanten  des  kon- 
jugierten (unterbrochenen)  Kronrandes  stimmen  mit  denen 
des  Netzes  XXIV  überein;  ihre  Gleichungen  sind  diejenigen 
Te)  und  T«')  des  §  60,  wenn  in  denselben  p^  statt  p  imd 
£"a  statt  f'a  geschrieben  wird,,  wobei  [vergl.  Formel  36t)  und 

36x)  in  §  30] 

90® 
8  d)  tang  b\  sin  d^a  ^  ia^ff  «"a  shi ' 

und 

1  1 

8d')  tangEato,ng^^ 


Pi 


"       .  ^    .  90«       .     ,90«  .   90« 
smd'a  sm  —     sin  %  —  sxn  — 


JPi 


Pi 


ist. 


Die  Ebenen  der  Endkanten,  welche  die  beiden  halb- 
gulären  Endflächen  einschliessen,  sind  durch  die  Systeme 
Gleichungen : 


J^)  a:cos^^90«  +  ysi«^^90«T^ton</6'aC»s^-^ 


Px 


Pi 


Pi 
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Vi  Pi  Pi 

dargestellt,    wobei  das    obere  Vorzeichen   dem   oberen,   das 
untere  dem  unteren  Parallelkreise  entspricht. 

3.  Die  Darstellung  eines  Netzes  XVHI'  als  eine  be- 
stimmte Hemigonie  eines  Netzes  VIII"  für  p^2pi  ist  un- 
mittelbar in  den  obigen  Formeln  8y)  [vergl.  3<r)  und  So') 
in  §  58]  enthalten,  wobei  a'a  dem  früher  gebrauchten  f«  ^ 
x'  dem  X  entspricht. 

Die  Gleichungen  der  Grenzflächen  eines  gleicheckigen 
Polyeders  [XVnF],  welches  einem  Netze  XVIII' eingeschrieben 
ist,  sowie  diejenigen  der  Grenzflächen  und  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  des  gleichflächigen  Polyeders  [XVIII],  welches 
jenem  Netze  umgeschrieben  werden  kann,  folgen  ohne 
Schwierigkeit  aus  den  unter  Sy)  gegebenen  Werten. 

Für  den  Abstand  g'd  der  Seitenflächen  des  eingeschrie- 
benen gleicheckigen  Polyeders  erhält  man: 

8S)    (>'./  =  r  cos€^j  ^rsinsa  sine'a  cos  —  cosx* — > 

während  der  Eckradius  Qd  der  yierflächigen  Randecken  des 
umgeschriebenen  Skalenoeders  sich  aus: 

8S')  (».=^* 

bestimmt. 

4.  Durch  Einführung  der  Ableitungskoeffizienten  lassen 
sich  die  Beziehungen  zwischen  den  Netzen  XVLII  und  XVIH' 
und  ebenso  zwischen  den  entsprechenden  Polyedern  ebenfalls 
in  einfacher  Weise  darstellen  und  nach  den  in  §  59  ge- 
gebenen Regeln  auch  die  Abbildungen  jener  Netze  auf  die 
Ebene  der  t,  s  bestimmen.  Es  möge  genügen,  hier  die 
wichtigsten  Relationen  aufzuführen. 

Es  sei 

81?)  ^^    "90^'     ^^7' 

cos  — 

Pl 
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1— x' 
,    ,  COS  — -90° 

8,V'--^-'*^^ ^S — 

cos -90»  cos— 90« 

Pi  Pi 


/      1        r      1 


8V')<"-^^„,     r"  = 


cos 


90^ 
Pi 


wobei  fa  clie  Poldistanz  der  Randeckpunkte  des  gleichflächigen 
NetzeS;  c'a  diejenige  der  Eckpunkte  des  (unterbrochenen) 
Randes  des  gleicheckigen  Netzes  und  £"a  die  Poldistanz  der 
[Eckpunkte  bedeutet,  welche  die  Schnittpunkte  je  zweier  be- 
nachbarten  Rindkanten  des  gleicheckigen  Netzes  sind  und 
^v^iederum  einen  Eronrand  bilden.  Dann  ergeben  sich  leicht 
die  Beziehungen: 

90^ 


S%) 


VV  cos 


Qa^rcossd 


P: 


i/'"+(^— ^y 


8^) 


9«-= 


cos  a 


t 


lx\ 


Qä-^ 


cos  a\i 


0^  cos 


90^ 
Pi 


Die  Verwandtschaftsgleichung  für  die  projektivisch-invo- 
lutorische  Beziehung^  welche  zwischen  den  den  Koeffizienten 
/  und  V^  entsprechenden  Punktsystemen  (und  den  den  Koeffi- 
zienten r  und  t"  entsprechenden  Ebenensjistemen)  stattfindet, 
lautet: 


80 


tV' 


1        ,      ,90« 

XX  Pi 


fvergl.  36 x)  in  §  30];    die  Doppelpunkte  sind  die  beiden 

90« 
Punkte  t^± tang  —  ^5—1,  während 

Pi 
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8ä)       f^'- 


1 


rr 


,        90%         ,90^ 
fang  —  tang  %  — 


d  —  cos 


9o; 


cos 


90;^ 

Vi 


ist.    Diese  letztere  Gleichung  stellt    in    der   Abbildung    den 
durch  den  Punkt  C^  der  Ebene  der  t^  Sy  dessen  Koordinaten 

,  90^  sind,  hindurchgehenden  Strahl  C^P^  dar. 

»  ^=  cos 

Pl 

Für  das  gleicheckige  Polyeder ;  dessen  Eckpunkte  die 
Scheitel  der  Bandecken  des  gleichflächigen  Polyeders  [XVIII] 
sind,  und  für  das  gleichflächige  Polyeder,  welches  durch  die 
Seitenflächen  des  eingeschriebenen  gleicheckigen  Polyeders 
[Xyin']  eingeschlossen  wird,  erhält  man: 


8  A)  g'a,  «=  Qd  cos  Sa  ^bt,      Qa, 

§  62. 


cos  Sc 


6'r. 


C)  Netze  XXV  und  XXV  nebst  den  zugehörigen 

Polyedern. 

1.  Die  Systeme  der  oberen  und  der  unteren  Endkanten 
eines  hauptaxig'en  Trapezoidnetzes  XXV  (vergl.  §  40 
und  §  48,  8.)  werden  durch  die  Gleichungen: 


9«) 
9«') 


21 
y^x  tang  —  180^, 


dargestellt;  die  Eckpunkte  des  Sägerandes,  welche  eine(gyroi- 
dische)  Hemigonie  eines  prismatischen  (2 +p+j>)- flachigen 
2. 2^- Ecks  bilden,  haben  und  zwar  bez.  die  oberen  and  die 
unteren  Eckpunkte  folgende  Koordinaten: 


9/J) 


Xii4.i^r  sin^acos  —  180**, 

P 

21 
y 8/+1  -=  r  sin  fa  sin  —  180  , 
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m 


iC(2;+2)  —  »'  Sm  Sa  COS  180'', 

p 

y(9i+2)  ^  r  9in6a sm 180", 

p 


Diese  Werte  ergeben  sich  aus  denjenigen  für  die  Eck- 
punkte des  vollzähligen  Netzes  VIII'",  wenn  in  den  Formeln 
3«)  und  3  a')   des  §  58  die  Länge   um   einen  Winkel   von 

-ISO®  vermindert  und  x  statt  l  —  x  geschrieben  wird. 

Für  die  Ebenen  der  beiden  Gruppen  von  Randkanten 
erhält  man  die  Gleichungen: 

9y)  -  X  sin^^^  ISO"" +  ycos^^^  180^ +  ztang  Sa  sin- ISO'' ^0, 
'^  p  p  P 


9/) 


xstn^^'^'^'^^lSO^-ycos 


21  +  x+l 


180« 


P 


+  g  fang  €a  sin^— ^  ISO'' ^0. 


Die  Formeln  9/3),  9/3')  und  9y),  9/)  gehen  für  x-J  bez.  in 

diejenigen  7/3),  7^')  und  7y),  7/)  des  §  60  über. 

2.  Die  Eckpunkte    P  des   zugeordneten   Netzes   XXV, 

deren  Poldistanz  *'«  beträgt  und  bei  welchen  der  Punkt  P^ 

180® 
die  Länge  hat,  wobei  [vergl.  Formel  57 'ö')  des  §  40] 

P 
die  Relation: 

1 
tang  fa  ^^  «'«=■- 


«n-180®mi— ^180« 


P  P 

besieht,  haben  und  zwar  bez.  die  oberen  und  unteren  Eck- 
punkte die  Koordinaten: 

2Z+1 


9*) 


^«<4-l""^^W£'a  COS 


180«, 


y'2/4.1  =^  r  sin  fc'a  sin 180«, 


,  i^ti^i^rcos^a'', 

Sess,   Kag«lt«ilii]ig. 


19 
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9d') 


^(2f +  2)  «=  ^  Sin  Ba  COS 180", 

y (2^+2) *=  /•  sm Sa  Sin 180", 

P 


Die  Ebenen  der  oberen  und  der  unteren  Kanten  des 
konjugierten  Sägerandes  haben  die  Gleichungen: 

9e)^x  sm  ^i± -+  ^  180°  +  y  cos  ^A+J*-+l  180«  +  ^  tang  a'a  sin  —— 180^  -0. 
^  P  ^  P  P 

9^')      :csm—^-'^-^^\9>0''-ycos-^-^—\%(fi^Btang^aSin^ 

P  P  P 

hierin    können    die    Koeffizienten    des    z    auch    bez.    durch 
^         und  durch  ^   •  ersetzt  werden. 


sin^- — ^180«  5in-180« 

P  P 

Die  Ebenen  der  oberen  und  unteren  Endkanten,  welche 

die   beiden   regulären   Endflächen    einschliessen,   sind    durch 

die  Gleichungen: 

95)     xcos——180'^  +  ysin——lS0'''-zt(mga'aCOS^^^- 

P  P  P 

9 g')    xcos^ ^-±^  180«  +  y sin ^-1^180«  +  z ianga^a cos ^^  =  u 

P  P  P 

dargestellt. 

Auch  diese  Formeln  9d)  bis  9  g')  gehen  für  x  =  y  in  die 
entsprechenden  7*)  bis  7J;')  des  §  60  über. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  9d),  9d')  folgen  auch 
aus  den  Werten  für  die  Eckpunkte  eines  vollzähligen  Netzes 
VIII'',  wenn  in  den  Formeln  3a),  3a')  die  Länge  um  den 

1  —X 

Winkel  180«  vermehrt  und  f'a  statt  Sa,  sowie  x   statt 

P 

1  —  X  geschrieben  wird. 

Alle  in  §  48, 8.  hervorgehobenen  Lagebeziehungen  können 
aus^  den  Gleichungen  9a)  bis  9J;')  hergeleitet  werden;  für 
p^2  resultieren  die  Beziehungen  für  das  Netz  XV II  eines 
rhombischen  Sphenoides. 
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3.  Die  Gleichungen  der  Grenzflächen  eines  gleicheckigen 
Polyeders  [XXV],  welches  einem  Netze  XXV  eingeschrieben 
ist,  ferner  diejenigen  der  Grenzflächen  und  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  des  jenem  Netze  umgeschriebenen  gleich- 
flächigen Polyeders  [XXV]  lassen  sich  ebenfalls  ohne  Schwierig- 
keit aus  den  unter  9d),  9d')  gegebenen  Werten  herleiten. 

Der  Abstand  Q^a  der  Seitenflächen  des  Polyeders  [XXV], 
sowie  der  Eckradius  Qd  der  dreiflächigen  Randecken  des 
Polyeders  [XXV]  ergiebt  sich  aus: 


drj)  g'd^  ~~  '^  r  cosa^a  =  r  sinsa  sins^  cos  —  90^  cos 


1-x 


90^ 


9ä  P  P 

4.  Endlich  können  auch  die  Beziehungen  zwischen  den 
Netzen  XXV  und  XXV  und  ebenso  zwischen  den  ent- 
sprechenden Polyedern  durch  Einführung  der  Ableitungs- 
koeffizienten in  einfacher  Weise  dargestellt  und  die  ebenen 
Abbildungen  jener  Netze  (vergl.  §  59)  bestimmt  werden. 

Wählt  man  wiederum,  wie  bei  den  Netzen  VIII",  als 
^X- Ebene  die  Ebene  des  Hauptkreises  ACi  (Fig.  23a  und 
23  d),  so  sind  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  konjugierten 
Pole  S)i  und  Pj  bez.  [vergl.  3  a)  §  58]: 

21  +  x 


9d) 


^^rstnSa  cos 


180^ 


9-^0 


P 
r  sin  Sa  cos 180^, 


ej^'=rcos€a] 

a'.^r  sin^a  cos  — — — ^  180^ 

P 

rsin^asin?—^^''  180^ 


y'i 


Setzt  man  daher  [vergl.  5/3)  bis  5d)  in  §  59] 


9  0       t=- 


_cotgja__ 

cos -180" 
P 


1 


cos ---ISO" 


a 


X 


cos- 180» 
P 


19 
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1  ,    ,  .        cos- 1800       , 

^      CO«  i^  180«  '^     cos  ^-^  180»     * 

P  P 

80  ist: 

Q'ä  ='rcos^i  =  Vt' cossa  cotg - 180" cotg i^  ISO« 
9«)  {  I'^'.s.sinA" 

L/  1 1-2SC0S |-sMr*Äin' h I  l-sco5 jKs-cos — I 

COSSa 

Qa ^ —  tang^  ISO'' tang^—^  180^ 

COSSd        COSEa  p  P 


dxT)' 


bWl  1-2ÖC0S (-<y  )<^  sw* hrHiS'Cos 1 1  l-<yco5 — I 

.  ,  180<>  "' 

a  sttr 

P 

Die   Steinersche  Verwandtschaft ,   welche    zwischen 
je  einem  Punkte  S)i  und  P^  besteht,  wird  durch  je  zwei  der 
drei  Relationen  [vergl.  Formel  57<&)  des  §  40]  charakterisiert: 
9X)  ss'-l-O, 

a  ^     *,i   '  «180'      /            180^/.           180<\      ^ 
9fi)    ^r^m' (s  — cos jisf  —  cos )-=0, 

^  ,    ../   .  ,  180' '    /,  180n  A       .      180^      ^ 

Für  5  — s',  t^t'  stellen  diese  drei  Gleichungen  die  drei 
Linienpaare  dar,  welche  durch  die  vier  Basispunkte  der  Ver- 
wandtschaft hindurchgehen.  Diesen  drei  Linienpaaren  der 
Abbildung  entsprechen  die  drei  Paare  von  Hauptkreisea, 
welche  durch  die  Mittelpunkte  ^^T^y^^yT^  der  vier  Kreise 
gehen;  welche  dem  Hauptdreieck  ÄC^C^  und  den  drei  Neben- 
dreiecken  desselben  eingeschrieben  sind. 
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Die   Gleichungen  dieser  Linienpaare  (oder  Hauptkreis- 
paare)  werden; 

diT)  s»-l-0, 

9v') 

oder: 
9A") 


,,   .  ,180»     /            180 Y     - 
t^smr [s  —  cos I  —0, 

-7-0, 


t*sin? 


P 
180» 


?l-(l- 


P 
180 


9,*") 


r,T,7. .5  +  1  =  0, 

„  _,       ,  .   180»        ,       180»     „ 
TiT. ...  tsm s+cos —  0, 

^  „       ,  .   180»  ,  180»     ^ 

T^T^  ...  <st«— — -+s— cos— -— —  0, 


9i;") 


P 


T.T. ...  tsin \-scos 

P 

Tg  Tg...  tsin s  cos 


P 

180» 

P 
180» 


-1-0, 
+  1-0; 


P  P 

während  die  vier  Basispunkte  Tj,  jT,,  7,,  T^  und  die  drei 
Hauptpunkte  A^  C^,  C^  durch  die  Eoordinaienwerte: 

90» 


9(f) 


.     .      90» 
t  ■=  Kino  — 

s-1 


U-1 


<  =  —  cofjf 

s 1 


90^ 
P 


und 


9tf) 


^4 


t'^cotg 

\s 1 


90' 


I 


<"-  oo 


f  *-0 


c. 


cos 


180' 


P 


lt-0 


C. 


2 


COS 


180' 


dargestellt  werden.    Die   entsprechenden  Werte  für  6a  ^  f'ai 
^    und  für  die   rechtwinkligen  Koordinaten  der  Basis-  und 
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Hauptpunkte   auf  der   Kugel   ergeben   sich   leicht   aus  den 
obigen  Formeln. 

5.  Für  den  Abstand  p'a^  der  Endflächen  des  gleich- 
eckigen Polyeders,  dessen  Eckpunkte  die  Scheitel  der  Band- 
ecken des  der  Kugel  umgeschriebenen  Polyeders  [XXV]  sind, 
und  für  die  Hauptaxe  Qa^  des  gleichflächigen  Polyeders^ 
welches  durch  die  Seitenflächen  des  der  Kugel  eingeschriebenen 
Polyeders  [XXV'j  gebildet  wird,  ergiebt  sich: 

cos  £^ 

6.  Zum  Schlüsse  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  das 
Netz  VIII"  alle  gleicheckigen  Netze  xlieser  ersten  Haupt- 
klasse als  besondere  Fälle  oder  als  Hemigonieen  in  sich 
enthält.  Es  können  daher  auch  die  —  für  die  Betrachtungen 
des  letzten  Kapitels  wichtigen  —  Eigenschaften  der  voll- 
ständigen Figuren  aller  dieser  Netze,  sowie  der  ein-  und 
umgeschriebenen  Polyeder  aus  den  Eigenschaften  der  voll- 
ständigen Figur  dieses  Netzes  VIII"  hergeleitet  werden. 


IIa)  Netze  und  Polyeder  der  zweiten  Hauptklasse 

erster  Ordnung. 

§  63.  Analytische  Relationen  für  die  Gruppe  des 

Hexakisoktaedernetzes. 

1.  Das  Hexakisoktaedernetz  XV,  welches,  wie  früher 
angegeben  wurde  (§  27  und  §  49,  i.),  in  einfacher  Weise 
die  sämtlichen  festen  gleichtlächigen  Netze  dieser  Gruppe  io 
sich  enthält,  wird  durch  die  drei  Hauptkreise  (hi  ^}  ^z  ^^^ 
die  sechs  Hauptkreise  6^ ...  feg  gebildet.  Wählen  wir  die  drei 
aufeinander  senkrecht  stehenden  Ebenen  der  Hauptkreise  a 
zu  Koordinatenebenen;  also  die  Eckenaxen  des  Oktaeder- 
netzes zu  Koordinatenaxen ,  und  zwar  als  positive  Z-Axe 
die  von  unten  nach  oben,  als  positive  X-Axe  die  von  hinten 
nach  vom  und  als  positive  I^-Axe  die  von  links  nach  rechts 
gerichtete,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  Hauptkreise  n 
und  b  die  folgenden  (vergl.  Fig.  3): 
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10a) 


10^) 


ttj ...  2?«*0, 
«2  ...  a;  =  0, 

6i ...  aj  +  j?  =  0, 
x  +  y^'O, 

-y  +  ^  =  o, 

während  die  Koordinaten  der  Punkte  Ä,  C,  B  bezüglich  dar- 
gestellt werden  durch: 

10«')      A^  {  y  =  0,       ^^     y  =  0,       A  I  t/-r 


^  =  r, 


jef  =  0, 


10/) 


Q 


G 


8 


10/J') 


^1 


y 

e 
r 


=  + 


a 


+ 
+  j 


r 

—  > 


ys 


c. 


X 

y 

z 

\  X 

y 

z 


-+1 


+  1 


»• 


=  +  J 


y% 

r 

K3' 


bA 


1/2 
r 

x=     0, 
r 


faj-O, 


Ä 


y 


xr 


1/2 
r 


o; 


r 


V2 


B,{ 


1/2 


a;«  — 


V^ 


z 


r 


y=     0,       Be^ 


j3f  = 


1/2 


U-0, 

r 

r 

u-   0, 


y-- 


-vrobei    selbstrerständlicli    den    Gegenpunkten   jedesmal   die 
eiii>i?6S^Qg®Betzt    gleichen   Werte    für    die   Koordinaten   zu- 
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2.  Die  Hauptkreiee  a  und  h  sind  bez.  die  Aquatoren 
zu  den  Punkten  Ä  und  B,  während  den  Punkten  C  aU 
Aquatoren  die  vier  Hauptkreise  c  [welche  das  Eubooktaeder- 
netz  XIX'  (§  32)  bilden]  (vergl.  Fig.  28): 


lOy) 


c^...B^^B^Bq,,.  x  +  y  +  z^O, 
c^  ...B^B^B^ ...  x  —  y  +  0^0, 
c^...B^B^B^,..-'X  +  y  +  0'-=O^ 

entsprechen. 

Die  Ebenen  dieser  Hauptkreise  c  sind  parallel  zu  den 
Grenzflächen  eines  regulären  Oktaeders,  welches  dem  Netze 
IV  ein-  oder  dem  Netze  VI  (§  8  und  §  11)  umgeschrieben 
ist;  die  Grenzflächen  dieser  beiden  Oktaeder  haben  die 
Gleichungen: 

lOy")  ±x±y±0-r'^O 

und 

lOy"')  ±a:±y±;gf-ry3  =  0. 

Die  Ebenen  a  sind  parallel  zu  den  Grenzflächen  eines 
regulären  Hexaeders,  welches  dem  Netze  IV  um-  oder  dem 
Netze  VI  eingeschrieben  ist;  die  Gleichungen  dieser  Grenz- 
flächen sind: 

10a")  ±x^r,   ±y^r,   ±z^r 

und 

10a'")        ±x^-^y    ±y--4:;    ±z ^• 

1/3  1/3  }/3 

Endlich  sind   die   Ebenen  b  parallel  den  Grenzflaehen 
eines    in    den   Eckpunkten   B   der  Kugel   umgeschriebenen 
RhombendodekaederS;   dessen  Grenzflächen   die  Gleichungen 
haben: 
10/3")±a;±^-ry2«0,  ±y±i^-r  l/2«0,  ±a;±y  —  rl/2-0. 

3.  Die  vier  Punkte  C  sind  die  Eckpunkte  eines  voll- 
ständigen sphärischen  Vierecks,  dessen  drei  Seitenpaare 
durch  die  sechs  Hauptkreise  b  gebildet  werden  und  för 
welches  die  Eckpunkte  Ä  die  Diagonalpunkte,  die  Haupt- 
kreise  a  die  Diagonalen  darstellen. 
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Entsprechend  sind  die  vier  Hauptkreise  c  die  Seiten 
eines  vollständigen  sphärischen  Yierseits,  dessen  drei  Eck- 
pimktpaare  die  Punkte  JB^^  B^'^  J?,,  £^;  -Bj,  Bq  sind  und 
dessen  Diagonaldreieck  ebenfalls  ^^^^3  ist. 


§  64.  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XY' 

und  seiner  Hemigonieen. 

1.  Je  2.24  homologe  Punkte  der  2.24  rechtwinkligen, 
durch  die  Hauptkreise  a  und  b  gebildeten  Dreiecke  des  He- 
xakisoktaedemetzes  XV  sind  die  Eckpunkte  des  zugeordneten 
gleicheckigen  (6  +  8  + 12) -flächigen  2. 24 -Ecks  XV'  [vergl. 
§  27  und  Fig.  13a),  13/3)].  Bedeutet,  wie  früher,  ea-^A^P^ 
die  Poldistanz  und  d^a  =*  {^i  -Pi ,  A^  B^)  die  Länge  des  Punktes 
Pj,  so  sind  dessen  Koordinaten: 

Ix^'^rsineacosd'aj 
z^^rcossa, 
welche  wir  kurz  symbolisch  durch 

darstellen  wollen. 

Die  Koordinaten  der  sämtlichen  2.24  Eckpunkte 
werden  dann  in  einfacher  Weise  durch  die  sechs 
Permutationen  der  drei  Elemente*  x^iVi^^z^^  wobei 
jeder  Komplexion  eine  der  acht  Vorzeichenkombi- 
nationen  zuzusetzen  ist,  dargestellt. 

Je  acht  Punkte,  deren  Koordinaten  dieselben  absoluten 
Werte  haben,  welche  also  derselben,  mit  den  acht  Vorzeichen- 
kombinationen versehenen  Permutation  der  drei  Elemente 
-^lY^i}^!  entsprechen,  liegen  in  den  acht  Oktanten  so,  dass 
sie  die  Eckpunkte  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  mit 
den  Kanten  2x^^  2^^,  2z^  oder  eines  Netzes  IV"  dar- 
stellen. Je  sechs  Punkte,  deren  Koordinaten  den  sechs  Per- 
XQutationen  der  drei  Elemente  ^1,  ^i,  ^1  entsprechen,  während 
die  Vorzeichenkombination  fQr  alle  dieselbe  ist,  liegen  in 
einem  der  Oktanten  als  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Sechs- 
ecks, dessen  sphärischer  Mittelpunkt  einer  der  acht  Punkte  Cist. 
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2.  Diese  Beziehungen  stellen  sich  auf  der  in  die  2.24 
Dreiecke  des  Hexakisoktaedernetzes  [s.  Fig.  13 a)  und  13^)] 
eingeteilten  Eugelfiäche  sehr  anschaulich  dar.  Wird  nämlich 
beim  Übergang  von  einem  der  2.24  Punkte  zu  einem  be- 
nachbarten einer  der  drei  Hauptkreise  a  überschritten,  so 
ändert  eine  der  drei  Koordinaten  das  Zeichen^  während  die 
Permutation  dieselbe  bleibt;  wird  dagegen  einer  der  sechs 
Hauptkreise  h  überschritten,  so  findet  eine  Vertauschung 
zweier  Koordinatenwerte  statt,  während  die  Vorzeichenkom- 
bination dieselbe  bleibt. 

3.  Unterscheiden  wir  die  sechs  Permutationen  von  Xj, 
i/j,  z^  in  die  beiden  Klassen  mit  gerader  und  ungerader 
Anzahl  von  Inversionen,  wobei  die  der  ersten  Klasse  an- 
gehörigen: 

lOf) 


Z.  X, 


Vi 


kurz  als  positive,  die  der  zweiten  Klasse  angehörigen: 


lOf') 


kurz  als  negative  bezeichnet  werden  sollen,  nennen  wir 
ferner  diejenigen  vier  Vorzeichenkombinationen,  deren  Pro- 
dukt positiv  ist,  kurz  positive,  diejenigen  vier,  deren 
Produkt  negativ  ist,  negative  Vorzeichenkombinationen, 
so  können  wir  die  48  Komplexionen  in  folgende  vier  Gruppen 
von  je  zwölf  bringen: 

Erste  Gruppe  77^:  die  drei  positiven  Permutationen 

mit  den  positiven  Vorzeichenkombinationen. 
Zweite  Gruppe  /Zgi  die  drei  positiven  Permutationeu 

mit  den  negativen  Vorzeichenkombinationen. 
Dritte  Gruppe  TZ,:  die  drei  negativen  Permutationen 

mit  den  positiven  Vorzeichenkombinationen. 
Vierte  Gruppe  77^:  die  drei  negativen  Permutationen 

mit  den  negativen  Vorzeichen kombinationen. 


10  0 


lOij)  n. 
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Jede  dieser  vier  Gruppen  von  je  zMrölf  Punkten  bildet  die 
Eckpunkte  eines  Netzes  XXVIII',  nämlich  eines  (4  +  4  +  12)- 
flächigen  12 -Ecks  (§  44,  §  53),  welches,  wie  schon 
früher  (§  53,  i.)  bemerkt  wurde,  als  die  Tetartogonie  eines 
(6  +  8+ 12) -flächigen   2.24-Ecks    angesehen   werden   kann. 

Die  zwölf  der  Gruppe  11^^  angehörigen  Punkte  sind 
z.  B.  durch  folgende  Werte  der  Koordinaten  dargestellt: 

(^i;  Vi ,  ^i),  I    (yi,  ^i>  ^i),  '    {hy  ^n  Vi), 

(^1,  -Vu  --srO,   I   (^1,  -z,,  -a:,),       {z„  -x,,  -yj, 

(-^11  Vu  -^i),      (-J/n  ^1,  -^i);       (-^1,  ^n  ~yi), 
K-^u  -Vu  ^i),       (-2/1,  -^u  ^i),   i    i-^n  -^n  2/i)- 

4.  Durch  Zusammenfassen  je  zweier  der  vier  Gruppen  77 
ergeben  sich  die  drei  Hemigonieen  des  (6  +  8  +  12)-flä- 
chigen  2. 24 -Ecks  XV'. 

Es  bilden  nämlich: 

a)  TZj  und  IT^  oder  /Tg  und  JT^  die  2.12  Eckpunkte  eines 

(6  + 8+ 12)-f lächigen  2.12-Ecks  XXIII' 

(vergl.  §  38  u.  §  52) ; 

b)  n^  und  iTg  oder  II^  und  JJ^  die  2.12  Eckpunkte  eines 

(4  +  4 +  6)-f lächigen  2.12-Ecks  X" 
(vergl.  §  20  u.  §  50); 

c)    TJi  und  n^  oder  Jff^  "^^  -^3  ^^®  24  Eckpunkte  eines 

(6  +  8  +  24).flächigen  24.Ecks  XXVI' 

(vergl.  §  42  u.  §  51), 

dessen  24  Eckpunkte  die  Scheitel   der  24  rechten  oder  der 

24  linken  Ecken  des  (6  +  8  +  12) -flächigen  2.24-Ecks  XV' 

sind. 

Aus  jedem  dieser  drei  gleicheckigen  Netze  kann  daher 
umgekehrt  eine  der  vier  Gruppen  77  von  je  zwölf  Punkten 
als  Hemigonie  erhalten  werden. 

5.  Für  besondere  Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des 
Dreieckes  A^  B^  C^  des  Hexakisoktaedernetzes  erhalten  die 
Koordinaten  ^1,^1,^1  besondere  Werte,  die  sich  aus  den  im 
dritten  Kapitel  aufgestellten  besonderen  Werten  für  £«  und 
^a  iii  einfacher  Weise  ergeben  und  spezielle  bemerkenswerte 
Varietäten  des  Netzes  XV'  oder  seiner  Hemigonieen  bedingen. 
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Durch  Einführung  der  drei  Winkel  «o,,  «o«,  «o,  [vörgl.  §  27, 
Formeln  33/3),  33  7/)]  nehmen  die  Koordinaten  werte  die  ein- 
fache Form  an: 

Zi^r€OS€a,'j 

auch  ist  die  Einfahrung  der  Winkel  ««,,  «&?  «c  [vergl.  §  27, 
Formel  33  a)]  häufig  von  Vorteil. 


§  66.  Koordinaten  der  Eckpunkte  der  besonderen 

glelcheekigen  Netze  ^  welche  zu  der  ersten  Ordnung 

der  zweiten  Hauptklasse  gehören. 

1.  Wenn  der  Punkt  P^  auf  einer  der  drei  Kanten  des 
Dreiecks  A^B^^Ci^  nämlich  auf -^ji^i,  ^i^i  oder  C^A^  liegt, 
so  bilden  die  homologen  Punkte  die  Eckpunkte  der  gleich- 
eckigen  Netze  X'  (§  20),  XIT'  (§  22),  XXI'  (§  35)  (vergl. 
auch  §  49),  deren  Hemigonieen  besondere  gleicheckige  Netze 
der  zweiten  und  dritten  Gruppe  dieser  Ordnung  darstellen 
(vergl.  auch  die  Tabelle  der  zugehörigen  Polyeder  in  §  56,  s.). 

2.  Die  Koordinaten  eines  auf  A^Ii^  (dem  Hauptkreise 
Oj)  liegenden  Punktes  P^  folgen  ausr  10  d)  för  -^a-^-O  (vergL 
Formek  21,  in  §  20): 

J/i  =  0, 

oder 

IIa')  {x,,  0,  0,). 

Die  Koordinaten  der  24  Eckpunkte  des  Netzes  X'  sind 
wiederum  durch  die  sechs  Permutationen  der  drei  Elemente 
^1,0,  j^i,  wobei  jeder  Komplexion  eine  der  möglichen  Vot- 
zeichenkombinationen  zuzusetzen  ist,  dargestellt.  Die  Zahl 
dieser  Yorzeichenkombinationen  reduziert  sich  hier  auf  vier 
da  ein  Element  Null  ist;  die  Einteilung  derselben  in  posi- 
tive und  negative  (§  64)  fallt  also  hier  Jbrt. 
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Es  zerfallen  hiernach  die  6. 4 «=^24  Eomplexionen  nur 
in  zwei  Gruppen  von  je  zwölf,  welche  durch  die  positiven 
und  die  negativen  Permutationen  gebildet  sind,  nämlich 
in  die  beiden  Gruppen: 


ii/j) 


und 


(±a:i, 

0, 

± 

*l), 

^1 

(0,± 

«1, 

± 

a^i), 

l  (±^1, 

±«1, 

0) 

(±^1, 

± 

»l, 

0), 

n. 

(±^1, 

0, 

± 

«i), 

1(0,  ± 

^u 

± 

«,). 

U/S') 


Jede  dieser  Gruppen  stellt  die  Koordinaten  der  Eck- 
punkte eines 

(8  +  12)-flächigen   12-Ecks  XXIX' 

(§  45  u.  §  52)  dar,  welche  die  beiden  (gegenpunktigen)  He- 
migonieen  eines  Netzes  X'  bilden. 

3.  Wenn  der  Punkt  P^  auf  B^^C^  (dem  Hauptkreise  65) 
liegt,  so  wird   wegen  cotgsa^cos^a  [Formel  33 v)  in  §  27] 

oder 

12 et')  {x,,    y,,    X,). 

Es  reduzieren  sich  daher  die  sechs  Permutationen  der 
drei  Elemente  ^11  y^  «i  auf  drei,  deren  jeder  aber  die  acht 
Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  werden  können.  Die  8 . 3 
Komplezionen,  welche  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines 
Netzes  XII'  (§  22)  ergeben,  zerfallen  also  in  zwei  Gruppen 
n^  und  11^  [10g)  in  §  64],  von  denen  jede  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  der  (tetragonischen)  Hemigonie  dieses  Netzes, 
nämlich  eines 

(4  +  4  +  6)-flächigen  12-Ecks  XIX" 

(§  32  und   §  50,  3.)   darstellt.     Die   Gruppe   77,   wird  z.  B. 
durch  folgende  Wertsysteme  der  Koordinaten  gebildet: 
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12/3)  77, 


(— J/i,  ^1,  ^\)y 
(yn  ^i;  -^i), 


(""^1»  "~^n  ""^i)? 

4.  Liegt   der  Punkt  P^  zwischen  Cj  und  -4j   (auf  dem 
Hauptkreise  ig),  so  wird  wegen  #«  =  45®: 


13a) 


r 


oder 

13«')  (a:,,  X,,  z,). 

Auch  hier  erhält  man,  wie  unter  3.,  nur  die  drei  Per- 
uiutationen  der  drei  Elemente  a;^,  y^^  e^,  deren  jeder  die  acht 
Vorzeichenkombinationen  hinzuzusetzen  sind.  Die  beiden 
Gruppen  U^  und  TJ,  sind  bez.  durch  die  positiven  und  die 
negativen  Vorzeichenkombinationen  der  drei  Permutationen: 

13/J)  (x,,  X,,  z,),  {x„  e,,  X,),  {z,,x,,  x^) 

gebildet;  und  während  ihr  Verein  die  Koordinaten  der  24 
Eckpunkte  eines  Netzes  XXI'  (§  35)  darstellt,  so  liefert 
jede  der  beiden  Gruppen  77]  und  77)  die  Koordinaten  der 
Eckpunkte  der  (tetragonischeu)  Hemigonie,  nämlich  eines 

(4 +  4)-f lächigen  4.3.Ecks  IX' 

(§  19  und  §  50,  6.). 

5.  Wenn  endlich  der  Punkt  P^  mit  einem  der  drei 
Eckpunkte  A^,  C^y  B^  zusammenfällt,  so  resultieren  bez.  die 
Koordinaten  der  Eckpunkte  des  regulären  Oktaeder-,  Hexa- 
eder- und  des  Kubooktaedernetzes. 

Beim  Oktaedemetze  IV  (§  11)  ist 

14)  x^^y^^O,    ^,  =  r; 

es   treten   also   hier   nur   die    drei  Permutationen   mit    den 
beiden  möglichen  Vorzeichenkombinationen  auf. 
Für  das  Hexaedernetz  VI  (§  11)  ist 


15) 


X 


i=yi=*i 


V3 


:=  ) 
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hier  also  die  einzige  Permutation  mit  den  acht  Vorzeichen- 
kombinationen  zu  versehen,  wobei  die  vier  positiven  und 
die  vier  negativen  Vorzeichenkombinationen  je  eines  der 
beiden  konjugierten  regulären  Tetraedernetze  III  (§  11) 
als  Hemigonieen  ergeben. 

Endlich  ist  beim  Kubooktaedernetze  XIX'  (§  32): 

16)  ^'^^'^-^2'    ^^'^^' 

die  Koordinaten  der  Eckpunkte  sind  daher  hier  durch  die 
drei  Permutationen  mit  den  vier  möglichen  Vorzeichenkom- 
binationen dargestellt. 


§  66.  Die  den  gleicheckigen  Netzen  mit  festen  Sym- 
metrienetzen  ein-   und  umgeschriebenen  Polyeder. 

Ableitnngskoefflzienten. 

1.  Die  Gleichungen  der  Grenzflächen  der  gleichflächigen 
Polyeder,  welche  den  gleicheckigen  Netzen  umgeschrieben 
sind,  werden  einfach  durch: 

17a)  3C.^x  +  y^y  +  z^z  —  r^-^Q 

dargestellt^  wenn  für  x^jyyjZy^  die  Koordinaten  sämtlicher  Be- 
rührungspunkte eingesetzt  werden.  Für  das  allgemeinste 
gleichflächige  Polyeder  dieser  Gruppe,  das  Hexakisoktaeder 
[XV],  i^nd  also  die  drei  Elemente  oo^^y^^z^  zu  permutieren 
und  jede  Permutation  mit  den  acht  Vorzeichenkombinationen 
zu  versehen  u.  s.  f. 

Da  (vergl.  §  56,  7.)  fär  alle  gleicheckigen  (gleich- 
flächigen) Polyeder  mit  festen  Symmetrienetzen  die  Grenz- 
flächen (Eckpunkte)  Kombinationen  der  Grenzflächen  (Eck- 
punkte) zweier  oder  dreier  konzentrischen  regulären  oder 
zi/veier  regulären  und  eines  Bhombendodekaeders  (Kubook- 
taeders)  darstellen,  so  genügt  es,  die  senkrechten  Abstände 
g'ay  q\i  q\  dieser  Grenzflächen  vom  Mittelpunkte  (die  Längen 
der  Eckenaxen  Qa'iQciQb)  anzugeben  (vergl.  §  17  c). 

Nun  ist  (vergl.  §  27,  Formeln  33)  für  die  beiden  sich 
polar  entsprechenden  Polyeder  [XV'J  und  [XV]: 
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17/J) 


17/J') 


(«/a 

^rCOSBa^ 

Q'c 

'^r  COS  8c, 

q\ 

^rcosh] 

9a 

r 

cos  Sa 

Qc 

r 

cos  Sc 

Qb 

r 

COSSi, 

in  welchen  Formeln  Si,  und  Sc  auct  nach  33  a)  in  §  27  durch 

Sa  und  d'a  oder  durch  Sa^^  ^o,,  £a,  ausgedrückt  werden  können. 

Die  Innen- Flächen  Winkel,  die  ebenen  Winkel,  die  Länge 

der  Kanten  der  beiden  Polyeder  können   mit  Hilfe   der  in 

§  17  unter  a),  b),  c),  d)  gegebenen  Beziehungen  durch  Einfüh- 

a'    v'     ö' 
rung  der  sphärischen  Abstände  ^>  ^»  ^    [Formeln  33d)   in 

§  27]  des  Punktes  P^  von  den  Kanten  des  sphärischen  Drei- 
eckes A^  C^  J?i  leicht  bestimmt  werden. 

Für  sämtliche  den  besonderen  gleicheckigen  Netzen  mit 
festen  Symmetrienetzen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder 
[vergl.  die  Tabelle  §  56,  3.,  zweite  Hauptklasse,  erste  Ord- 
nung unter  A')  und  A)]  erhält  man  die  entsprechenden  Rela- 
tionen durch  Einfahrung  der  früher  (Kap.  III)  gegebenen 
besonderen  Werte  für  Sa  und  d'a  oder  Sa,  ^e,  ^b  oder  auch 
*«i)  ^o»?  ^a.'    (Vergl.  auch  die  Zusammenstellung  in  §  67,  4.) 

2.  Das  gleicheckige  (6  +  8  -f  12)-flächige  2.24-Eck [XV] 
kann  aus  einem  regulären  Oktaeder  durch  gleichmässige 
und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken-  und  der  Kantenaxen, 
entsprechend  das  Hexakisoktaeder  —  nach  dem  in  der 
Krystallographie  üblichen  Verfahren  —  aus  dem  regulären 
Hexaeder  erhalten  werden,  wenn  man  die  Flächen-  und  die 
Kantenaxen  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  (welches  be- 
kanntlich für  alle  in  der  Natur  vorkommenden  Krystallformen 
ein  rationales  ist)  verlängert  und  durch  je  drei  benach- 
barte Eckpunkte  der  beiden  verlängerten  Axen  und  der  un- 
veränderten Eckenaxe  eine  Ebene  legt. 
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Es  seien  für  ein  reguläres  Oktaeder  mit  der  Eckenaxe 
Oq  die  Zahlen  t  und  s  die  Ableitungskoeffizienten,  d.  h. 
das  Mass  der  Abstumpfung  bez.  für  die  Ecken-  und  die 
Kantenaxe^  entsprechend  seien  t  und  a  die  Ableitungskoeffi- 
zienten für  die  Flächen-  und  Kantenaxe  eines  regulären 
Hexaeders  von  der  Flächenaxe  (Iäj  dann  ergeben  sich  für  die 
beiden  sich  polar  entsprechenden  Polyeder  [XV ']  und  [XV] 
folgende  Beziehungen  [vergl.  17/3)  und  17/J')]: 


Q^a=^'y^  COSSa  ^%-tj 


17  y) 


P'c 


r  cos  6c  =« 


Öf. 


V3 


Q\^rcoS€ö---^'$', 


17/) 


Qa 


Qb 


COSSa 

r 

cos  6  c 

r 

COSSfy 


Hierbei  werden  also  die  Flächenaxe  q\  des  Oktaeders 
oder  die  Eckenaxe  Qc  des  Hexaeders  als  unverändert,  die 
Abstände  q\  und  q\  oder  die  Axen  Qa  und  Qt,  und  damit 
auch  r  als  veränderlich  angenommen.  Man  erhält  nun  (vergl. 
§  27,  Formel  33  a): 

r    )]/3  cos6c       1  +  (stn^a  +  cosd'a)  tangsa 


COS  6, 


«1 


17.)    s-i=j/ 


f^OS  f  a,  +  cos  6a^  -f  COS  6a^ 

2  cos6f,  l  +  cos^atang6t 


3  C06*  6e      1  +  (sin  d'a  +  COS  d'a)  tätig  6^ 

COS€a^+COS£a^ 


cosBoi  +  coseot  +  COSSot 


17Ö     «-^ 


T  — (T 


Cö5f 


Ot 


OX  cos  6a^  +  CCS  6c^  -f-  COS  f  a, 


Hess,  KogvlteiluDg. 


20 
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17i?)     1-6' 
und  umgekehrt: 


<y-l 


cos  Sa, 


cose„^  +  cos£cu,  +  cosea. 


1 


t        1  s* 

17^)    COSSa^     -=       -,    COSBf,^  .- =  . --'    COS^c 


1 


wVB 


170 


cose 


cos  fa,  = 


m 

l-s 


T  —  a 


m 

COSSa^ 


faftgd^a  =  --       = 


rem 

0-1 

l-.<f 


cy-1 


C05f 


a. 


S—t      T—a 


wobei : 


17x) 


m== 


r      ^A 


1 


a 


0      ^      ]/3  ros  «,     ^os  f  „,  +  (^06^  f  a,  +  cos  £«, 


y(s-/)*+(i-s)*+''=  y(r-ff)*+t*(ff-i)*+«* 


ist. 


3.  Für  die  Koordinaten  des  Punktes  P^  erhält  man: 


17  A) 


17A') 


^i  ~  ^0  ^1 ; 


^l  +  J^l  +  ^^i^^o 


m, 


Die  Winkel  Ja',  -J /3',  J/  [Formeln  33d)  in  §  27]    be- 
stimmen sich  aus: 

17^)  5tnia'-?^^7/S5i«i/5'  =  — ^-"^^^ 

mit  Hilfe  welcher  Formeln  sich  z.  B.  die  Kanten  des  dem 
Netze  XV '  eingeschriebenen  Polyeders  einfach  durch  a^ 
(oder  r),  t^  und  s^  ausdrücken  lassen  u.  s.  f. 

Analog  erhält  man   als  Gleichung  der  Grenzfläclie   des 
Hexakisoktaeders  [vergl.  Formel  17)]: 
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und  damit  einfache  Ausdrücke  für  die  ebenen,  die  Flächen- 
winkel u.  s.  f.  dieses  dem  Netze  XV'  umgeschriebenen  gleich- 
flächigen Polyeders. 

4.  Die  Relationen  ITA)  ergeben: 

18«)  x:y:z^s--t:l  —  s:t 

und  damit: 

0  X  +z 


18/5) 


t 


x  +  y  +  z  x  +  y  +  z 


s-t^     .^  .     ,     1-5-=        ^ 


oo+.y  +  z  x  +  y  +  z 

Betrachtet  man  wiederum  (vergl.  §  59,  3.)  t  und  s  als 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene, 
so  vermitteln  diese  Formeln  die  Abbildung  des  gleicheckigen 
Netzes  XV'  auf  die  Ebene  der  ^,5. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  A^  C  und  B  des  zuge- 
hörigen Symmetrienetzes  XV  erhalten  dann  folgende  Werte 
[vergl.  10«'),  10/5')>  lOy')  in  §  63]: 

i8d)  cA^"f\cA*^lAcA*''i'  cj^"~^' 


18«) 


BA\zf\BA[zv\BA'z'' 

Ms=-oo,   s        'I     M«,  I 


6  ' 


5=00. 

Jedem  Hauptkreise,  dessen  Ebene  die  Gleichung: 

180  u^x  +  v'y  +  w^z^O 

bBitj  entspricht  in  der  Abbildung  eine  Gerade: 

^ociN  M?'— n'.  ,  w'  — v'     ,  ^      ^ 

18f')  —t+ — —5  +  1  =  0. 

^  v'  .     v' 

Die  geraden  Linien^  welche  die  Bilder  der  Hauptkreise 
^^  c,  J  [vergl.  §  63,  10«),  10/3),  lOy)]  sind,  haben  die 
Gleichungen: 

20* 
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18/)       ai..J«0,    0,...— ^  +  s  — 0,    o,...  — 5  +  1—0; 

^    l  (;j...2^-2ä  +  1«0,  C4...2^-1-0. 

,.    t&j...s--0,        62...^-s  +  X«0,     63...  — ^  +  1  =  0; 
^^    I  t^-^+s-l-O,  65... 2^-5=0,  6e...-^+2s-l«0. 

Die  Eoordinatenaxen  sind  also:  b^  die  T-Axe^  %  die 
iS-Axe,  ^s  ist  der  Koordinatenanfangspunkt,  C^  ist  der 
Schwerpunkt  des  gleichschenklig -rechtwinkligen  Dreiecks 
A^Ä^A^j  ebenso  von  C^C^C^  und  von  B^B^B^^  c^  ist  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  u.  s.  f. 

Jedem  Punkte  t^^  s^  der  Ebene  entspricht  als  Polare 
die  Gerade: 

oder: 

18^)     t^t^±{s^t  +  t,s)  +  ss,-\{s  +  s,)  +  \^0, 

d.  h.  die  Polare  in  Beziehung  auf  die  den  Eernkegelschnitt 
des  Polarsystems  bildende  imaginäre  Ellipse: 

13^)  t^-st  +  ^-s  +  ^^O, 

deren  Mittelpunkt  der   Punkt  C^  ist  und  deren  Hauptaxen 
unter  45^  gegen  die  Eoordinatenaxen  geneigt  sind. 

Zwischen  den  Eoordinaten  t^y  s^  des  Pols  und  denjenigen 
^\}  ^1  ^^^  Polare  bestehen  also  die  Relationen: 

18^)         {«i--i^'  t, ^-^, 

und  umgekehrt: 

l/i  +  2i;i  +  2 


iQV'^i       i    /  -   ^1  +  ^1  +  1 


^'      ti,  +  2r,  +  3 

5.  Die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des 
Dreieckes  A^B^C^  oder  auf  den  Eanten  desselben  lassen 
sich  hiernach  durch  einfache  Relationen  zwischen  den  Grossen 
t  und  s  (oder  x  und  <;)  charakterisieren  und  so  die  besonderen 
Fälle  der  gleicheckigen  Netze  und  der  ümen  ein-  und 
umgeschriebenen  Polyeder  leicht  unterscheiden.  In  der  fol- 
genden Zusammenstellung  sind  die  charakteristisclien  Werte 


§  67.  Anordnung  d.  Eckpunkte  d.  gleicheck.  Netze  etc. 


309 


für  die  einfachen  vollzähligen  Gestalten  der  ersten  Ordnung 
der  zweiten  Hauptklasse  aufgeführt  (vergl.  §  56^  s.). 


180 


180 


8', 

9'. 
10'. 


Gleioheokige  Polyeder; 

Oktaeder:  t^l,s^l, 

Hexaeder:  t^-^,  s«=-|i 
Eubooktaeder:  t^*\^  s^l, 
u'.       (6  +  8)-flächiges  6.4-Eck:  ^  5^1, 

12'.  (8 +  6) -flächiges  8.3-Eck:  <«|oder s=*2#, 

13'.  (6 +  8 +  12). flächiges 24-Eck:  ^«23-loder 

1  +  ^ 

u\  (6  +  8  + 12;  -  flächiges  2 . 24-Eck:  t,  s. 


Gleiohfl&ohige  Polyeder: 
Hexaeder:  r  — 1,  tf  — 1, 


Oktaeder:  r«=3,  <y««-|, 


8. 

9. 

10.  Rhombendodekaeder:  t«2,  <y«=l, 

11.  (6  +  8)-eckige8  6.4-Flach:  r,  <y-=l, 


12.  (8  +  6)-eckige8  8.8-Plach:  r=*2<yoder(y**^' 

13.  (6  +  8 -f  12). eckiges  24-Plach:  t«~— odet 

2r 

14.  (6  +  8  +  12)-eckiges  2.24-Flach:  r,  ö. 


§  67.  Anordnung  der  Eckpunkte  der  gleicheckigen 
Netze.    Anwendung  auf  die  Polyeder. 

1.  Die  in  den  vorigen  Paragraphen  behandelte  analy- 
tische Darstellung  gestattet  auch  die  Anordnung  der  hierher 
gehörigen  gleicheckigen  Netze,  sowie  überhaupt  die  Eigen- 
schaften der  vollständigen  Figuren  dieser  und  der  gleich- 
flächigen  Netze    auf   einfache  Weise   auszudrücken.     Diese 
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Beziehungen  sind  zumal  für  diejenigen  Untersuchungen, 
welche  die  Ableitung  der  die  Eugelfläche  mehrfach  be- 
deckenden Netze  zum  Gegenstande  haben  (vergl.  hierüber 
das  letzte  Kapitel)  von  Wichtigkeit.  Wir  wollen  uns  hier 
darauf  beschränken^  einige  der  wichtigsten  dieser  Bezieh- 
ungen, welche  entsprechende  Eigenschaften  der  zuge- 
hörigen Polyeder  bedingen,  abzuleiten. 

2.  Die  2.24  Eckpunkte  des  Netzes  XV',  des  allge- 
meinsten Netzes  dieser  Ordnung,  liegen,  wie  aus  den  im 
§  64  aufgestellten  Werten  für  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
unmittelbar  folgt  (vergl.  auch  §  49,  3.),  einmal  zu  je  acht 
auf  drei  kleinen  Kugelkreisen  und  deren  Gegenkreisen,  deren 
gemeinsamer  sphärischer  Mittelpunkt  einer  der  drei  Punkte 
-4,  z.  B.  der  Punkt  A^^  ist.  Die  sphärischen  Radien  dieser 
Parallelkreise  sind  die  Bogen  der  Winkel  Sa^,  ^a,,  «a,,  deren 
€osinus  sich  in  einfacher  Weise  durch  t  und  5  ausdrucken 
lassen  [s.  Formeln  IT-O-)  und  17 1)  des  §  66 J: 

in    N                        ^                            ^^^                          1  —  ^' 
19a)     COSSa,=-)        COSSa^^^ )        COSBa,^ 

Zweitens  gruppieren  sich  die  48  Eckpunkte  zu  je  sechs 
auf  vier  kleinen  Kugelkreisen  und  deren  Gegenkreisen,  deren 
gemeinsamer  sphärischer  Mittelpunkt  einer  der  vier  Punkte  C 
(z.  B.  Cj)  ist.  Bezeichnen  wir  die  sphärischen  Radien  dieser 
Parallelkreise  der  Reihe  nach  durch  6^,  ^c,,  ^c,,  ^c,,  so  ergiebt 
sich  durch  Benutzung  des  Gosinussatzes  der  sphärischen 
Trigonometrie  aus  den  Dreiecken  A^P^^C^,  ^iPjCj,  A^P^C^^ 
A-P1C4  [^®J"gl-  ^ig-  13/3)  und  13y)  und  Formel  33a)  in  §  27, 
sowie  Formel  17^)  bis  17x)  des  §  66]: 

COSSa+sineJcOSd'a+Sind'a)      C0S€a.  +  COSea,+  COS€a^  1 

ya  /3  mYs 

COSSa+sinBaicOSd'a  —  sind'a)      COSSa^+COSSa^^COSSa^       2s~  1 

jg„..        ^  VS  V3  mV  3 

''                    COSta+Sinfai—COSd'a+sin&a)        COSfa.  —  COSfot+COSfa,        2t — 2s-rl 
ßOjf    =  — :. ■ — — — ^       ■--» «=  -     -     - 

V'i  1/3  mYo 

mssa+sinsai—  cos^a—sin^a)  _  cosfo,— cos«a,— cose«,      2f —  1 


19y) 
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Die  dritte  Anordnuug  der  48  Eckpunkte  ist  diejenige 
zu  je  vier  auf  sechs  kleinen  Kugelkreisen  und  deren  Gegen- 
kreisen, deren  gemeinschaftlicher  sphärischer  Mittelpunkt 
einer  der  sechs  Punkte  B  (z.  B.  B^  ist.  Für  die  sphärischen 
Radien  £(„,  ^^•.-  ^6,  dieser  Parallel  kreise  ergiebt  sich  aus  den 
sphärischen  Dreiecken  A^  P^B  [vergl.  Fig.  13/3)  u.  13y); 
sowie  Formel  33  a)  in  §  27 J: 

'        '              cos €a  +  sin €a  COS d'a        (OS  f a.  +  COS £«,              S 
COSBf,^  = =- '--- '-  = , 

]/2  1/2  w]/2 

COS  Sa  +  sin  6a  Sin  d^a        COS  8a.   +  COS  f ,.    ^  —  S  +  1 
C0S6t^=--    '■    ---     -  -   =-    '- i=         -, 

)/2  1/2  ml/2 

sin  Sa  COS  d'a  +  St W  f  „  .s/;?  d'a        COS  £«,  +  COS  £«,           1  —  ^ 
C06"£6,=    -     -      ,~ = ^-----i=  —  ; 

1/2  1/2  m|/2 

rö6^  «a  —  6/?i  6„  sin  d-a        COS  Sa,  —  COS  S,.          t  +  S—1 
COS  El,   =   -     -  -__,=      _-_'  __ ?  = , 

1/2  1/2  ml/2 

rö6*  £t,  —  6  in  Sa  cos  d-a         COS  Sa,  —  COS  Sa^         2  /  —  5 
COS  So,  = ; = --TT- «         -  -•    j 

1/2  )/2  ml/2 

sin  Sa  cosd-a  —  sin  s„  sin&a      coss,.  —  cossa       2s  —  ^  —  1 

f*OS£t  = T- *= ^  -      -  = := — 

]/2  >/2  ml/2 

2.  Die  Zähler  der  zuletzt  stehenden  Brüche  in  den 
Formeln  19«)  bis  19y)  sind  [vergl.  18y')  bis  ISf')  des  §66] 
die  linken  Teile  der  Gleichungen  für  die  Hauptkreise  (in 
der  Abbildung  für  die  geraden  Linien)  a,  c  und  h. 

Bestimmt  man  einen  Punkt  der  Kugel  durch  seine 
Abstände  fa?  fc?  «*  von  den  Eckpunkten  Ä^^  Cj,  B^  des 
Hexakisoktaederdreieckes,  wobei  die  Itelation  fvergl.  17x) 
in  §  66]: 

cos^  Sa  +  (l/2  cos  St,  —  cos  sj '  +  (l/S  cos  Sc  —  }/2  cos  f ft)-  =  1 

besteht,  so  werden  die  24  Punkte  (bez.  deren  Gegenpunkte) 
durch  folgende  Kombinationen  der  Werte  Sa,  Scf  *6  (bez.  der 
diese  zu  180^  ergänzenden)  dargestellt: 


312   Fünftes  Kap.  Anal.  Darstellg.  d.  gleichfläch,  u.  d.  etc.  Netze  etc. 


190) 


-M  •  •  •  *«i  >  *ci  j  ^^  y 

-*6  •  •  •  ^öi )    *C4i    ^A, ) 

■^7  •••  *«i;    *Ci?    **i7 
-Tg...««,)    ^Cjj    ^61; 

P  £ 

^22  •  •  •  ^o, ^ 


9 


■  •  •  Ci 


XjQ  • . .  8a, 

1 1  •  •  •  * 
"*1Ä  •  •  •  ^ 
Xi3  . . .  £. 

■i  1  j  •  •  •  £, 


«1 
«1 


-^16  •  •  •  ^a. 


16 


m  '  •  Cl 


180®- £«4,  180« 
180«- fe,,  180« 

180«- £c„  «N, 

180«-£e4,    «6n 


^c,,   *&., 


^C,) 


^6., 


^^,    180« -f,., 

180«- £c4,  180«- £6„ 
180«- fc,,  180«-£,,, 
180«- 5c.,  180«-£,., 


28 


...f 


«iJ 


180' 


-c«) 


«6, 


^24  •  •  •  *a, } 


-ci) 


*&. 


Werden  nun  die  Koordinaten  des  Punktes  P^  der  Ab- 
bildung durch  ^,  «1  bezeichnet  und  bedeuten  (a,),  (c*),  (6,) 
die  linken  Teile  der  Gleichungen  18/)  bis  18«')  des  §  66 
nach  Substitution  der  Werte  t^,  s^,  so  sind  die  Koordinaten 
eines  Punktes  P^  dessen  Abstände  «a«,  Bej,y  Sbt  sind: 

(ad 


19  C)     t 


cos  Bat 


y2cosebt  _(fc<) 
y3  cos  Sei,      (c*)'  yScossck      (Ck) 


Für  die  Abstände  180« -fo,,  180« -cc^,  180«  — £6,  er- 
halten (a,),  (cjt)^  (bi)  das  entgegengesetzte  Vorzeichen;  Punkt 
und  Gegehpunkt  fallen  in  der  Abbildung  zusammen. 

Bei  den  Punkten  P5,  Pg,  P^g,  P15  ist  der  Wert  für 
£c^  kleiner  oder  grosser  als  90«,  je  nachdem  der  Ptmkt  F^ 
innerhalb  des  Dreieckes  A^  B^  D^  oder  B^  D^  G^  (Fig.  28) 
liegt  [vergl.  20 y)  unter  9  c)  dieses  Paragraphen]. 

3.  Aus  den  Formeln  19  a)  bis  19  7^)  erhält  man  auch 
sofort  die  senkrechten  Abstände  Q^a^,  p'a,,  P^. ;  p'c,---P^' 
p'6,  •  •  •  p'64  derjenigen  Ebenen  des  eingeschriebenen  gleich- 
eckigen Polyeders  [XV ']  vom  Mittelpunkte,  welche  bez. 
auf  den  4-zähligen  Axen  OÄ^  den  3-zähligen  Axen  OC  und 
den    2 -zähligen  Axen  OB  senkrecht   stehen.     So   ist  z,  B.: 
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19  d) 


p'a,«=r  C05fa,  «r— —  ««0  (1  ^  «); 


m 

2s- 1 


a. 


o'c^^r  coS€c^ «  r —  «  -^  (2s  —  1), 

,  t  +  S  —  1         «0   /j  I  i\ 

p',-.««*,-r— ^-=^-(^  +  .-1) 


U.  8.  f. 

Ebenso  resultieren  für  das  umgeschriebene  Hexakis- 
Oktaeder  [XV]  die  Abstände  (>«,,  (>«,,  p«,;  Pc»...Pc/,  p6x-..p6. 
derjenigen  Schnittpunkte  vom  Zentrum,  in  welchem  sich 
dreimal  je  acht  Ebenen  auf  einer  4-zähligen^  viermal  je 
sechs  Ebenen  auf  einer  S-zähligeu  und  sechsmal  je  yier 
Ebenen  auf  einer  2 -zähligen  Eckenaxe  schneiden.  Diese 
Schnittpunkte  sind  die  Pole  zu  jenen  auf  den  Axen  senk- 
recht stehenden  Ebenen  des  gleicheckigen  Polyeders  als  Po- 
larebenen.    Dabei  ist  in  den  Formeln  19  a)  bis  19  y)  r^-rr 

o»^-  zu  setzen  und  auf  die  Beziehungen: 


19«) 


Qoi .  p'a,  =  QCf .  g^ct  =  Qbf .  p'**  •==  «^  .  öa  —  r* 


Rücksicht  zu  nehmen.     So  ist  z.  B. 


19  d') 


P«. 


rm 


Qc. 


COSSa^ 


r 

cos  Sc 


1- 


1 


ÖA 


<y 


c-l 


0 


anVd     "^ 


2-<y 


rm 


P6*^ 


V2 


COSSb^ 


T      a 


a,y2 


Tö 


z-^ö  —  ta 


u.  s.  f. 


4.  Für  die  besonderen  gleicheckigen  Netze  und  die 
ibnen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  vereinfachen  sich 
diese  Beziehungen,  indem  dies^  Abstände  besondere  Werte 
(^SLVLch    0   und  oo)    erhalten   und   zum   Teil   einander  gleich 
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werden.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  betreffenden 
Werte  für  die  Grössen  fa,,  aa  und  £0,  zusammengestellt 
[vergl.  180  in  §  6ß]; 


19  Ö 


Reguläres  Oktaedernetz  IV  (§  8,  §11): 
/  =  6  =  1 ,    */j  =  1 ; 

t«,  V^    )     CcLi  tOj  «^*-'      } 

f  c,  =  *c,  =  f  e,  "=  ^c^=  ^'i 

^Ai  =^  ^6,  =  ''64  =  ^/'i  ^  *15     7      ^6,  ==  f 6,  =  90^ 

Reguläres  Hexaedernetz  VI  (§  8,  §  11): 


19ri) 


fa,  =  fa,=  f„,  =  J?; 

,  f 4,  =  f 4,  =  f 6,  =  90»  - 1? ,    f,,.  =  f 4,  ==  «6.  =  90". 


Netz  des  (6  +  8)-flächigen  12-Ecks  XIX'  (§  32) 

(Kubooktaedernetz): 

/  =  J-,  «  =  1 ,  »w  =  VJ; 
«a,  =  fa,  =  45%    £„,  =  90"; 
*-.,  =  ««. -90«-,;,    *,^  =  6,.  =  90«; 
1*4,  =  0%    f*,  =  f«.  -  f«.  =  f *.  =  00« ,    i«.  =  90«. 


19*) 


19x) 


Netz  des  (6  4-8)-frächigen  6.4-Ecks  X'  (§20): 

/,  s  =  l,  ,H  =  ]/(l->)«+7^  *„  =  0»,   /a«9e„,  =  lri!: 
l^OJfa,,   f«,=-90«-f„,,   «„,  =  90"; 

*i:,  =  *c,  j     ic,  =  f  c,  5 

f4,  =  45"-f„,,     f6,=  f(,.,     *».=  f6.,     f6.  =  45"+fa,. 

Netz  des  (8  +  6)-flächigen  8.3-Eck8  XII'  (§  22): 

,       „       1-2/      2(1-.^;. 
«c.  +  fc,  =  180»-  2»,,  £,.  +  £,.  =  180«; 

C06fj,=V20OSf«,,    £6,  =  f6.,    «6.  =  £4.,    «6.-90«. 
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Netz  des  (6  + 8  +  12).flächigeii  24 -Ecks  XXF  (§  35): 
^=25-1  oder  s^^'\^-,  m^^ ^^~~-}^  +  t^^y2{l-sy-^{2^ 


19/1) 


^       .=.0      .  1-^      (l-s)l/2" 

^a  =  45«,    tew(/e«,=  --^«S— ^-^-5 

ty  2         ^ö  — 1 


fo,        ^a,; 


^c,=i=fc,,    fc.  +  fc,  =  2i^; 

5.  Für  diejenigen  besonderen  Varietäten  der  drei  Netze 
X',  XII '  und  XXI ',  welche  durch  besondere  Lagen  des  Punktes 
Pj  auf  den  Kanten  des  Dreieckes  A^B^G^  bedingt  werden 
und  welchen  spezielle  Varietäten  der  ein-  und  umgeschrie- 
benen Polyeder  entsprechen,  ergeben  sich  die  charakteristi- 
schen Werte  aus  den  früher  (im  III.  Kap.)  aufgestellten 
Formeln  mit  Benutzung  der  Beziehungen  17(5)  und  17«) 
des  §  65. 

6.  a)  Für  die  konjugierte  Varietät  des  Netzes  X' 
(vergl.  §  20  Formeln  21/3),  bei  welcher  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  A^C^C^  (Fig-  8a)  umgeschrie- 
benen Kreises  darstellt,  tritt  zu  der  Bedingung  a,...^«! 
noch  die  Bedingung: 

19^)  ««.  =  ^<:.  oder  ^-  —  «0 

hinzu,   d.  h.  die   Gleichung  des   im   Halbierungspunkte    von 
A.^Ci  errichteten  sphärischen  Perpendikels. 

Man  hat  also  entsprechend  den  Relationen  (Formel  21/3) 
tang €a,  =  tang f^  =* l/3  —  1  die  Beziehungen: 

19/i')  /=   -^7    5=1  und  r  =  /3,     a-^l. 

6.  b)  Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  X', 
bei  welcher  Pj  der  Mittelpunkt  E^  des  dem  Dreiecke  A^C^C^ 
eingeschriebenen  Kreises  ist^  kommt  zu  der  Gleichung  s^l 
jüoch  die  Bedingung: 

19 v)  f6.  =  f6.  oder  t  —  s  +  ^^0, 
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* 
d.  h.  die  Gleichung   des   den  Winkel  Aj^C^B^   halbierenden 

Hauptkreises   hinzu.     Damit   erhält  man   entsprechend  den 

Beziehungen  [^ergl.  Formeln  21  j^)  des  §  20]: 

die  Werte: 

19t;')  ^-1,  s-1;  r«  |,  a^l. 

7.  a)  Die  konjugierte  (nicht  konvexe)  Varietät  des 
Netzes  XII'  [§  22,  Formel  24/J)  und  24/JO]  ist  dufch  die 
beiden  Gleichungen: 

I  f«.-=fc,  oder  ^-  —  «0 
charakterisiert,  aus  welchen 

folgt. 

7.  b)  Die  Archimedeische  Varietät  dieses  Neteea  XII' 
wird  durch  die  Gleichungen: 

f  6ß...5««2^, 

^^""^  U0/2~1)-.Y2  +  1  =  0 

dargestellt,  von  denen  die  zweite  den  den  Winkel  B^  -4^  C^ 
halbierenden  Hauptkreis  bedeutet.  Damit  ergiebt  sich  ent- 
sprechend den  Relationen  24^)  in  §  22: 

IOä')  ^«/2-1,  s^2{y~2-\)  und  r«l/2+l,  0-.!-^"^- 

8.  a)   Für   die    Archimedeische  Varietät   des   Netses 

XXI'  tritt  zu  der  Bedingung: 

66...-^  +  25-l-0, 
die  folgende: 

19  p)        6a, -«6,  oder  2/  +  (l/2-l)5-l/2-0, 

d.  b.  die  Gleichung  des  den  Winüel  ÄiB^Ci  halbierenden 
Hauptkreises  hinzu.  Man  erhält  somit  [Tergl.  Formel  51  ß> 
in  §  35J: 

19p')  t ,i—,  s^  X^-~  «nd  r-2}/2-l,  <t-^^^^^ 

'       2)/2-l        21/2-1  1/2 
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8.  b)  Für  diejenige  Varietät  der  Netze  XXI ',  deren  Eck- 
punkte die  Punkte  D  [vergl.  Fig.  17  a)  und  Fig.  28]  sind, 
erhält  man,  da  der  Punkt  D^  Schnittpunkt  von: 


19  <y) 


C4...2^  — 1  — 0 
ist  [vergl.  51  y)  in  §  35],  die  Werte: 


8.  c)  Die  Hauptkreise  rf,  welche  die  Aquatoren  zu  den 
Punkten  JD  sind  und  je  einen  Punkt  B  und  C  (z.  B.  B^  und  C^) 
verbinden,  schneiden  jede  Hypotenuse  AC  (z.  B.  A^C^)  in 
je  einem  Punkte  F  (z.  B.  Fj).  Der  Punkt  F^  und  die  ent- 
sprechende Varietät  eines  Netzes  XXI'  bestimmt  sich  aus 
den  Gleichungen: 


19  e) 


dio.-.2^  +  5  — 2  — 0  (oder  £b,^Sb,) 
durch  die  Werte: 


19t')         i  =  i,  s-4   oder  r-=-|-,   (»=.-|-. 

I  

Die  Hauptkreise  d  schneiden  die  Kanten  ^1^  in  den  Punkten 
JE  (6. 6),  welche  der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes 
JX'  entsprechen.  Der  Punkt  jB^  ist  mit  dem  früher  [§  45,  6«, 
!Fig.  266)]  durch  So  bezeichneten  Punkte  identisch. 

9.  Von  dem  allgemeinsten  gleicheckigen  Netze  dieser 
Ordnung,  dem  Netze  XV',  mögen  endlich  noch  einige  be- 
sondere Varietäten,  welche  schon  bei  früheren  Betrachtungen 
li ervorgetreten  sind,  erwähnt  und  durch  die  zugehörigen 
"VVerte  von  t  und  s  charakterisiert  werden. 

9.  a)  Die  Werte  für  die  konjugierte  Varietät  [vergl. 
§     21  Formel  33i)[|  folgen  aus: 

f  a,  =  *c,  *»  ^6, 

0yd^^  &US  den  Gleichungen: 
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20  a) 


d.  h.: 


t  — y—  =  0 . ..  fa,  =  ^c^  [vergl.  19 (i)  unter  6a) 

'^  dieses  Paragraphen). 

s        ^ 
1/2 


20a')        f-- .L,    s^Vl    und  t-|/'3,    c^-VT- 

y3 

9.  b)  Die  auf  den  Halbierungskreisen  der  drei  Winkel 
X],  Ci,  JS^  des  Hexakisoktaederdreieckes  liegenden  Punkte  P, 
sind  durch  die  Gleichungen: 

j  KV'2~l)-sy2~+l=0...fa,  =  ^6., 
20/3)  ^_5+J==0...f6,«f6., 

I  2<  +  s(l/2-l)-l/2  =  0...f„.-£,. 
dargestellt;  der  Verein  dieser  Gleichungen  liefert  den  Punkt: 

c.r..i^L     3-1/2  4-/2      ,  3(3  +  )/2)  3(4+^2) 

20/3')  j  ^=       3*^  -  ,   s=  -    3»^      oder  t=    ^-^-^-  A  a— ^j^'^-r 

d.  h.  den  Mittelpunkt  des  dem  Hexakisoktaederdreieckes  ein- 
geschriebenen Kreises  und  damit  die  Archimedeische 
Varietät  der  Netze  XV'  [vergl.  Formel  33  x)  in  §  27]. 

9.  c)  Die  Bedingung: 

20y)  C4...2^-l-=0 

bestimmt  alle  auf  dem  sphärischen  Perpendikel  B^  D^  des 
Hauptkreises  c^  liegenden  Punkte  P^;  die  diesen  Varietäten 
umgeschriebenen  Hezakisoktaeder  sind  die  sog.  parallel- 
kantigen Hexakisoktaeder  (vergl.  §  51,  2.). 

9.  d)  Durch  die  Bedingung  [vergl.  19  r)  unter  8  c)]: 

20d)  dio  •••  2  ^  +  5 -  2  =  0 (oder  €&, «  «0 

werden  alle  auf  dem  Hauptkreise  äiQ^B^C^y  also  auf  dem 
Bogen  B^F^  liegenden  Punkte  Pj  bestimmt.  Wird  als  zweite 
Bedingung  [vergl.  20/3)  unter  9b]:  ' 

20d')  t-s+  l  - 0  (oder  €o, « «0 

hinzugefügt,  so' resultiert  der  bestimmte  Punkt  H^: 


20«) 
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20i")  t^l   s  =  |-, 

und  damit  eine  ganz  spezielle  Varietät  der  Netze  XV'. 

Die  beiden  Hauptkreise  By^F^C^  und  G^E^B^^  als  deren 
Schnitt  jener  Punkt  H^  erscheint,  teilen  das  Dreieck  A^BiC^ 
in  vier  Teile.     Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  leicht,  dass, 

„  Dreiecks ^.^,£;.       „     \l''<y 

f1      TT     jp  i^b,>h^9 


:>        »        jj        »  59 


;>        }»        »        w  }f  1? 


n        »        ?}        )}  }7 

sein  wird. 


?»  5?  ^l  ^1  ^1  J)       \  ^' 


10.  Wenn  man  von  dem  Hexakisoktaedernetze  XV  aus- 
geht und  von  dessen  Eckpunkten  A^  Bj  C,  welche  rationalen 
Werten  für  t  und  5  entsprechen,  zunächst  die  Punkte  B 
durch  die  Hauptkreise  c,  die  Punkte  B  und  C  durch  die 
Hauptkreise  d,  die  erhaltenen  Schnittpunkte  D^E^F^.. 
wiederum  mit  den  ursprünglichen  Punkten  und  unter  einander 
verbindet,  so  bedingen  diese  konstruierten  Schnittpunkte, 
welche  bez.  innerhalb  oder  auf  den  Kanten  des  Dreieckes 
^Ij-Bj6\  liegen,  sämtlich  solche  Varietäten  des  Netzes  XV' 
oder  der  Netze  X',  XII'  und  XXI',  für  welche  die  charak- 
teristischen Werte  t  und  s  rational  sind.  Es  sind  da- 
her für  die  diesen  Netzen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder 
die  Äbleitungskoeffizienten  t  und  s  oder  r  und  <J  rational; 
die  Polyeder  entsprechen  also  solchen  Gestalten,  welche  in 
der  Natur  vorkommen. 

Die  durch  die  angegebene  Konstruktion  abgeleiteten 
JNetze  sind  ein  sphärisches  Gebilde,  welches  dem  von  Möbius^) 
»nd  Hamilton^)  untersuchten  „ebenen  geometrischen 
^Netze"    vollkommen    entspricht.      Denn    ein    solches    Netz 


1)  A.  F.  Möbius,  Der  barycentrische  Calcul,  Leipzig  1827. 

2)  W.    Hamilton,    Elemente    der    Quaternionen ,   deutsch   von 
^  Glan,  Bd.  I  S.  26  —  39. 
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wird  erhalten,  wenn  man  von  einem  Vierecke  ausgeht,  durc}i 
Verbindung  der  Durchschnitte  gegenüberliegender  Seiten 
neue  Punkte  auf  den  Seiten  bestimmt,  diese  wieder  mit  den 
bereits  vorhandenen  verbindet  u.  s.  f.  Als  das  entsprechende 
sphärische  Viereck  ist  hier  das  durch  die  Punkte  C^C^C^C^ 
bestimmte  anzusehen  (vergl.  auch  Kap.  VI). 


§  68.   Analytische  Darstellung  der  Hauptkreise  der 

gleicheckigen  Netze. 

1.  Die  Gleichungen  der  Hauptkreise  des  allgemeinsten 
Netzes  XV'  und  der  besonderen  gleicheckigen  Netze  dieser 
Gruppe  lassen  sich  mit  Hilfe  der  gegebenen  Formeln  leicht 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  oder  in  den  Ableitungskoeffi- 
zienten  t  und  s  erhalten.  Aus  diesen  Gleichungen  ergeben 
sich  auch  die  bereits  im  Kap.  IV  hervorgehobenen  Lage- 
beziehungen. 

2.  Von  den  Hauptkreisen  eines  Netzes  XV'  gehen  drei- 
mal je  vier  durch  die  Punkte  Ä  und  zweimal  je  zwei  durch 
die  Punkte  B  hindurch  (§  49,  4.). 

a)  Die  Gleichungen  der  zwölf  durch  die  Punkte  A  hin- 
durchgehenden Hauptkreise  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
des  durch  P^  hindurchgehenden  und  auf  A^  B^  normalen 
Hauptkreises  [vergL  Formel  SSi^)  in.§  27]: 

21  a)  X  cossa^  —  e  cosbo^  -*  0 

oder    * 

21«')  x  —  jstang'y(^)'^0 

durch  Vertauschung  der  Koordinaten  und  Hinzufugung  der 
Vorzeichenkombinationen,  so  dass: 


21/J) 


XCOSSa,-\-eCOSSa^^0^    |  ff  COS  fa^'^  ^  COSBa^^^K 

^XCOS€a^  +  ZCOS£a,^0^    |    T  ^  ^05^0,  +  ^  C056«,  — »'. 

X  C0$8a^  T  V  COSSa^  =  0, 
+  X  COS€at  +  Z  COS 6a,  =*  0 


bez.  die   vier    auf   den    Hauptkreisen   o^,   o,,  a|    senkrecht 
stehenden  Hauptkreise  darstellen. 
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Die  Gleichung  des  ersten  Haaptkreises  21a)  oder  seiner 
ebenen  Abbildung  lautet,  wenn  ^,  ^  die  Koordinaten  von 
P^]  ty  $  laufende  Koordinaten  bedeuten: 

21  y)  s^t-t^s^O. 

Die  zwölf  Ebenen  21/3)  sind  parallel  zu  den  Ebenen 
eines  (6 +  8) -eckigen  6. 4 -Flachs  [X],  welches  in  den  Polen 
dieser  Hauptkreise,  den  zwölf  entsprechenden  Eckpunkten 
des  zugeordneten  Polarnetzes,  der  Kugel  umgeschrieben 
ist.  Die  Varietät  des  durch  diese  Pole  bestimmten  gleich- 
eckigen Netzes  X'  bestimmt  sich  einfach  aus  den  Koordi- 
naten des  auf  ^^  J?^  liegenden  Eckpunktes  dieses  Netzes,  d.  h. 
des  Poles  von 

21*)  XCOSSa^  +  0CO8€a,'='O 

oder 

21*')  (Si-^i)(s-0  +  <i<  =  0. 

Für  die  Koordinaten  a/j,  y\y  g\  oder  t\y  sf^  dieses  Pols 
erhält  man  [rergl.  IS-O-")  in  §  66]: 


21s) 


21«') 


0, 
rcossa,, 

cos  St 


also  tang^a  =  tongy(x)  — 


cos  s tu 
•     1 


21 6") 


woraus  zufolge  t'i  —  -.   ,. — -p  "ich  ergiebt: 

.    sl^-l. 


{"'4 


2.  b)  Die  zwölf  auf  den  Kanten  BC  senkrecht  stehenden 
Hauptkreise  werden  durch  die  Oleichung: 

21g)         XC08Ba.  —  y  (cos  €a,  +  COSSa^  +  e  COSSa,'^  0 

oder 

-cind  die  aus  der  ersteren  durch  Permutation  der  Koeffizienten 
des  x^  y^  e  und  Kombination  der  Vorzeichen  herrorgehenden 
klargestellt.    Die  Varietät  des  Netzes  XXI ',  zu  dessen  Be- 
Hess, Kagelteilong.  21 
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rührangsebenen  die  Ebenen  jener  zwbU  Hauptkreise  parallel 
Bind,  ergiebt  sich  aus  den  Koordinaten  des  auf  A^  C^  liegen- 
den Eckpunktes  des  zugeordneten  Polametzes,  d«  L  des 
Poles  von 

21rf)       xcassa^  +  ycossa^  +  z  (cosbo^  +  COSSa^  —  0 

oder  von 

21ij')  (2s,-l)^  +  (l-5i)-a 

Die  Koordinaten  dieses  Poles: 


21*) 
ergeben: 


af^^rco$Ba,y 

f/l-^rCOS€a,y 


21'0'')      tang^a  "*  tcmg^o)  =-  V2 


COSBi 


C08S. 


COSSa^  +  COSSa^       C0S6^ 

[▼ergl.  Formel  33ij)  in  §  27],  oder 

1 


21-*") 


t\ 


^1 


s. 


t\  +  l         1 
2     ""2-5/ 


[vergl.  19  A)  in  67,  4.], 


Da  -|<Si<l,  so  ist  ^<t\<l  und  i<s'i<l,  A  L 
der  Pol  liegt  auf  A^  G^  jswischen  A^  und  D^  [vergl.  Formel 
190')  in  §  67,  8b]. 

2.  c)  Die  zwölf  Hauptkreise  endlich,  welche  auf  den 
Kanten  AC  senkrecht  stehen  und  ebenfalls,  wie  die  eben 
betrachteten,  zu  je  zweien  durch  einen  Punkt  B  gehen,  sind 
durch  die  Oleichung: 

21t)  X  COSSa,  +  y  COSBa^  —  0  (cOSBa^  +  COSSa^  -=  0 

oder 
21t')  t-ti^O 

und  die  aus  der  ersteren  durch  Permutation  der  KoeffiadentcD 
des  x^  y^  sf  imd  Kombination  der  Vorzeichen  resultierenden 
dargestellt. 
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Hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden  [yergL 
§  49,  4.  und  Fig.  28],  ob  der  Punkt  P^  innerhalb  des  Drei- 
eckes  A^  B^  D^  oder  des  Dreieckes  B^  D^  C^  liegt. 

Im  ersteren  Falle  liegen  die  Pole  jener  Hauptkreise 
auf  den  Kanten  B  C]  ihre  Ebenen  sind  parallel  zu  den 
Grenzflächen  eines  Polyeders  [XH],  welches  in  jenen  Polen 
der  Kugel  umgeschrieben  ist  Der  auf  B^  C^  liegende  Pol 
hat  die  Koordinaten: 

21x)  j/l  — ^(C05£a,  +  «>5€a.)) 

aus  denen 

21x')      fei«(7*'a-y2<a«(7A2)-y2^^^-^^ 
[vergl.  33iy)  in  §  27]  und 


21  x") 


^      2  +  tangd'\     l+^i 
,  2  2^ 


als  die  charakteristischen  Werte  fCir  das  durch  jene  Pole  be- 
stimmte Netz  Xn'  folgen. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  P^  innerhalb  des  Dreieckes 
JB^B^Cy^  angenommen  wird,  liegen  die  Pole  der  Hauptkreise 
auf  den  Kanten  AC^  aber  zwischen  D  und  C;  ihre  Ebenen 
sind  denen  eines  Polyeders  [XXI]  parallel.  Die  Varietät 
des  durch  diese  Pole  bestimmten  Netzes  XXI'  ergiebt  sich, 
da  der  auf  D^  C^  liegende  Pol  die  Koordinaten: 


2U) 

besitzt  und 
2U') 


^st  [vergl.  33)])  in  §  27]  durch  die  charakteristischen  Werte 
^bestimmt: 

21* 
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^^^^      ^'  T+t;'  '' — 2 — T+^ 

Im  Übergangsfall,  wenn  der  Punkt  P^  auf  dem  Haapt- 
kreisbogen  B^^D^  liegt,  geben  die  Formeln  21  x")  und  21 A'*) 
f&r  ^1  — 4  übereinstimmend: 

21f*)  ^      '' 


d.  h.  die  das  Hexaedernetz  charakterisierenden  Werte. 

3.  Die  Hauptkreise  der  Netze  X',  XII'  und  XXI',  so- 
wie auch  der  Netze  XIX',  VI  und  IV,  ergeben  sich  als  be- 
sondere Fälle  der  Hauptkreise  des  Netzes  XV',  wie  bereits 
in  §  49,  5.  bis  9.  hervorgehoben  wurde.  Die  61eich\ingeii 
dieser  Hauptkreise,  sowie  die  Beziehungen  zwischen  den 
Werten  t\^  ^^  und  t^j  s^  folgen  unmittelbar  aus  den  unter 
2.  dieses  Paragraphen  aufgestellten  Formeln,  wenn  die  beson- 
deren Werte  fElr  ^i,  s^,  welche  jene  Netze  charakterisieren 
[vergl.  18  t)  in  §  66]  ^  eingeführt  werden. 


§  69.  Analytische  Darstellung  der  den  festen  gleich- 
flächigen    Netzen    der    Hexakistetraedergmppe   zu- 
geordneten gleicheekigen  Netze. 

1.  Bei. den  vier  festen  gleichäächigen  Netzen  Xa),  IX 
XIX  a)  und  IH  (vergl.  §  50,  i.)  der  Hexakistetraedergruppe 
treten  als  Hauptkreise  die  ganz  oder  teilweise  ausgezogenen 
Hauptkreise  t^ . . .  (^  auf,  während  die  Eckpunkte  nur  dturch 
die  Punkte  Ä  und  C  gebildet  werden.  Die  Punkte  C  zer- 
fallen in  zwei  Gruppen  von  je  vier,  welche  die  Eckpunkte 
zweier  konjugierten  Tetraeder  darstellen  und  deren  recht- 
winklige Koordinaten  [vergl.  Formel  10  y')  in  §  63]  bez.  den 
vier  positiven  oder  den  vier  negativen  Kombinationen  der 

Vorzeichen  von  -^  entsprechen.    In  der  Abbildung  feilen 

diese   beiden   Qruppen   zusammen   [vergl.  Formel     18  d)  in 
§66]. 
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2.  Was  die  Eckpunkte  der  diesen  vier  Netzen  zuge- 
ordneten gleicheckigen  Netze  X",  IX',  XIX"  und  HI 
(yergl.  §  50,  8.)  anlangt,  so  sind  die  Koordinaten  dieser  He- 
migonieen  bereits  im  §  64,  4b)  und  im  §  65,  3.  bis  5.  an- 
gegeben worden. 

Von  den  Hauptkreisen  dieser  gleicheckigen  Netze 
möge  es  genügen,  diejenigen  des  allgemeinsten  Netzes  X" 
dieser  Gruppe .  (vergl.  §  50,  4.)  analytisch  darzustellen. 

a)  Die  erste  Gruppe  von  zwölf  Hauptkreisen,  welche 
normal  zu  einer  Kante  ÄC  zu  je  zweien  durch  einen  Punkt 
B  hindurchgehen  [z.  B.  P^P^,  P^P^  in  Fig.  8/3)]  ist  durch 
die  Gleichungen  2U)  in  §  68,  2c)  dargestellt,  wobei  die 
dort  angegebenen  beiden  Fälle  zu  unterscheiden  sind. 

b)  Die  zweite  Gruppe  von  zwölf  auf  je  einer  Kante 
AC  normal  stehenden  Hauptkreisen  [z.  ß.  PiP^y  P^  Ps  in 
Fig.  8)8)]  wird  durch  die  Gleichung: 

22a)    X  COSSax  —  y  COSSa^  +  Z  {cOSSa,  —  COSBa^  —  0 

oder 

22a')  ^(l-2si)  +  2^iS-^  =  0 

und  die  aus  der  ersteren  durch  Permutation  der  Koeffizienten 
und  Kombination  der  Vorzeichen  entstehenden  dargestellt. 

Die  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  zu  den  Grenzflächen 
eines  Polyeders  [XH]  parallel;  die  Varietät  des  entspre- 
chenden Netzes  XU'  folgt  aus  den  Koordinaten  des  auf  B^C^ 
liegenden  Poles: 

l/^^r{cOSBa,'-C0SBa^j 
sl^^rCOSBa,y 

als  durch  die  Werte: 

l>«8timmt. 

c)  Die  dritte  Gruppe  von  je  zwölf  Hauptkreisen,  welche 
stuf  den  Kanten  BC  senkrecht  stehen^  ist  durch  die  Glei- 
eliungen  21g)  bis  21-^)  des  vorigen  Paragraphen  unter  2  b) 
d  eingestellt. 
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3.  Es  empfiehlt  sich,  hier  die  Lage  eines  Punktes  P 
(z.  B.  Pi)  durch  die  Abstände  £«,,  «ci,  «c,  von  den  drei  Eck- 
punkten des  Hexakistetraederdreieckes  A^  C^  C^  zu  bestimmen 
[yergl.  Formel  22)  in  §  20J.  Entsprechend  der  Entstehung 
des  dem  Netze  X''  eingeschriebenen  Polyeders  [X"]  durch 
gerade  und  gleichmässige  Abstumpfung  der  Ecken  und 
Kanten  eines  regulären  Tetraeders  [HI]  setze  man  [vergl. 
17y)  in  §  66]: 

25-1 


22y) 


Q\'^rcos€c^ 


ys 


B-  J- 


5^7 


O, 


P'cj  —  r  CO$€c,  —  -p=  —  Ct .  s^^\ 


V2 


Q\''rcosea, 


a^A^ 


Ct 


t 


— ^.^w 


)/3   2s-l     1/3 

wobei  Ct  die  Eckenaxe  des  regulären  Tetraeders,  s^^^  das 
Maass  fQr  die  Abstumpfung  dieser  Eckenaxe,  P-^  das  Maass 
für  die  Abstumpfung  der  Eantenaxe  des  Tetraeders  angiebi 
Zwischen  diesen  Ableitungskoeffizienten  P'^y  ^^^  und 
denjenigen  t  und  8  bestehen  die  Beziehungen: 

t  ..,  1 


22*)  P^  - 

oder  umgekehrt: 
22*0 


2s-l' 


fitiJ 


^"3sW' 


3(2s-l) 

3gti3  +  l 
6sW 


Mit  Hilfe  derselben  erhält  man  fQr  die  gleicheckigen 
Netze  dieser  Gruppe  und  für  die  denselben  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  die  charakteristischen  Werte  [vergL 
19A),  19x)  und  19iy)  in  §  67]: 

Netz  X"  (als  Hemigonie  von  XV'):  P\  ^'\ 
Netz  IX'  (als  Hemigonie  von  XXI'):  ^'^-1,  st", 

22^)    \  Netz  XIX"  (als  Hemigonie  von  XII'):  p^^^fi-^ 

4<w  — 1 

oder  fif^^  — 5 / 

o 

,Netz  III  (als  Hemigonie  von  VI):  P^^\,  st«i— 1. 
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Für  die  diesen  Netzen  umgeschriebenen  gleichflä- 
chigen Polyeder  werden  die  Ableitungskoeffizienten: 

Die  Eckpunkte  und  Hauptkreise  der  yier  gleicheckigen 
Netze  dieser  Gruppe  können  hiemach  auch  einfach  durch, 
diese  Grössen  f^^j  s^^^  analytisch  dargestellt  und  die  Ab- 
bildung in  der  Ebene  der  fi^\  s^'^  erhalten  werden. 


§  70.  Teränderliches  Fentagonikositetraedernetz  XXTI 
und  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz  XXYI'. 

1.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXVI,  d.  h.  eines 
(6 +  8 +  24) -eckigen  24- Flachs  (vergl.  §42  und  §  51)  sind 
eine  Kombination  der  Eckpunkte  Ä^  G  und  der  24  Eck- 
punkte P^P^..»  (Fig.  24/3)  eines  Netzes  XV',  welche  eine 
gyroidische  Hemigonie  desselben  bilden  und  bereits  in  §  63, 
10a'),  10/)  und  in  §  64,  4c)  analytisch  dargestellt  wurden 
[vergl.  auch  18y),  18Ä)  in  §  66  und  19©),  19]))  in  §  67]. 

2.  a)  Von  den  Kanten  eines  Netzes  XXVI  gehen  (vergl. 
§  51,  2.)  zweimal  zwölf,  z.  B.  P^A^,  Ä^Pq  und  P^A^,  A^P^^ 
zu  je  zweien  auf  einander  senkrecht  durch  einen  der  sechs 
Punkte  A  und  A\  Die  Varietät  des  gleicheckigen  Netzes  X', 
dessen  Eckpunkte  die  Pole  jener  zwölf  Hauptkreise  sind^ 
ergebt  sich  aus 

23«)  XCOSSa.  +  ^COSSa^'^O 

oder 

23a')  ^(2sj-^^-l)  +  5(l-Si)  =  0 

durch  die  Werte: 

23/J)  ^a)«^:Z^S    5^(1) -1 

1  —  ^1 

'bestimmt. 

2.  b)  Femer  gehen  24  Kanten  (z.  B.  P^  CJ  zu  dreien  durch 

je  einen  der  acht  Punkte  C  und   C  hindurch;  die  Ebenen 

derselben  sind  zu  den  Grenzflächen  der  gyroidischen  Hemi- 

ie    eines    parallelkantigen    Hexakisoktaeders   parallel. 
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Für  die  Varietät  des  durch  die  Pole  dieser  Hauptkreise  be- 
stimmten gleicheckigen  Netzes  XXYI'  folgen  aus: 

oder  aus 
^(25i-^-l)  +  s(3<i-3si  +  l)  +  (25i-^i-l)«0 

die  Beziehungen: 

[yergl.  20y)  in  §  67]. 

2.  c)  Was  endlich  die  zwölf  Kanten  anlangt,  welche  (wie 
P^Pii)  durch  je  einen  Punkt  B  oder  B'  hindurchgehen^  so 
sind  hier  wiederum  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob 
der  Punkt  P^  innerhalb  des  Dreieckes  A^B^D^  oder  des 
Dreieckes  B^C^D^  liegt. 

Im  ersteren  Falle  entsprechen  die  auf  den  Kanten  Ay  C^ 
liegenden  Pole  jener  Hauptkreise  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  IX';  für  welches  die  charakteristischen  Werte: 

2^1  — 2si  +  l     ^ffl^^o   fs^     ^^     2\  —  Sy 
2^^-35i  +  2      ^  ^  2^i-35i+2 


23  6) 
aus: 


s,(») 


23  Ö  oder 

,  ^(2^i-l)  +  (l-Si)-=0 
folgen. 

Im  zweiten  Falle  entsprechen  die  Pole  jener  zwölf 
Hauptkreise,  indem  sie  auf  den  Kanten  BC  liegen,  den  Eck- 
punkten eines  Netzes  XIX",  für  welches  aus: 

XCOSBa^-\-y  {cOSBa,  —  COSBa^)  +  0 COSBa^  •=  0 

23 1^)  oder 

U(2^i-l)  +  (Si-2O-0 
flieh  die  Werte: 

ergeben. 

Im  Übergangsfalle,  in  welchem  der  Punkt  P^  auf  S^  D^ 
liegt,  ergeben  die  Formeln  23 f)  und  23-0^)  fElr  ^««y  ^^r* 
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einstimmend  ^W  » i  ^^w »» -l^  d.  h.  die  das  reguläre  Tetra- 
edemetz  charakterisierenden  Werte. 

3.  Die  Eckpunkte  $i,  ^g...  (Fig.  24/3)  des  dem  Netze 
XXYI  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XXYI'  (§  42  und 
§  51)  bilden  die  gyroidische  Hemigonie  eines  Netzes  XY'. 
Die  Steinersche  Yerwandtschaft,  welche  zwischen  je  einem 
Punkte  P^  und  ^^  besteht,  lässt  sich,  wenn  die  Koordinaten 
des  Punktes  ^^  durch  die  accentuierten  Grossen  ^'a^,  «'c,  ^t^ 
oder  -^'o,,  '^'c,,  ^\i  oder  f'a^,  «'a,,  fi'o,  ausgedrückt  und  in  der 
Abbildung  durch  t\y  s!^  dargestellt  werden^  durch  folgende 
Relationen  charakterisieren. 

Aus  den  Gleichungen  63  (t)  des  §  42: 

24)      ^a  +  ^'a-45ö,  ^^  +  ^'^«60«,  ^, +  -&',- 90^ 
erhält  man  die  drei  Relationen: 

24«)      COSSa,  {C0Sb\  —  COS^a)  +  COSBa,  (cOSSa^  +  COSs'a^)  -=  0, 

24/J)      COSfo,  (a>55'a,  —  COSB^a^  +  COS«a,  (C05«'a,  —  COSB^a) 

+  C05^a,  (cOSB^Ot  —  COS^a^)  «=  0, 

24y)      (C05aa»  —  COSß^)  {cOSB^a,  —  COSB^ad  "~  2C0SCfl,  cosa'o,  —  0 

oder: 

24«')    («1  - 1,)  (1  -  2s'i  + 1\)  +  (1  -  «0  (1  - 1\)  =  0, 

24^')    «,  (2t\  -  s'O  +  (si  - 1,)  (1  -  s'i  - «',) 

+  (l-s0(2s',-<\-l)-0, 

24y')    (2«,  -  s,)  {2t\  -  s',)  -  2  (1  -  s,)  (1  -  s-J  -  0. 

Je  zwei  dieser  drei  Relationen  24a),  24j3),  24^)  oder 
24«'),  24/5'),  24y'),  welche  durch  Yertauschung  der  darin 
auftretenden  accentuierten  und  nicht  accentuierten  Grössen 
ungeändert  bleiben,  charakterisieren  die  Steinersche  Yer- 
iprandtschaft  und  gestatten,  die  Werte  i^,  s^  oder  t\^  s\^  d.  h. 
die  Koordinaten  zweier  konjugierten  Pole  vermittelst  Auf- 
losung der  linearen  Gleichungen  die  einen  durch  die  anderen 
auszudrücken. 

Setzt  man  in  den  drei  Gleichungen  24«'),  24j8'),  24/) 

24*)  t^^t\^t,  s^^s\^s, 

so  stellen  die  drei  Gleichungen  bekanntlich  die  drei  Linien- 
paare dar,  welche  durch  die  vier  Basispunkte  der  Yerwandt- 
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Schaft  (die  Grundpunkte  des  Eegelschnittbüscliels)  hindorch- 
gehen.  Diesen-  drei  Linienpaaren  entsprechen  auf  der  Engel 
die  drei  Paare  von  Hanptkreisen,  welche  durch  die  Mittel- 
punkte T^,  7},  Tf,  T^  der  vier  Kreise  gehen,  welche  bez.  dem 
Dreiecke  A^  C^  Bi  (dem  Diagonaldreiecke)  und  den  drei 
Nebendreiecken  desselben,  nämlich  Ä\CiBi,  AiC\Bi  und 
A^C^B'i  eingeschrieben  sind.  Die  drei  Paare  von  Haapt- 
kreisen  sind  also  die  Hauptkreise,  welche  die  Winkel  de» 
Dreieckes  A^  C^  B^  and  dessen  Nebenwinkel  halbieren. 

Man   erhält  als   Gleichungen  dieser  Linienpaare  (oder 
Hauptkreispaare) : 

24e)  <*-4*s  +  2s*  +  2<-l-0, 

24g)  3<«-3s«-2*  +  4s-l-0, 

24)j)  4<*-4<s-s*  +  4s-2-0, 


d.  h.: 


240 


2460 


24ij') 


T,r,...(l/2'-l)<-s)/2'+l-0  [Tcrgl.  20/))  in  §67] 

oder  -  (1/2 -1)« +4^-0, 

r8  2;...(]/2  +  l)<-sl/2-l-0  oder  a;  +  y)/2'- 1)='0: 

JiT,...<-s  +  -J=.0  [vergl.  20/J)]  oder  -2a;  +  y+«-0-r 
TjT^. ..<  +  «-!  =0  oder  -y  +  z~Q  (Hauptkreis  JJ; 

T^T^...2t  +  (/2-  1) s - V2"- 0  [vergl.  20/})]  oder 

x  +  yV2-z-0, 
TjT,...2f-(]/2  +  l)s  + 1/2-0  oder  -x  +  yY2  +  t'% 


und  als  Koordinaten  der  rier  Basispnnkte  T^,  T,,  T,,  T^. 


24*) 


T, 


t 


s  = 


t 


3-1/2 
— 3 ' 

4-V2         * 


t 


s= 


s 


s  = 


4  +  1/2 


^4 


3-1/2 

7 

4  +  >^2" 

7 

3  +  /2 


<- 


4-1/2" 

s— — s » 
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aus  welchen  Ausdrücken  sich  leicht  die  Werte  für  cossa^, 
cossot}  ^^^o.  >incl  damit  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
Basispunkte  auf  der  Kugel  ergeben. 

4.  Was  die  Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  XKVV 
anlangt  (yergl.  §  51,  S.),  so  bilden  dieselben  zwei  Gruppen 
Ton  je  24  Hauptkreisen,  welche  bez.  die  rugulären  Vierecke 
und  regulären  Dreiecke  des  Netzes  einschliessen  und  deren 
Ebenen  zu  den  Grenzflächen  zweier  Polyeder  [XXVI]  parallel 
sind,  und  femer  eine  dritte  Gruppe  von  zwölf  Hauptkreisen, 
welche  durch  die  Punkte  B  und  iJ'  hindurchgehen. 

Es  möge  genügen,  die  Gleichung  eines  Hauptkreises 
aus  jeder  Gruppe  anzugeben;  mit  Benutzung  des  mehrfach 
angewendeten  Verfahrens  wird  man  hieraus  die  charakteristi- 
schen Relationen  für  die  durch  die  Pole  jener  Hauptkreise 
bestimmten  gleicheckigen  Netze  herleiten. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  ^i^s)  hat 
die  Gleichung: 

24  t)    X  cose^ai  {cos  6'«.  —  C086\)  —  y  coss^at  {cosb\  +  cose'a^) 

ein  Hauptkreis  der  zweiten  Gruppe  (z.  B.  $i$io): 
24  x)    X  {cos  6^0,  cos  s\  —  cos^  e'at)  +  y  {cos  b\  cos  «'ai  —  COS^  ^ö  J 

+  Z  {cOSB^a,  COSb\  —  COS^B^)  —  0, 

und  endlich  ein  Hauptkreis  der  dritten  Gruppe  (z.  B.  ^^  ^^q) 
i?nrd  durch  die  Gleichung: 

24A)      X  cosb\  —  y  {cosb\^  —  cosb'o^  —  z  cosb^^  =-  0 

[vergl.  23  £)  dieses  Paragraphen]  dargestellt. 

5.  Die  Anwendung  der  im  Vorstehenden  entwickelten 
Beziehungen  auf  die  einem  Netze  XXVI'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder,  wobei  für  die  letzteren  die  reziproken 
Werte  der  Ableitungskoeffizienten  t  und  s  einzuführen  sind, 
bietet  keine  Schwierigkeit. 
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§  71.  Diaklsdodekaedemetz  XXIII  nebst  den  zu- 
geordneten glelcheekigen  Netzen  XXIII'. 

1.  Das  Diakisdodekaedernetz  XXIII  (§  38  und  §  52) 
ist  ein  einfach  yeränderliches  Netz,  dessen  Eckpunkte  eine 
Kombination  der  Eckpunkte  Ay  C  und  L  [Fig.  21^)]  sind. 
Die  zwölf  Punkte  L  entsprechen  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XXIX'  und  bilden  die  gegenpunktige  Hemigonie 
eines  Netzes  XII'  (vergL  §  65,  2.),  wobei  z.  B.  der  Punkt  X, 
durch  die  Gleichungen: 

25a)  y--rsinaa,  — «o(l  — ^i)j 

dargestellt  ist. 

2.  Die  zwölf  beweglichen  Hauptkreise  (z.  B.  C^  i^), 
welche  ausser  den  drei  festen  Hauptkreisen  a  die  Kanten 
des  Netzes  XXIII  (§  52,  3.)  bilden,  haben  zu  Polen  und 
Gegenpolen  die  gegenpunktige  Hemigonie  eines  Netzes  Xv', 
dessen  Eckpunkte  auf  den  Hauptkreisen  c  liegen.  Ein  solcher 
Hauptkreis,  z.  B.  C^Z,,  hat  die  Gleichung: 

25/J)      X  (cosEa,  —  sinca^)  —  y  C0$6a,  +  z  sinBa,  —  0, 

aus  welcher,  wenn  0<tangBti^<C-\  (oder  1>^>-|-)  an- 
genommen wird,  die  Varietät  jenes  Netzes  XV'  als  durch 
die  Werte: 

^  (1)  ^  _L 


25y) 


s 


^  2<i 


bestimmt  sich  ergiebt.  Ffir  ^x  ""1'  (A-  ^*  ^^QQ  <^io  Punkte  L 
der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  XII'  entsprechen) 
folgt: 

25/)  V''-4-,   Sx<»)-i 

[Tergl.  §  67,  8b)]. 

3.  Die  Eckpunkte  Pj,  P4,  Pj,  Pg...  (Fig.  21 /J)  der  dem 
Netze  XXIII  zugeordneten  gleicbeckigen  Netze  XXIII'  bilden 
die  bereits  früher  (§  52,  2.  und  §  64,  4  a)  genauer  bestiouate 


§  71.   Diakisdodekaedemetz  XXIII  nebst  den  etc.  Netzen.     333^ 

gegenpunktige  Hemigonie  eines  Netzes  XV',  deren  Eckpunkte 
auf  den  Hauptkreisen  C^L^.,.  des  Symmetrienetzes  XXIII 
liegen.  Wird  der  Punkt  P^  durch  die  Grossen  «'a^  ^  a,  oder 
^01)  ^\f  ^\  ^^^  ^^  ^^^  Abbildung  durch  t\j  ä^  bestimmt^ 
so  findet  [vergl.  §  38,  Formel  55c)]  die  Beziehung  statt: 

[vergl.  §  67,  19 y)],  oder: 

Diese  Beziehung  drückt  die  Bedingung  aus,  dass  der 
Punkt  t\ ,  s!i  auf  der  Geraden  L^  C^  (dem  Bilde  des  Haupt- 
kreises L^Ci)  liege,  welche  durch  die  Gleichung: 

25a)  ^(3^^«l)-s  +  (l-^j«0 

dargestellt  wird. 

Der  Punkt  S^  (Fig.  21  y)  (der  Schnittpunkt  des  Haupt- 
kreises Xj  C,  mit  -4i  Ä^  bildet  mit  S^  (wenn  Ä^  S^  ■"  *a,  ist) 
zwei  konjugierte  Punkte  eines  involutorischen  Systems,  da 
für  ^iSi-^'a.  die  Beziehung  [55  g)  in  §  38]: 

25  Ö  fon^  5a,  +  tang  s^^a,  —  1 , 

oder 

^^^')  ^"'  -  3^  ^  ***^*"'-  "  ^y" 

stattfindet;  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  folgen  aus: 

25ij)  3<^-2^-0, 

als  die  Punkte: 

^      ^ A   o   I  '^       8  > 


25^)  ^j^:Jund5„{^:j'^ 


4.  Von  den  Hauptkreisen  eines  gleicheckigen  Netzes 
XXIII'  gehen  zwei  Gruppen  von  je  sechs  (z.  B.  P^  Pg  und 
Pj  P4)  durch  die  Punkte  Ä  hindurch ;  die  Pole  dieser  Haupt- 
kreise sind  die  Eckpunkte  zweier  Netze  XXIX'.  Die  erste 
Gruppe  dieser  Pole  bildet  die  Hemigonie  eines  Netzes  XII', 
für  welches  [vergl.  §  68,  2a),  Formel  21«)]: 
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250  ^(^>=^^,    Si^-l 

ist;   die  zweite  Gruppe  der  Pole   ist   die   Hemigonie  eines 
Netzes  XII ',  für  welches: 

ist. 

Die  übrigen  zwölf  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  der 
regulären  Dreiecke  bilden  (z.  B.  PiPjo  normal  zu  Ci^j 
entsprechen  den  Hauptkreisen  24  x)  des  §  70,  indem  z.  B. 
der  Hauptkreis  PjPio  d^rch  die  Gleichung: 

^  \  +e  {cosb\  cos b\  —  cos6\)  «  0 

dargestellt  ist. 

5.  Das  symmetrische  Pentagondodekaederneti 
XXIX  (§  45  und  §  52,  Fig.  27)  entsteht  einfach  aus  dem 
Netze  XXIII  durch  Vereinigung  je  zweier  längs  einer  Kante 
Ä^L^...  zusammenstossenden  Vierecke,  so  dass  diese  Kanten 
und  die  Eckpunkte  Ä  in  dem  Netze  XXIX  nicht  mehr  auf- 
treten. 

Die  Eckpunkte  S^ . . .  des  dem  Netze  XXIX  zugeordneten 
gleicheckigen  Netzes  XXIX'  stimmen  mit  den  Punkten  S^... 
(vergl.  unter  3.  dieses  Paragraphen)  überein,  sodass  je  zwei 
Punkte  Li  und  S^  konjugierte  Pole  desjenigen  inyolutorischen 
Systems  auf  dem  Hauptkreise  A^  Ä^  bilden  ^  dessen  Doppel- 
punkte die  Punkte  A^  und  Sq  sind. 

Die  beiden  Gruppen  von  je  sechs  Hauptkreisen  des 
Netzes  XXIII'  (vergl.  unter  4.  dieses  Paragraphen)  fallen  bei 
dem  Netze  XXIX'  in  die  drei  Hg.uptkreise  a  zusanuneDf 
während  die  zwölf  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  der  re- 
gulären Dreiecke  bilden,  in  beiden  Netzen  dieselben  sind. 

Das  Netz  XXIX'  stellt  (vei^l.  §  45)  einen  besondeiea 
Fall  des  Netzes  XXVIH'  (vergl.  den  folgenden  Paragra- 
phen) dar. 


§  72.   Tetraedrisches  Pentagondodekaedemetz  XXVIII  etc.     335 


§  72.  Tetraedrisches  Pentagondodekaedernetz 
XXYIII  nebst  dem  zugeordneten  gleichecklgen 

Netze  XXVIII'. 

1.  Das  zweifach  veränderliche  Netz  XXVIII  (§  44  und 
§  53)  hat  zu  Eckpunkten  die  Punkte  C  zweier  konjugierten 
regulären  Tetraedemetze  und  die  zwölf  Eckpunkte  P^,  P^^ 
■Pi«?  Ae  •  •  •  (^ig-  26 /J),  welche  eine  Tetartogonie  eines 
Netzes  XV'  darstellen  [vergl.  §  64,  3.  unter  10g)]. 

2.  a)  Die  sechs  Hauptkreise  (z.  B.  P3JP7),  von  denen 
je  einer  durch  einen  Punkt  A  oder  J.'  hindurchgeht,  haben 
zu  Polen  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXIX',  dessen  Varietät 
sich  aus: 

26a)  xcossa,  +  ecossa,^0 

oder: 

26a')  ^(25i-<i~l)  +  5(l-5i)  =  0 

durch  die  Werte: 

i  — FjL 

bestimmt,  d.  h.  sich  als  Hemigonie  des  Netzes  X'  in  §  70 
[23a),  23/S)]  ergiebt. 

2.  b)  Die  beiden  Gruppen  von  je  zwölf  Hauptkreisen 
(vergl.  §  53,  2.),  die  zu  je  dreien  durch  die  vier  Eckpunkte 
der  beiden  konjugierten  regulären  Tetraedemetze  hindurch- 
gehen (z.  B.  Cj^P^  und  C2P7),  haben  zu  Polen  die  auf  den 
Hauptkreisen  c  liegenden  Eckpunkte  zweier  Netze  XXVIII', 
welche  Tetartogonieen  von  zwei  Netzen  XV'  darstellen. 
Die  charakteristischen  Relationen  filr  diese  letzteren  Netze 
folgen  wiederum  einfach  aus  den  Gleichungen  der  Haupt- 
kreise jener  beiden  Gruppen. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  C^  P^)  hat 
die  Gleichung: 

26y)  x{cOSSa^--COSea^'-y(€OSea^  +  COS€a^)  +  0{cOS€a^+€OS6a^)'^O'^ 

ein  Hanptkreis  der  zweiten  Gruppe  (z.  B.  CgPy)  wird  durch 
die  Gleichung: 
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dargestellt. 

Damit  erhält  man  für  die  beiden  Varietäten  der  Netze 
XV '  oder  ikrer  Tetartogonieen  die  Beziehungen: 

und 

Die  letztere  Varietät  stimmt  mit  der  in  §  70,  23/), 
23  d),  erhaltenen  überein. 

3.  Die  Eckpunkte  5ßi,  ^5,  ^^o)  ¥14—  (Fig-26/3)  des  dem 
Netze  XXVULl  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XXVHI^ 
bilden  die  Tetartogonie  eines  Netzes  XV',  welches  dorcli 
die  Werte  «'o,,  d'«,,  f'c,,  ^'c»,  *'c„  ^'c,  und  in  der  Abbildung 
durch  die  Werte  t\y  s/^  charakterisiert  sei 

Die  Steinersche  Verwandtschaft,  welche  zwischen  je 
einem  Punkte  P^  und  ^^  besteht,  wird  durch  folgende  Be- 
ziehungen dargestellt,  welche  sich  aus  den  Formell!  65^) 
des  §  44:  a-a  +  ^'a-O,  -^^,  +  -^'^-0,  de. +  '&'c.-0,  ergeben: 

27  a)      COSBa^  COSe\  +  COSSa.  COSB^  —  0, 

27 /5)      COSBa,  {cOSB\  —  COS^a)  +  «>S«a,  {cOS  fi'«,  ~  COS^a^ 

+  COSBa^  {cOS^ck  —  COS^a^  —  0, 
27  y)      COSBa^  {C0Sb\  —  COS  Ja)  +  COSfo,  {cOS^a^  +  COS^a,) 

+  öos  6^  (cos  «'«.  +  COS  a'oj  —  0, 
oder: 

27«')  (5i-<i)(l-^i)  +  (l-O(^i-Q-0, 

27y')  (3^,-s,-l)(^\-y,+l)+(ti-Si+l)(3<\-5'i-l)-a 

Aus  je  zweien  dieser  Formeln  27  a')  bis  27;/)  lassen  si^ 
die  Koordinaten  t^,  s^  oder  t\y  sf^  zweier  konjugierten  Pole 
durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  die  einen  durch 
die  anderen  ausdrücken. 

Für 

27 d)  ^j-^'j-^,    5i«s'i-s 


j 
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stellen  die  drei  Gleichungen  die  drei  Linienpaare  dar,  welche 
durch  die  vier  Basispunkte  /S^,  -^j  B^,  B^  (Fig.  26  d)  der  Ver- 
wandtschaft hindurchgehen,  deren  Hauptpunkte  die  Punkte 
A^y  ^i;  ^2  ^^^*  ^^^  Gleichungen  dieser  drei  Linienpaare, 
welchen  auf  der  Kugel  die  Hauptkreise  entsprechen,  welche 
die  Innen-  und  Aussen winkel  des  Diagonaldreieckes  A^  C^  C^ 
halbieren,  sind: 


27  £) 

27  £) 

271?) 
d.  h.: 

27  «0 
270 
27  V) 


3^»-3s«-2^  +  4s-l«0, 


SQA^,,,a^.,.   t—   s^Q  oder  y  =  0, 
B^B^„.a^...   s— 1   =0      „     a;«-0; 
j  CijB4...d8...3^-3s+l  — 0  oder2a;  — y  — ;gr  — 0, 

I  C^B^...d^..,Zt—   5  — 1=-0  oder  2a;  +  y  — i»  — 0, 
\c^B^...h^...    t-   5-fl-»0     „  y  +  0^0. 


Die  Koordinaten  der  Basispunkte  S^,  A^,  J?^,  ^4  sind: 


1/5 


5=1,   oder    t/==0, 


2r 


>^ 


^! 


s»«l,  oder    y  — 0, 


^-i, 


a;«0, 


r 


^» 


l 


^      *'    oder  /2 


^f  = 


/2 


s=»oo,   s 


^4 


r 

öder  ^'^"y^' 


e^ 


V'2 


4.  Von  den  Kanten  eines  gleicheckigen  Netzes  XXVIII' 
gehen  sechs  (z.  B.  ^i^ßs)  d^rch  die  Punkte  A  und  A^  hin- 
durch; die  Pole  dieser  Hauptkreise  entsprechen  den  Eck- 
punkten eines  Netzes  XXIX',  dessen  Varietät  [vergl.  §  70, 
2Sß)  und  §  71,  26|3)]  sich  aus: 

Seil,  KngwlteiluDg.  ^^ 
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bestimmt. 

Die  Hauptkreise  der  beiden  Gruppen  von  je  zwölf, 
welche  die  Kanten  der  beiden  Gruppen  von  regulären  Drei- 
ecken mit  den  Mittelpunkten  C  bilden,  haben  zu  Polen  die 
Eckpunkte  zweier  Netze  XXVIII',  deren  Varietäten  sich  aus 
den  Gleichungen  dieser  Hauptkreise  leicht  bestimmen  lassen. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  ?ßi$io)  ^^^ 
die  Gleichung: 

27  x)    X  {cOSb\  COSS^a,  —  COS^^'a,)  +  y  {cOSS^a^  COSb\^  —  COS^b'o^ 

+  ^  {cos  €^ Ol  C0SS\  —  COS*  f'o,)  =*  0 

[vergl.  Formel  24  x)  in  §   70];  ein  Hauptkreis  der   zweiten 
Gruppe  (z.  B.  ^i^ßu)  wird  durch  die  Gleichung: 

27 A)  X  {cosb\  cöss'a,  +  cos^a'a^)  —  y  {cosa\^  coss^a,  +  cos^s'a^ 

—  z  {cost^a,  cose\  —  cos*b\)  =  0 
dargestellt. 

5.  Ein  Netz  XXVIII'  kann  (vergl.  §  64,  3.  und  4.)  so- 
wohl als  die  Hemigonie  eines  Netzes  XXIH',  als  eines  Netzes 
XXVI',  als  auch  eines  Netzes  X"  erhalten  werden.  Bei  der 
analytischen  Darstellung  dieser  letzteren  Beziehung  wird 
man  sich  mit  Vorteil  auch  der  in  §  69,  3.  eingeführten  Ab- 
leitungskoeffizienten ^^^^,  s'^^^  bedienen. 


§  73«    Die  Netze  XYII  eines  rhombischen  und  die 
Netze  XI Y  eines  tetragonalen  Sphenoids. 

1.  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  mögen  auch  nodi 
die  wichtigsten  Relationen  für  die  Netze  XVII  und  XIV, 
welche  (vergl.  §  50,  8.)  bez.  Hemigonieen  der  Netze  IV 
und  IV'  darstellen  und  bereits  andererseits  als  GrenzföUe 
der  hauptaxigen  Trapezoid-  und  Deltoidnetze  erwähnt 
wurden  (vergl.  §  62),  angegeben  werden. 

2.  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  vier  Eckpunkte, 
z.  B.  Pj,  Pg,  P'4,  P'g  eines  Netzes  XVII  entsprechen  den 
vier  positiven  Vorzeichenkombinationea  derselben  Permutation 


§  78.  Die  Netze  XYII  eines  rhombischen  u.  die  Netze  XIY  etc.    339 

(^ij^ij^i)  (vergl.  §  64,  3.);  die  Gleichungen  der  drei  Gruppen 
Ton  Kanten  sind  bereits  in  den  yojrhergehenden  Paragraphen 
aufgestellt  worden,  nämlich  yon  [vergl.  Fig.  13a): 

P1P5  und  P^P'g  in  §  70  unter  23  a)  und  §  72  unter  26  a), 

:P.^\   „     ^^5^    »  §71      „      25x), 
F,F\  „     P\P,     „  §68      „      21^). 

3.  Die  Eckpunkte  ^  des  symmetrisch-konjugierten  Netzes 
(§  29),  z.  B.  ?ß,3,  5ßi9,  ?ß'i8;  ^  m;  "öd  die  Mittelpunkte  der 
den  Grenzflächen  des  ersteren  Netzes  umgeschriebenen  Kreise. 

Für  die  St  ein  er  sehe  Verwandtschaft,  welche  zwischen 
je  zwei  konjugierten  Polen  P^  und  ^^  besteht,  ergeben  sich 
[vergl.  Formel  35«)  in  §  29]  aus: 

die  Relationen: 

28a)         (5,  -  Q  (^,  - 1\)  -^  (1  -  s,)  (1  -  ^,)  -  0, 

28/J)        (l-s,)(l-^,)->^^',^0, 

28y)         t,t\^(s,-t,){^,-^t\)^0. 

Für  t^^i\^tj   Sj^s'i^s  erhält  man  hieraus: 

28a')  j^.ft^...(^-l)(^-_2s  +  l)-0, 

28/J')  &2-*4-(^~«+l)(^  +  s-l)"=0, 

28/)  h^.i^...s(s-2t)'^0, 

d.  h.  die  Gleichungen  der  drei  Linienpaare,  welche  durch 
die  vier  Basispunkte  Cj,  Cg,  Cg,  04  der  Verwandtschaft  hin- 
durchgehen, deren  Hauptdreieck  Ä^A^Ä^  ist  (Fig.  15^). 

4.  Für  -ö-fl,  —  45^  werden  die  rhombischen  Sphenoide  zu 
tetragonalen  (§  24);  die  beiden  (auf  dem  Hauptkreise  h^ 
liegenden)  Punkte  P^  und  ^^  sind  konjugierte  Pole  der 
projektivisch  -  involutorischen  Verwandtschaft,  deren 
Doppelpunkte  C^  und  Q  sind.  Die  Verwandtschaftsgleichung 
lautet: 

28<j)  ^^',_(LiA)ikil!i)«o, 

übereinstimmend  mit  der  früher  26  d)  in  §  24  aufgestellten 
JE^lation: 

tangsa  tang^a  ^  2. 

22* 
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5.  Über  die  Anzahl  der  möglichen  Gruppierungen  der 
Eckpunkte  eines  Netzes  XV  als  Eckpunkte  rhombischer  oder 
tetragonaler  Sphenoide  vergl.  das  letzte  Kapitel. 


III.  Zweite  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse. 

Gmppe  der  DiakisliexekontaedemetBe. 

§  74.  Wahl  des  Koordinatensystems.    Analytische 

Relationen. 

1.  Als  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  in  Beziehung 
auf  welches  die  Elemente  eines  Diakishexekontaedernetzes 
XVI  (§  48  und  §  54)  und  der  in  demselben  enthaltenen 
besonderen  Netze  analytisch  darzustellen  sind^  hietet  sich 
das  durch  drei  auf  einander  senkrechte  zw  ei  zählige  Axen 
OB  gebildete  naturgemäss  dar.  Wir  wollen  die  von  unten 
nach  oben  gerichtete  Axe  OB^  als  positive  Z-Axe,  die  toh 
hinten  nacl^  vornen  gerichtete  Axe  OB^^  als  positive  X-Axe 
und  die  von  links  nach  rechts  gerichtete  Axe  OB^^^  als 
positive  T-Axe  wählen  (vergl.  für  die  folgenden  Betrach- 
tungen die  Fig.  29,  welche  die  stereographische  Projektion 
eines  Netzes  XTI  für  den  Projektionspunkt  B\  darstellt). 

2.  Die  15  Punkte  B,  die  sechs  Punkte  G  und  die  zehn 
Punkte  C  nebst  deren  Gegenpunkten  werden  dann  durch 
folgende  Koordinaten  dargestellt  (wobei  die  Koordinaten  der 
Gegenpunkte  die  entgegengesetzten  Werte  erhalten): 


a;  — 0, 


29«) 


'W 


B^{  y^rcosW^ 


r 


[ 


z^rcosS&''^-=cotg(p, 


BJ 


0, 
0, 


X 

-0, 

^6 

y 

-r, 

e 

-0; 

Jß?— 


2' 


B 


i> 


X: 


— röA'« 


q' 


r,t»:1 
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29«) 


1 

r 
^-     2' 

« 

2  — - 

gco^v, 

-».■ 

y 2^ang<p, 

-Bt 

y»     '^cotgtp, 

^.4 

y — 

r 
"2' 

z-    ^cotg<p, 

r 

"     2' 

^^>m>] 

r 

x=     ^/an^9), 

^<!otg% 

S,' 

y=    -^tang% 

S. 

y-     gcofe/g), 

B, 

y-= 

r 
2' 

r 

k 

-^tew^^p; 

r 
^="     2' 

a;-=    -^tangtp, 

x^ 

^<»*?9, 

s. 

y -^tangtp, 

B, 

y-    ^cotgv, 

-Bio' 

2/— 

r 
-2' 

r 

r==  2' 

• 

;?«= 

k 

^tangq>. 

Je  drei  nebeneinanderstehende  Punkte  B  entsprechen 
den  Eckpunkten  eines  Oktantendreieckes,  die  30  Eckpunkte 
JB  gruppieren  sich  also  als  die  Eckpunkte  von  fünf  konzen* 
irischen  regulären  Oktaedern.  Je  yier  von  der  zweiten 
Reihe  an  untereinanderstehende  Punkte  und  deren  Gegen- 
punkte (z.  B.  2?g,  2^8,  i?4,  ^5  und  deren  Gegenpunkte)  haben 

TT  T 

ZU   Koordinaten   dieselbe   Permutation   ^)  -^iangtp^  -^cotgq)^ 

welcher  die  acht  Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  sind, 
die  beiden  anderen  Gruppen  von  je  acht  (J^n;  jB?,  ^g,  B^ 
nebst  Gegenpunkten  und  B^^^y  -^u»  -^o*  -^lo  i^öhst  Gegen- 
punkten) entsprechen  den  beiden  anderen  positiven  Per- 
mutationen  jener  Elemente.  Es  folgt  hieraus,  dass  je  24 
der  30  Punkte  B  und  J?',  d.  h.  der  Eckpunkte  eines  Netzes 
XK',  fünfmal  den  Eckpunkten  eines  Netzes  XXIII'  (§  71) 
entsprechen  und  zwar  eines  Netzes  XXLll\  für  welches: 
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29a)  «0.-60«,  «a.-"72^  €«,-36^ 

also  [vergl.  17(J),  «)  in  §  66]: 


29  b) 


^- 


cosSe^ 


cos  36^  +  cos  60^  + cos  12"^ 

cos  36^  +  cos  60^ 
cos  S6^  + cos  60^  + cos  12^ 


T' 


V5  +  1 


—  -|-(»^9=- cos  36' 


ist  [vergl.  20  y)  in  §  67],  welchem  also  die  parallelfiächige 
Hemiedrie  eines  parallelkantigen  Hexakisoktaeders  um- 
geschrieben werden  kann. 

Als  Koordinaten  der  sechs  Punkte  G  erhält  man: 

■0, 

•  —  rsin(pj 

•  r  cos  9?, 

•  —  r  C05  qp, 

29^)   j     ö,  |y-0,  G,  jy-0, 

'rsinq)j 

'  —  rstnq)j 
^rcosq), 

■0, 

woraus  erhellt,  dass  die  zwölf  Punkte  G  und  G'  die  Eckpunkte 
eines  besonderen  Netzes  XXIX'  (vergl.  §§45,  52  und  71,  3.  bis 
5.),  nämlich  des  regulären  Ikosaedemetzes  Y  darstellen  (vergl 
66 ft),  v),  in  §  45].  Die  Werte  für  fa»,  «V  oder  für  ^  und 
i'\  [Formeln  25g),  g')  in  §  71]  werden  hier: 

29c)    «a»  — ^,    *\""9>   ^1  — C05^9,    t"j^^tang(p. 

Die  zwölf  auf  den  Hauptkreisen  i^,  (|s,  b^s  liegenden 
Punkte  C  nebst  Gegenpunkten  entsprechen  also  den  früher 
mit  S  (Fig.  21 T')  bezeichneten  Punkten;  diese  zwölf  Punkte 
bilden  mit  den  übrigen  acht  Punkten  (C^,  C^fC^,  0^  und  deren 
Oegenpunkten),  welche  den  Eckpunkten  eines  Hexaeders  ent- 


' 

-0, 

X 

G, 
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(^. 

y 

Z'^rcos  % 

z 

1 
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ö. 

y-0, 
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sprechen,  ein  spezielles  symmetrisches  Pentagondodekaeder- 
netz XXIX,  nämlich  das  reguläre  Netz  VII. 

Die  Koordinaten  der  zehn  Punkte  C  sind  folgende: 


29yJ 


X  «=  — --  tang  tp^r  sin  ^, 


j8f  = 


X  = 


rcotgtp 

0, 

rcostj 

rsinif^ 

rcos'^^ 
rsiniif^ 
;3r  =  0. 


rcos^^ 


z 

X 

C,  {y 


x^  —  rsinifj 


a 


8 


10 


a„   v  •= 


«— 0, 

y  =  —  rco8i>f 

rcosil>, 
—  rsinil;, 
«  =  0; 


X 

y 


29  y.) 


C, 


X 


y= 


+ 
+ 
+ 


W 


x  =  — 


+ 
4- 


V3 


C^  \y — 

«-=  + 


ys 


=  ? 


v^ 


Hieraus  folgt  auch  leicht  mit  Berücksichtigung  des 
oben  über  die  Lage  der  Punkte  B  gesagten,  dass  sich  die 
20  Punkte  C  (nebst  Qegenpunkten)  fünfmal  (so,  wie  in  29^,) 
den  acht  Eckpunkten  eines  regulären  Hexaeders  ent- 
sprechend anordnen  lassen,  wobei  also  im  ganzen  jeder 
Punkt  C  oder  C  zweimal  auftreten  wird  (vergl.  auch  das 
letzte  Kapitel). 

3.  Die  Ebenen  der  15  Hauptkreise  &,  der  sechs  Haupt- 
kreise g  und  der  zehn  Hauptkreise  c,  welche  bez.  die  Po- 
laren zu  den  Punkten  B^  G  und  C  sind,  werden  durch  die 
folgenden  Gleichungen  dargestellt: 
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29  a') 


29/3') 


29  y') 


1 


^8 


'10 


6 


&1  ...^-0, 

&jj  ...      x  +  ytang(p  +  zcotg(p^Oj 
&11 . . .  —  a;  ^«^r  (p  —  ycotg(p  +  z^0^ 

6g  ...      x  —  ytangqi  +  zcotg^^O^ 

&7  ...  — a:^a«5r9)  +  y^ö^9'  +  ^^0, 
614...  —  X  coigq)  --  y  +  ztangq)  ^Oj 

64  ...—x  +  ytang(p  +  zcotgq)'^Oj 
6g  ...      xtangg)  —  y cofgq)  +  z ^=^0^ 

65  ...—x--ytangfp  +  zcotg(p^Oy 
6e  ...      xtangtp  +  ycotgtp  +  z-^O^ 
b^Q...      xcotgq)  —  y  +  ztang(p^O] 

j  ^1  ...      ysinq)  +  ^  cosqp «  0, 
1  0^2  •  •  •  ■"  y  ^***9  +  ^  cos 9?  —  0; 

1  ^4  •••  —  X cosq)  +  z sintp  '=^ 0] 

xtang(p  +  zcotgg)'^0  oder  a;sm^  +  iB^cösv 
—  a;  sinip  + ;?  C05^  =  0; 

«0 

y  cosil)  +  ^  sin-ilj «  0, 

X  costif  +  y  sintI;  =  0, 
a;  C05^  —  y  sinrlf «  0; 

x  +  y^z-^Q, 

x-y  +  z^O, 

-x  +  y  +  z^O, 

—  x  —  y  +  Z'^O. 

Zu   den   Ebenen   der    15   Hauptkreise   6,    welche    ganz 
oder    teilweise    ausgezogen    die    sämtlichen    festen    gleich- 
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flächigen  Netze  dieser  Gruppe  bilden^  sind  die  Ebenen 
eines  Triakontaeders  [XX]  parallel^  welches  in  den  Punkten 
B  der  Engel  umgeschrieben  ist;  zu  den  Ebenen  der  sechs 
Hanptkreise  g,  welche  das  feste  gleicheckige  Netz  XX^ 
bilden y  sind  die  Grenzflächen  eines  regulären^  der  Engel 
in  den  Punkten  G  umgeschriebenen  Pentagondodekaeders 
parallel;  und  zu  den  Ebenen  der  zehn  Hauptkreise  c^  welche 
ein  anderes  festes  gleicheckiges  Netz  höherer  Art  XX '^ 
bilden  (yergl.  das  letzte  Eapitel)^  sind  die  Grenzflächen 
eines  regulären,  der  Kugel  in  den  Punkten  C  umgeschrie- 
benen Ikosaeders  parallel  (vergl.  Fig.  29). 

4.  Die  Gleichungen  für  die  Grenzflächen  und  die  Koor- 
dinaten der  Eckpunkte  dieser  umgeschriebenen  Polyeder, 
wie  andererseits  diejenigen  der  den  Netzen  XX',  V  und  VII 
eingeschriebenen  gleicheckigen,  bez.  regulären  Polyeder  er- 
geben sich  mit  Leichtigkeit  aus  den  obigen  Relationen; 
auch  folgen  aus  den  angegebenen  Gruppierungen  der  Punkte 
jB,  G  und  C  entsprechende  Gruppierungen  der  Eckpunkte 
und   Grenzflächen   der  ein-   und  umgeschriebenen  Polyeder. 


§  75.  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XTl' 

und  seiner  Hemigonie. 

1.  Die  Eckpunkte  des  gleicheckigen,  dem  Diakishexe- 
kontaedernetze  XVI  zugeordneten  Netzes  XVI'  sind  je  2 .  60 
homologe  Punkte  der  2.60  durch  die  vollständig  ausge- 
zogenen Hauptkreise  b  gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecke 
(§  28  und  §  54),  [vergl.  Fig.  14  und  Fig.  29,  in  welcher  die 
in  die  Dreiecke  G  C  B  gesetzten  Zahlen  den  Indices  der 
Eckpunkte  P  entsprechen]. 

Wenn  die  sphärischen  Abstände  des  in  dem  Dreiecke 
G^  Cj  B^  liegenden  Punktes  P^  von  den  drei  Eckpunkten 
-Bj,  jBjj,  P^j  des  Oktantendreieckes,  wie  früher,  durch  «6> 
^"ft>  «'"a  bezeichnet  werden,  so  sind  bei  dem  festgesetzten 
Koordinatensystem  die  Koordinaten  a:^,  y^j  z^  dieses  Punktes 
J\' durch  [vergl.  34/S)  in  §  28]: 
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30a) 


x^^r  co$€"t  ■=  *'  sin St  cos^t  =  r  cosei,,^ , 
yi'^r  cos  s"^b  =  r  sin  e^  sin  ^6  =  ^  cos  f*,, , 
z^^rcosBf,  «  r  cosBt,^ 


dargestellt. 

Versehen  wir  die  drei  Werte  x^,  y^,  g^  in  derselben  An- 
ordnung mit  den  acht  Vorzeichenkombinationen^  so  erhalten 
wir  (vergl.  §  64,  i.)  acht  den  Eckpunkten  eines  Netzes  IV" 
entsprechende,  in  den  acht  Oktanten  liegende  Punkte,  näm- 
lich bei  den  angewendeten  Bezeichnungen  die  Punkte: 

30/3)     Pi,  Pjo,  -P20?  Ai  ^^^  deren  Gegenpunkte. 

Bilden  wir  ferner  die  beiden  anderen  positiven  Per- 
mutationen  von  (^i,J/i,^i),  nämlich  (^1,^1, yj  und  (yi,^i,^i), 
so  erhalten  wir,  wenn  diesen  beiden  Permutationen  die  acht 
Vorzeichenkombinationeu  zugesetzt  werden,  die  Punkte: 

30y)     P43,  P53,  P'43,  P'gg  und  deren  Gegenpunkte, 
oOo)     Pgg,  P35,  Pjjg,  Pgg        „         „  „  , 

wobei  den  Punkten  P^  und  P^^  die  Koordinaten: 

!^4s = ^1  =  *'  ^^^  ^*i  j        ^'iö  "*  yi  ^  ^*  ^*^^  «6,,  , 
y43  =*  J^l  =*  ^  C056ö„  ,  ygg  =  ^1  «  r  C05£6,  , 

^43  '^l/l^^  ^ÖS£/,,,  ,      '         ^'jjj  «  a?!  =  r  C05£6„ 

zukommen« 

Diese  24  Punkte  entsprechen  also  (vergL  §  64,  3.  u.  4a) 
den  Eckpunkten  eines  Netzes  XXIIl',  da  ihre  Koordinaten 
die  beiden  Gruppen  IT^  und  77^  [Formel  10  S)  in  §  64]  dar- 
stellen. 

2.  Vier  weitere  Gruppen  von  je  24  in  ähnlicher  Weise 
angeordneten  Punkten  P  ergeben  sich  aus  den  vier  Punkten 
Pg,  P12,  P3,  Pi3  und  zwar  bestimmen  sich  die  Werte  für 
die  Koordinaten  derselben  in  einfacher  Weise  aus  den  spfaä- 
rischeii  Abständen  des  Punktes  P^  von  den  Eckpunkten  der 
vier  anderen  Oktantendreiecke  [vergl.  29  aj  des  vorigen  Pa- 
ragraphen], nämlich  von  den  Punkten: 

^ü^u-Bi«  fiir  den  Punkt  Pg, 

30  e) 


-ßs-^7    -^14      71 

W 

?J 

"M2J 

^4  ^^8    ^9        r 

?7 

)J 

Pz-, 

^5^6    -Bio      » 

W 

5 

P«. 
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Werden  diese  Abstände  durch  die  mit  dem  entspre- 
chenden Index  versehenen  Grössen  s  bezeichnet,  so  ergeben 
sich  als  Werte  dieser  Koordinaten: 


30i?) 


2 


x^  '^rcossi,^^ 


Vi 

-=rcossi„^^ 

«i 

—  rcosfj,; 

«8 

—  rcossj,, 

^S 

=  rcosf4,, 

«S 

—  rcosSk^-, 

IS 


18 


x^  —  r  cos  «6, , 

x^^'^rcossö.j 
Vis'^rcossö.o, 


Aus  der  nachfolgenden  Zusammenstellung  kann  man  die 
zu  je  einer  Gruppe  von  24  Punkten  gehörigen  Punkte  er- 
kennen, wobei  den  in  einer  Horizontalreihe  stehenden  die- 
selbe  Permutation  der  Eoordinatenwerte  zukommt. 


'  Zweite  Gruppe:  P^  Pg    P^  Pg^  und  Gegenpunkte, 


30d) 


Dritte  Gruppe: 


Vierte  Gruppe: 


•^38  -^62  -^  88  -'^  59 

?l 

;j 

^16  "^46  ^46    -M6 

?» 

n 

-^12  -^19    -^29     P22 

W 

}) 

P      P*      P'       P 

•^84  -^  47  -^  87  -^44 

?» 

n 

P     pf      P'      P 

?5 

» 

^3    -'S    ^40    ^81 

9? 

71 

P     P     pf      pf 
-^^28  -'^42  -*^  28  -*^  49 

?) 

}f 

^14^66-^66    -M7 

?» 

JJ 

-^18  -^18   ^89  ^82 

?? 

W 

P      P      P^      P 
-^24  -^  67  -^  27  -^54 

?J 

77 

P      pf      pf      P 

-^4    -^  50  -^  41  -^7 

;> 

;; 

3.  Was  die  Werte  fiir  die  Cosinus  der  zwölf  sphä- 
rischen Abstände  [in  den  Formeln  SOi;)]  anlangt,  so  lassen 
sich  dieselben  in  einfacher  Weise  durch  die  Cosinus  der  drei 
Abstände  Sty  «"&,  ^^\  oder  f^»,  «61,,  «6,,  ausdrücken  und  zwar 
erhält  man  leicht  [vergl.  die  Formeln  29  0;)  in  §  74]: 


COSSf^ 


2 


[cossf,^  cotgtp  +  cosfft,.  -f- cossf,^^  tangqi], 

[cos  Sb^  —  cos  «6„  tang  9  — -  cos  «6»,  cotg  tp] , 

[cos  f öj  tang  <p  —  cös  t^^  co/^r  <p  -f  C05  «*, J ; 
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30x)  \  cosEf^  ^\  \pos€t^  —cossi,^Jang(p  +  co$si,^^cotgg)]j 

cos si,^^^-^  [cos St,  lang ip  — cos Bt,^  cotgq>  —  cö5£6,J; 

cosEt^  «  \  \cosEt,  cotgq)  —  cose^,,  +  cose^,^  tangq>]j 

30 A)  {  cosEi^  =  l  [cosEö,  +  cosEt,^  tangtp  —  cosst,^  cotgq>\ 

coSEf^  «=  -J  ^^^^6,  tang(p+  cose^^^  cotgq)  +  cos «6,,]; 

C0S66j  «=  ^  [COSEb,  cotgtp  —  C05£6„  —  COSfi^^  ^^9]; 

30 fi)  {  C05f6.  =*  4  [cos£6.  +  co5£6.,  tangtf  +  cosf^^,  <»^9^], 

^^«6.0  —  -\  [<^osEi,^  tangtp  +  cose^,^  cotgtp--  cose^,^. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Formeln  30 17)  ein  nnd 
berücksichtigt,  dass 

C05  60^«|,    cosZQ^^\cotg(p^    cosl2^'^itangq> 

ist,  so  erkennt  man  durch  Yergleichung  mit  30a),  dass 
die  so  umgestalteten  Formeln  30 17)  die  Koordinaten  des 
Punktes  P^  bez.  für  die  vier  rechtwinkligen  Systeme  dar- 
stellen, deren  Eoordinatenaxen  nach  den  Eckpunkten  der 
Tier  in  30  t)  angegebenen  Oktantendreiecke  gerichtet  sind. 
Denn  die  Formeln  stimmen  genau  mit  den  Transfor- 
mationsformeln für  je  zwei  konzentrische  rechtwinklige 
Systeme  überein;  die  Substitutionsdeterminante  wird  gleich 
±1.' 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Formeln  kann  man  daher 
sofort  die  Koordinaten  aller  Eckpunkte  eines  Netzes  XVF 
erhalten,  wenn  man  diejenigen  eines  Eckpunktes  in  Be- 
ziehung auf  irgend  eines  der  fünf  bezeichneten  Koordinaten- 
systeme als  bekannt  annimmt. 

Die  nachfolgende  Zusammenstellung  giebt  fünf  Gruppen 
von  je  zwölf  Punkten  (und  deren  Gegenpunkten) ,  welche 
in  Beziehung  auf  das  erste,  zweite,  . . .  fünfte  Oktanten- 
dreieck  in  gleicher  Weise  angeordnet  sind  [vergL  30/})  bis 
d)  und  ri)]. 
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Erste    Gruppe:   P^    P^q  Pg^  P^^ 


30i/) 


"^48    -^68    -^  48  ^  58 
-^26    ^85    ^86    -^26 


^1  -^18  -^16» 


Zweite  Gruppe:  P^  Pj    Pg    Pjg 


p     p     pt    pt 

^60    -^60    ^  56  -^  45 

P'      P'      P'      P' 

-«^  87  -'^  27  ''^  28  -*^  88 


■^2^11^'l2? 


Pj-B?  J^u; 


Dritte  Gruppe:  P^^  Pji  Pg^  Pgg 

-^7      -^6      -M6    -M7 
P        P        P^       P' 

Vierte  Gruppe:  P^    Pg    P^g  P^g 

-^41  -Mil   -^  46  -^  56   f    -^4-^8   "^9; 

p       p       T>         p 
-*^28  -*^88   -"^84    ■*^24 

Fünfte  Gruppe:  P,,  P,,  P^  P^ 

P5  -P4   Pt.  P16 


^6^6    ^'lO- 


P47  -^67    ^  42  -^  62 

Die  120  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'  lassen  sich  da- 
her fünfmal  zu  Gruppen  von  je  fünf  Netzen  XXIII'  zu- 
sammenfassen. 

4.  Die  Koordinaten  für  die  Eckpunkte  der  beiden  Netze 
XXVII'  (§  43  und  §  55),  welche  die  gjroidische  Hemigonie 
eines  Netzes  XVI'  bilden,  ergeben  sich  einfach  aus  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  für  die  Eckpunkte  eines  Netzes 
XVI',  wenn  jeder  Permutation  der  Koordinatenwerte  ent- 
weder nur  die  vier  positiven,  oder  nur  die  vier  negativen 
Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  werden  [vergl.  Fig.  25  j3)]. 
Damit  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  60  Eckpunkte  eines 
Netzes  XXVII'  sich  fünfmal  zu  Gruppen  von  je  fünf  Netzen 
XXVIII'  (§  44,  §  53)  zusammenfassen  lassen  [s.  30-9')  und 
30  v)]. 

5.  Die  sphärischen  Abstände  eines  Punktes  P,  z.  B.  P^ 
von  den  Endpunkten  G^,.,G^  und  C^ . . . C^^  der  fünfzähligen 
und  der  dreizähligen  Axen  lassen  sich  ebenfalls  in  ein- 
facher Weiße  durch  die  Grossen  £5,  f''^,  «'"^  oder  f^i,  «6„;  *6„ 
ausdrücken.    Man  erhält  für  Bg^^...Bg^  [vergl.  29 /J)  in  §  74]: 
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301) 


cassg^^^     cosBö,  cosg)  +  cos6i,^^sing)j 
cos€g^=     cosst,^  cos(p  —  co$£bi^sinq>j 

cosSg^^     cossf,,  sin(p  +  cos€b^^cos(py 
cossg^  =     cosBf,^  sing)  —  cose^^^  costp^ 

m 

COS  £g^  «=     cos  f  6„  sin  q>  +  cos  St^^  cos  9 , 
cossg^ «  —  cossb,,  sin(p  +  cossb^^  cos(p\ 

und  far  «c,...fc.o  [vergl.  29 y)  in  §  74]: 

cossc,  =  -1=  [cossb,  cotgg)  +  cossb,,  tangg)] 

^cos£b,  cosif  +  coseb,^sinilf^ 
cosEc^  ^cosfbi  cosrlf'-cossbuSinil;^ 

cos  Sc,  =^cossb^  sinil^  +  cosBbi^costl^^ 
COSSc^  ===C0SSb^  sinilf  —  cosBbi^cosif, 

cosBc^  =«  cosBb^^  cosif;  +  cosBb^^  sinif , 

cosBe,^  =  cosBb^^  cosil)  —  cosBb,^  sin^f^ 

COSEc^  «=  — ^  [COSBb,  +  COSBb,^  +  COSBb,^ , 

y3 

COSEc^  =  —^  [cOSSb,  +  COS  Bb,^  —  C05«ft,  J  , 

y3 


30  ;r) 


CÖS«/ 


1/3 


[cOSEb,  —  C0S£6|,  +  COSßft,,], 


COSBc^  =  — —  [C0S£6^  —  COSBb^^  —  C0S«6,J. 
1/3 

Aus  diesen  Relationen  lassen  sieh  die  —  zum  Teil 
schon  früher  (§  54  u.  §  55)  hervorgehobenen  —  verschiedenen 
Arten  der  Gruppierung  der  Punkte  P  um  die  Axen  OG  und 
OC  mit  Leichtigkeit  erkennen. 


§  76.  Koordinaten  der  Eckpunkte  der  besonderen 

gleicheckigen  Netze. 

1.  Die  Eckpunkte  der  besonderen  gleicheckigen  Neise 
XI'  (§  21),  Xm'  (§  23)  und  XXII'  (§  36)  werden  erhalten, 
wenn  der  Punkt  Pj  auf  einer  der  drei  Kanten  des  Dreieckes 
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(tj  Cj  7ii,  mim  lieh  bez.  auf  i>\  Gj,  B^  C^  und  C^  G^  liegt 
(vergl.  auch  §  54  und  die  Tabelle  der  zugehörigen  Polyeder 
§  56,  8.). 

2.   Die  Koordinaten  eines  auf  B^  Q^   (dem  Hauptkreise 
\d  liegenden  Punktes  P^  folgen  aus: 


31a) 


(«6.,«90^   ft,  +  f6,. -900  oder   ^,^«900^   ^^.-O^ 
oder 

«*i  +  ^Pi  =  9^ 


[vergl.  34|ii)  in  §  28]: 

31/5)  Pi      yi'-rsmet,, 

Den  vier  Vorzeiehenkombinationen  für  die  drei  (nega- 
tiven) Permutationen  dieser  Koordinatenwerte  entsprechen 
zwölf  Punkte  [vergl.  die  Anordnung  iZj  in  §  65,  lift], 
welche  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXIX'  (§  45  und  §  52) 
sind.  Die  Varietät  dieses  Netzes  bestimmt  sich  aus  dem 
Werte  für  £64.  J©  zwei  benachbarte  in  Beziehung  auf  eine  Kante 
£G  symmetrische  Punkte  [z.  B.  Pj  und  Pj^,  P^q  und  P^^ 
vergl.  30/3)  in  §  75]  des  Netzes  XVI'  fallen  hier  in  einen 
Punkt  zusammen 

Die  vier  anderen  Gruppen  von  je  zwölf  in  gleicher 
Weise  angeordneten  Gruppen  P  ergeben  sich  aus  den 
Formeln  30t?)  und  der  Zusammenstellung  30v)  in  §  75^ 
w^obei  die  Werte  für  die  Cosinus  der  Winkel  f^,  nach  den 
Formeln  30  t)  bis  30 fi)  mit  Berücksichtigung  von  31«)  zu 
bestimmen  sind. 

Die  60  Eckpunkte  eines  Netzes  XI'  gruppieren  sich 
also  als  diejenigen  von  fünf  kongruenten  konzentrischen 
Netzen  XXIX'. 

Die  besonderen  Werte  für  die  sphärischen  Abstände 
^b^  ^91  ^e  sind  in  den  nachfolgenden  Relationen  übersichtlich 
zusammengestellt  [vergl.  300  ^^s  30 fi)^  30g),  30 A)  des  §  75]: 
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co$£(^  =«  cos£b^  ^-^{^osEb,  cotg(p  +  5m  £6,  tangip) 

=  cos  f  6.  cos  36  ^  +  sm  f j,  cos  72  ®, 


31  y) 


31*) 


—  VI  -     -  f  vj  / 

==  cos  £6,  cos  36°  —  sin€t,  cos  72°, 

cosfe,,  =  cosffr,  =  -^  (cos  et.  +  sinf^,  cotgfp) 

=  cos£ö^  cos  60  °  +  smfft^  cos  36°, 

cosSbt  =  cosffcjj  «=  -^  (cos  £6,  —  sinfft^  cotg(p) 

=  cos£^  cos  60°  —  sm£ö^  cos  36°, 

cos  £f^  =  cos  £6j, « -j  (cos  £6j  tung  ip  +  sin  f^J 

=  cos£6^  cos  72°  +  siwfft,  cos60°, 

^öS£4j^=cosfft^,  =  -5-(cos£ftj  tangip  —  sineti) 

«=  cosfft,  cos72°  —  sinsbi  cos60°; 


/    COSffl.  =« 


9l 


I 


C0S((p-€i,^),     f6,  +  fi^,=9j 
COSf^,  =  cos  (9  +  ^*.),     ^p,  =  9P  +  ^6i  -«  2^  —  £, 

COS  £g^  «=  COS  £^^  «  COS  £6,  sin  ^ , 
cossg^  =  coS£^,  ^sinsb^  cos(p] 


pij 


31  £) 


cos  £c. 


cos si,  Going) 
cosBc,  =«  cos  £6,  cosrif  = '  ■  , 


1 


y3 


cos  £c, «  COS  £c,  =  — F=  (cos  £(,,  +  sin  f  6,) , 

cos  £c,  =  COS  Sc^  «==  -—  (cos  £&,  —  Sin  £6^ ) , 

y3 

l  cosfc,  =  sin (ip+  €f,X  fc — i)0°-(^+£6,) 

cos£c.-sm(^-£0,  fc-90°-(^-£0  r'^"^''^ 
l  cos  £c,  =  —  cos  £c,,  —  sin  B(,^  sin  ^ ,    f c,  +  ^ c,^  —  1 80  °. 


180°- 2  t 


Von  besonderen  Varietäten  der  Netze  XI'  ist  ausser  den 
früher  erwähnten,  nämlich  der  konjugierten  [£^j=fc.  Formel 
23/3)  in  §  21]  und  der  Archimedeischen  [Formel  23y) 
in   §  21]   noch   diejenige   hervorzuheben,   deren   Eckpunkte 
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die   durch   E  bezeichneten  Punkte    (Fig.  29  und  30)  sind 
und  für  welche  die  einfache  Beziehung: 

3U)  f^«^ 

gilt  (vergl.  §  54,  4.). 

3.  Für  die  Koordinaten  eines  auf  ^^C^  (dem  Haupt- 
kreise  &j,)  liegenden  Punktes  erhält  man  wegen  [yergL  34v) 
in  §  28]: 

32a)  «»,.  =  90°,  e».  +  «6..  =  90«,  ^».-0,  d.-60»,  f».+  £e,-V'; 


32 /J)  P, 


jßTj  =  r  cos  St,, 


Werden  den  drei  positiven  Permutationen  dieser  Koor- 
dinatenwerte  die  vier  Yorzeichenkombinationen  zugesetzt,  so 
erhält  man  die  Koordinaten  von  zwölf  Punkten  [vergl.  die 
Anordnung  11^  in  §  65/llj3)],  welche  ebenfalls  die  Eck- 
punkte eines  Netzes  XXIX'  (§  45  und  §  52)  sind,  dessen 
Varietät  sich  aus  dem  Werte  für  £»,  bestimmt.  Je  zwei  be-  * 
nachbarte,  in  Beziehung  auf  eine  Kante  BC  symmetrische 
Punkte  [z.  B.  P^  und  P,i,  P^^  und  P^o,. vergl.  30/8)  in  §  75] 
des  Netzes  XVI'  fallen  hier  in  einen  Punkt  zusammen. 

Ebenso  giebt  es  vier  andere  Gruppen  von  je  zwölf 
analog  angeordneten  Punkten,  für  welche  sich  die  Koordi- 
natenwerte  aus  der  Zusammenstellung  30i/)  und  den  Formeln 
BOtf)  in  §  75  mit  Berücksichtigung  der  Werte  32  a)  er- 
geben. 

Es  gruppieren  sich  also  auch  die  Eckpunkte  eines  Netzes 
XIH'  als  diejenigen  vpn  fünf  kongruenten  konzentrischen 
Netzen  XXIX'. 

In  den  nachfolgenden  Formeln  sind  die  besonderen  Werte 
für  die  sphärischen  Abstände  Sbt  ^g^  ^c  [^^rgl*  30t)  bis  30;r) 
des    §  75]  zusammengestellt: 

}X  0  s  I ,  Kngeltoilang.  23 
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cos  St,  —  cöSfA,  =  J-  (cossb,  cotgq>  +  sinB^^ 

cos  fft,  -=  cos  Bt^  —  I  (coÄ  f6,  cotg  q)  -  5m  «6,) 

«=  Cö5f6,  Cös36®  —  sm  ^6.  cos  60®, 

cos  £6.  =;  cos«^  -=  ^  {cossf,,  +  sifi  f^,  tangqi) 

«=  cosfft,  cos60®  +  sinef,^  cos72®, 

cosf^  =»  cosfö^^  =  J  (cos£ft,  —  sin  et,,  tang(p) 

«=  cosf6,  cos60°  —  sinBf,^  cosl2^^ 

cos  Sb,  =  cos  6ö,,  —  i  (cos  f 6^  fan^r  9  +  sin  f^,  cof;^  g?) 

«=  cosf^i  cos  60°  +  sinfb^  cos  36®, 

cos  f  6„  -=  cos  £644  —  i  (cos  £ft,  fo^k/  (p  —  San  f  *;  co^^  cp) 

•=  cos  £61  cos  60®  —  sin  b^^  cos  36®  5 


32y) 


32  (J) 


82  £) 


(    cos  Bg^  =  cos  Bg^  «=  COS  f  6,  COS  (p , 

C0S£^,«Sw(<p  +  f6,),  «^.«=90®-(()P  +  fO 

COS  Sg^ «  sm  (g?  -  f ^ J ,  f ^,==  90®  -  (9  -  e^,) 
<  cosBg^  —  —  cossg^ ^ sinBf,^ sintp^   Sg^  +  Sg^ « 180^5 


Bg,+ B^,^lSQP-i;, 


(    COSBc,  ^  COS  (^  —  £6,),     ^6,  +  Sc,  «  ^, 

COSfc,  -=  CÖS  (ll^  +  £6,),     «c  -  *  +  £6,  =  2^^  —  £c,, 

1 
COS  Sc,  «  COS£c,  =-  -^  (cos  £6,  +  sin  Bö,) , 

1 

COS£c  ■=  COS£c,  =  -^  (cOS£fr,  ~  Sin  £4,), 

.    ,       cos  £ft,  tonor  q> 

COSBcj  -=  COS£c,  «  COSBb^  stnti} «« *-,—     •    9 


cos  Bc^  —  cos  £c,„  "=  sin  £6^  cos^ 


sin  Bt^  cotg  q> 
V3 


Von  besonderen  (konvexen)  Varietäten  der  Netze  XIII' 
ist  bereits  früher  die  Archimedeische  [Formel  25^)  in 
§  23]  erwähnt  und  charakterisiert  worden. 

4.  Wenn  der  Punkt  Pj  endlich  auf  der  Hypotenuse 
C^Gi  (dem  Hauptkreise  b^J  liegt,  so  besteht  die  Beziehung: 
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33«)  f*u=-90« 

oder  zufolge  30x)  in  §  75: 

33  a ')  cos  £6,4  =  C05  5^,  lang  (p  —  cös  f^,,  co^  9 , 

welche   Beziehung,    wie   leicht   nachzuweisen   ist,    mit   den 
folgenden: 

33a")        ^y.=-36«,   -^c-^O^  oder  s,,  +  €c,^x 
identisch  ist. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  P^g  [des  ersten  Punktes 
der  dritten  Gruppe  in  30-0^)  §  75]  sind  alsdann,  da 

330  f6.,«00^   £^  +  f,^-90« 

ist; 

33/J)  .   y„-0, 

Die  vier  Vorzeichenkombinationen  der  drei  positiven 
Permutationen  dieser  Eoordinatenwerte  liefern,  wie  unter  3. 
zwölf  der  bezeichneten  Gruppe  angehörige  Punkte  ^  welche 
die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXIX'  sind,  indem  je  zwei  in 
Beziehung  auf  eine  Kante  CG  symmetrische  Punkte  (z.  B. 
P,jj  und  Pjf2,  Pjg  und  P^q  u.  s.  w.)  in  einen  Punkt  zu- 
sammenfallen. 

Die  vier  anderen  Gruppen  von  je  zwölf  in  gleicher 
Weise  angeordneten  Punkten  erhält  man,  wenn  man  die 
analog  dieser  dritten  Gruppe  30'^^)  in  den  übrigen  vier  Ok- 
tantendreiecken  (imd  ihren  Neben-  und  Gegendreiecken)  grup- 
pierten Punkte  betrachtet  und  je  zwei  symmetrisch  zu  einer 
Kante  CG  liegende  Punkte  zusammenfallen  lässt.  Die  Koor- 
dinaten prgeben  sich  dann  aus  den  besonderen  Werten  für 
die  sphärischen  Abstände  des  Punktes  P^  von  den  Punkten  B. 

Die  folgenden  Formeln  enthalten  die  besonderen  Werte 
für  Sby  sowie  für  s^  und  Sc]  sie  resultieren  aus  den  Formeln 
30  t)  bis  30|[i),  30  g)  und  30ä),  wenn  zufolge  33  a): 

cos  £b,  —  l  {cos  f 6.  cotg  q)  +  sin  f 6,) , 
33  /3 ')        cos  5*,,  «*  \  (cos  £ä,  —  sin  st^  lang  (p) , 

cosfb,,  —  l  (—  cossf^  tangtp  +  sinsi^  cotgq)) 

gesetzt  wird. 

23* 
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cos€b^  —  cosst^  —  -\  {eos€ö,  cotgq>  +  sinc/^)^ 
cos€b,  =- cosSb^  —  -|  (co5£6,  tangif  +  «infft, cotg(p)y 


33  d) 


330 


cos  €g^  —  C05  f  ft,  sin  (p  +  sin  f  6,  cos  (p  —  sm  (f  6,  +  <r) , 

cos  f  ^,  —  cos  £g^  —  COS  f  4,  CÖS9 , 

cosBg^  =»  cosf^,^  «■  sinsbt  sintp^ 
{  cos€g^  «-  sin  (ßb,  —  9>)j   h. "-  hx  +  2^; 

COS£a,  —  COS«c,  =  y\  COS  (45^—  f^^)«  Sttll^  COS  (45®—  f*,)  *) 
COS£c.  —  COS£c,  •-=  SfWfft,  COS^, 

cosfc»  =-  cosfc,  =  cosfft,  sin^, 

cos^c.  —  cosEc^^  —  V^l  cos (45^+«6,)  -=  sinri cos (45®+«*,). 


Von  besonderen  Varietäten  dieser  Netze  XXII'  sind 
einmal  die  sog.  Archimedeische,  für  welche  [vergL  52^) 
in  §  36]: 

33  5)        tang  Sg^  ■=•  *  tang  <p   oder  tang  Sb^  -»  cos^  (p 

ist,  femer  diejenige,  deren  Eckpunkte  die  Schnittpunkte  F 
der  Diagonalen  des  Vierecks  G^  B^  C^  C^  [§  36,  Formel  52  y), 
§  54,  4.  und  §  55,  4.]  sind  und  für  welche: 

33i?)  «,,-=90<>-29),   6,^^q>^tl;,   f,. 


9 


ist;  endlich  diejenige,  deren  Eckpunkte  die  Punkte  D  (§  54, 
4.  und  §  55,  4.)  sind  und  ftir  welche: 


1)  Siehe  Fig.  29  und  80:  C,D,  -  DjC, -SO^^-iy. 
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33d)        «6.-45«,   £^^«45«~<p,   5c.  =  45«-t^ 

ist,  bemerkenswert  (s.  die  Fig.  29  und  30)  ^). 

Bei  der  Varietät  33 1^)  gehen  die  fünf  konzentrischen 
Netze  XXIX 'y  deren  Eckpunkten  diejenigen  eines  Netzes 
XXII'  entsprechen,  in  reguläre  Ikosaedernetze  V,  bei 
den  Netzen  33^)  in  Kubooktaedernetze  XIX'  über  (vergl. 
das  letzte  Kapitel). 

5.  Wenn  endlich  der  Punkt  P^  mit  einem  der  Eck- 
punkte G^j  C^^  B^  zusammenföUt,  so  resultieren  die  bereits 
im  §  74,  Formeln  29)  angegebenen  Koordinaten  der  Eck- 
punkte der  Netze  V,  VII  und  XX'. 


§  77.  Die  den  gleicheckigen  Netzen  mit  festen 
Symmetrienetzen  ein-  und  umgeschriebenen  Po- 
lyeder.   Ableitungskoefflzienten. 

1.    Setzt  man  in  der  Gleichung: 
34)  x^x  +  y^y-^z^Z'-r^^O 

für  ^1,  t/j,  z^  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  der  gleicheckigen 
Netze  ein,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  Grenzflächen 
der  jenen  Netzen  umgeschriebenen  gleichflächigen  Poly- 
eder. Diese  sämtlichen  Polyeder  sind  als  besondere  Fälle 
in  dem  allgemeinsten  Polyeder  [XVIJ  dieser  Gruppe  ent- 
halten. 

Die  120  Grenzflächen  gruppieren  sich  also  (§  75,  3.)  fünf- 
mal zu  Gruppen  von  je  fünf  Diakisdodekaederflächen,  wobei 
in  den  24  Gleichungen  einer  Gruppe  die  Koeffizienten  x^^ 
2/^,  z^  in  der  angegebenen  Weise  zu  permutieren  und  mit 
den  Vorzeichenkombinationen  zu  versehen  sind. 

Die  Eckenaxen  Qgy  pc,  Qb  dieses  Polyeders  [XVI],  sowie 
die  senkrechten  Abstände  Q^g^  q^c^  q\  des  polaren,  dem  Netze 

1)  Die  60  Punkte  D  sind  identisch  mit  den  von  Cayley:  On 
the  regulär  solids  (Quarterly  journ.  Vol.  XV,  1878,  pag.  127  —  131) 
durch  $  bezeichneten  Punkten.  Die  von  uns  durch  G,  C,  B  bezeich- 
neten Punkte  stimmen  bez.  mit  den  von  Cayley  durch  A^  B,  S  be- 
zeichneten Punkten  überein. 
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XVI'  eingeschriebenen  gleicheckigen  Polyeders  [XVI']  [vergL 
§  28,  Formeln  34)]  bestimmen  sich  aus: 

Y  T  T 


COShg^  COS  Sc,  COSBt, 

34/3')     Q^^'^rcossg^^    Q^.^rcosccn   Q^^^rcosst^^ 

in  welchen  Formeln  Cg,  und  Sc   auch  durch  Sf^y  f*,,,  e*,,  oder 

drei    andere   zusammengehörige  Werte   für    St   ausgedrückt 

werden  können. 

Mit  Hilfe  der  in  §  17a),  b),  d)  aufgestellten  Bezieh- 
er 
ungen  und  durch  Einführung  der  sphärischen  Abstände  -^  i 

y'     fi' 

^7  ^    [34  d)  in  §  28]  des  Punktes  P^  von  den  Kanten  des 

sphärischen  Dreieckes  G^  C^  B^  können  die  Innenfiächen- 
winkel,  die  ebenen  Winkel,  die  Länge  der  Kanten  der  beiden 
Polyeder  [XVI]  und  [XVI']  leicht  bestimmt  werden.  Ebenso 
einfach  gestaltet  sich  die  Bestimmung  der  analogen  Grössen 
für  die  den  besonderen  gleicheckigen  Netzen  dieser  Gruppe 
um-  und  eingeschriebenen  Polyeder  durch  Einführiing  der 
in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen  Werte  für 
^6)  ^g  und  Bc> 

2.  Man  kann  (vergl.  §  28,  4.)  das  gleicheckige  Poly- 
eder [XVF]  aus  einem  regulären  Ikosaeder  durch  gleich- 
massige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken-  und  Kanten- 
axen  und  entsprechend  das  gleichflächige  Polyeder  [XVIJ 
aus  dem  regulären  Pentagondodekaeder  dadurch  erhalten, 
dass  man  die  Flächen-  und  die  Kantenaxen  desselbea  in 
einem  bestimmten  Verhältnisse  verlängert  und  durch  je 
drei  benachbarte  Eckpunkte  der  beiden  verlängerten  Axen 
und  der  unveränderten  Eckenaxe  eine  Ebene  legt. 

Bezeichnen  wir  die  Ableitungskoeffizienten,  d.  h. 
das  Mass  der  Abstumpfung  für  die  Ecken-  und  die  Kanten- 
axe  eines  regulären  Ikosaeders  bez  mit  t  und  s  und  ent; 
sprechend  die  Ableitungskoeffizienten  fiir  die  Flächen-  nnd 
die  Kantenaxe  eines  regulären  Pentagondodekaeders  bez.  mit 
T  und  0,  so  ergeben   sich,  wenn  die  Ecken-,  die  Flachem-, 
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die  Eantenaxe  des  Ikosaeders  bez.  durch  ^,-,  d,  &.*,  die  Flächen-, 
die  Ecken-,  die  Kantenaxe  des  Dodekaeders  durch  gp^  Cp^  hp 
bezeichnet  wird,  für  die  sich  polar  entsprechenden  Polyeder 
[XVr]  und  [XVI]  die  Relationen: 


34/) 


,  coswcotqw  ,     cotqw 


34y) 


99.- 


COSB 


^gp.x 


9i 


V^ 


cotgq>  costp .  r  =  ftp  cosip .  r, 


c, —  -- gpVS ' -^^^ -^  Cp  «  hpY^tang^^ 

'''9p  ^p      X  -L 

Ob,  = =  -^^^  •  (S  =  -,-  cotgw,  ö^Op.ö. 

'      COSBb,      cos(p  i/3      ^^  . 

Wir  nehmen  hierbei  also  die  Flächenaxe  C{  des  Ikosa- 
eders oder  die  Eckenase  Cp  des  Dodekaeders  als  unverändert 
an,  während  die  Abstände  p'^.,  p^,  oder  p,,,  p^,  und  damit 
auch  r  veränderlich  sind. 

Aus  diesen  Formeln  folgen  nun  die  Relationen  [yergl. 
§  28,  Formel  34a)  und  §  75,  Formek  30]: 

o  i  «N       A      1      <^0S9  cotgw  cosBg, 

34d)       t^  —  ^  — ^    y^ yi  ^  ^  ^  cosBg,  coswj 

^  Ö  |/3       COSBc, 

wobei 


34Öm  =  f  ==^ 
ist,   und  ferner: 


cotgq)        cosif 


")/3  C05  Bc,        cos  £c,        cos  fft^  +  COS  «6,,  teWflf*  ^ 


cosfft,  ==  —  =  — ;   cosf6„ 


1  —  5      .  g  <y  — 1      .  - 


34i?) 


^  — sco5*g?  c  —  xco^fp 

COSBb^  »= : ^—  «-  — : ; 

*     7nstnq>cos^     rn  6  x  sunq)  cosq> 


-vrora^^s  auch 
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reBaltiert. 

3.   Mit  Benntzoiig  dieser  Relationen  erhalt  man  für  die 
Koordinaten  des  Punktes  P^  [vergL  30a)  in  §  75]: 


34i) 


I     *  sm — ^'"^ 


Sinq>  cosq> 


die  Winkel  f  a',  -\ß\  l^/^Formeln  34*)  in  §  28],  sowie 
die  Winkel  O»,?  ^c,)  ^9,  [ebenda  Formeln  34{;)]  lassen  sich 
in  einfacher  Weise  durch  die  Ableitongskoef&zienten  ^  und  s^ 
ausdrücken.  Die  Aasdrücke  für  die  Cosinus  sämtlicher  Ab- 
stände £6)  ^9  Qiid  £c  siehe  im  folgenden  Paragraphen  unter 
36«)  bis  y). 

Entsprechend   ergiebt   sich    als   Gleichung   der    Grenz- 
fläche des  Diakishexekontaeders: 

34x)  ^'{^i-^)^iC0tg^9  +  y'^^^^^^^^^ 

4.   Aus  den  Gleichungen  34t)  folgt: 

on   \                            /^        \     ^  «       t  —  scos^q) 
35a)  a? :  y :  j? «-  (1  —  s)  coto'qp :  — :  s 

und  damit: 


35/j) 


^  ^      y  +  zcotgw    . 

(l—s^cotg^g}^--: — g      ■     > 


xtang^q)+z    sintpcostp     xtang^q>+t 


Werden  t  und  5  wiederum  als  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten eines  Punktes  einer  Ebene  angesehen,  so  Termitteln 
diese  Formeln  die  Abbildung  des  gleicheckigen  Netzes  auf 
die  Ebene  der  ^,  s. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  B^  G  und  C  des  Sjm- 
metrienetzes  XVI  erhalten  dann  folgende  Werte  [vergl 
29a)  bis  y)  in  §  74]: 


)y) 
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H 


t 

s 


Ä 


B^ 


s^i-cotgff] 


t^sintpcosg). 


[ 


{ 
I 


cos^tpj 

1; 


COS^fPy 


B 


18 


{ 


Sn{ 


cotg  q)  cos^(py 
^cotg^q)] 


B. 


B. 


8 


B. 


6 


cotg^tp  cos^q>, 
\^cotg^<P] 

0, 
j-cotgq)] 

cotgg>cos^(py 

5  «4"  ^^^9^5 


B 


15 


{'■ 


x> 


B 


1% 


t 


tangtp  i  s 


-— 2cosV; 


r. 
{ 


Qo; 


5 
^ 


cos^q), 

JL. 
2  9 

0, 

2    ) 


35  d) 


■C: 


G. 


s 

t 


{:: 


1, 

cotg^q>cos^(pj 

0; 


s-l; 

^=  —  cotg^(pca8*(Pj 


35«) 


IM 


m:: 


^ 
^ 

s 

t 

s 

t 

s 

t 

s 


^cotg^q)cos^% 
\cotg^(p', 

cotgtpco^fpy 

COS^fp'y 

cotg^(pcos^(py 
cotgq)] 

cotg^q)COS^(Py 

1; 

sin<pcosq)j 

0; 


G 


2 


C: 


M 


a 


6 


t 
S 

t 

s 


i 


cotgq>co^q>f 
cotgq)cos^(p'y 

sin^fpcos^tp"^ 
cos^q>\ 

sinq>cosq)y 
cotg(p] 

1; 

—  sinq)COSq)y 
0. 


6» 
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Einem  Hauptkreise,  dessen  Ebene  in  Beziehung  auf  da» 
früher  gewählte  rechtwinklige  System  die  Gleichung: 

35g)  u'x  +  v'y  +  w^Z'^0, 

hat,  entspricht  in  der  Abbildung  die  Gerade: 

u  cos  %p         u 

Für  die  geraden  Linien,  welche  die  Bilder  der  Hanpt- 
kreise  6,  flf,  c  [vergl.  29«'),  29/3'),  29 y')  in  §  74]  sind,  er- 
geben sich  die  Gleichungen: 


35yO 


6i...5«0,  613...  — s +  1  —  0,  \^...t'-scos^q)^0] 


Ut)  ■  •  • 


t 


l 


f\  < 


*      cos*q>  »      "v  ^        y 

,  t 

0,1... = — h  2s  —  toiu/flp  =  0, 

^  co$*q>  J^       1 

fci2 ...  ^  +  2s  cos^tp  —  cotg^q)  cos^fp  —  0; 
^8  •  •  • ^ — h  cotg^w  =-  0, 

&7"« — ö tangw'^0, 

.  614 ...  —  ^  +  4s  cos*9  —  cotg^tp  cos^^i «  0; 

.  69 ...  ^  —  2s  co^^9  cos^g)  +.  cotg^ip  cos^q.  —  0; 

65... ,-  +2scoto*<p  — co^*cp«=0, 

cos^qp 

^6 ...  ^^  -  2s  tow^g?  +  tangq  -  0, 

610 ...  —  ^  —  2s  sintp  costp  +  co^^y  cos*  9;  —  0; 


35  Ä') 


'^Ti...^  — 0,  ^Tj...  — ^  +  2scos*y  — 0, 

ÖFj...  — 2S  +  C0^*9  — 0,    5f4...2s  — CöfflF^;  — 0, 

l  5^5...^  — 2scos29  +  cos*9  — 0,   5^^...^  — cos*y  — 0; 
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^  c^... 0.^  +  0. 5  +  1-0,   Ci...25-i-0; 
t 


35«') 


,    '-2s  +  cotgw^0. 
cos^q) 


Ca    •  m  • 


t 


cos*<p 


+  cotg  ^  —  0; 


t 


COS^(p 


+  2stang(p  —  cotg(f  —  0, 


^6  •  •  • 


^^  +  2scotgip-cotg<f~0; 


t 


•  •  ■       • 


sinq>cosq) 
t 


Cg ... 


—  25te«^9r  — 0, 


+  26-0; 


stnq)COsq> 
Cg...^— ^^  — 25coi^9  +co^*9  — 0, 


^10  •  •  •       ^ 


C05*9} 


Die  Gerade  \  stellt  also  die  T-Aze^  die  Gerade  ^^^ 
die  S'Axe  des  ebenen  Systems  dar,  der  Punkt  B^^  ist  der 
Koordinatenanfangspunkt,  C^  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes 
G-^G^G^^  c^  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  u.  s.  f. 

Jedem  Punkte  t^y  Sy  entspricht  als  Polare  die  Gerade 
[vei^l.  35  a)]: 

351,)  il-s)il-s,)cotg*<p+^- ^ff;,«;       ^+ss,-0, 

d.  h.  die  Polare  in  Beziehung  auf  die  den  Eernkegelschnitt 
des  Polarsystems  bildende  imaginäre  Ellipse  mit  dem  Mittel- 
punkte Cj: 

35*)    fi^^-2t,s*^  +  4s*tang*<p-2s  +  1^0. 

Zwischen  den  Koordinaten   t^^  s^   des  Poles  und  den- 
jenigen Uyy  Vy  der  Polare  bestehen  daher  die  Relationen: 
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35^') 


w, 


^1  —  s^cos^tp 
(1  —  sj  cotg^q)  cos^q) 

—  ti  +  4^1  cos^if—cotg^q)  cos^q> 
{l  —  $i)cotg^q)cos^(p 


und  umgekehrt: 


35d") 


t^ 


s,  — 


(t^i  +^1  +l)cos^(p 
Ml  COS*  g?  +  i'j  +  3  fan(7^  qp 

UiCOS*g?  +  t'i  +1 

-^  ■         ■,■-■—  ■■  ■       I  • 

w,  cos^q)  +  i'i  +  3  tang^q> 


4.  Mit  Hilfe  der  angegebenen  Relationen  lassen  sieb 
die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  Pj  innerhalb  des  Drei- 
eckes GiCyB^  oder  auf  den  Kanten  desselben  durch  einfache 
von  den  Grössen  t  und  s  (oder  r  und  <t)  abhängige  Aus- 
drücke charakterisieren  und  so  die  sämtlichen  besonderen 
Fälle  der  gleicheckigen  Netze,  die  diesen  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  u.  s.  f.  in  einfacher  Weise  darstellen 
und  unterscheiden.  Die  folgende  Zusammenstellung  enthält 
die  charakteristischen  Werte  für  die  einfachen  vollzähligen 
Gestalten  dieser  Gruppe  (vergl.  §  56,  3.). 
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Qleioheokige  Polyeder. 

28'.  Ikosaeder:  ^-»1,   s«*l; 

24'.  Pentagondodekaeder:  t^  \cotg^q>co^q>f 

5-  \cotg^q>\ 
26'.  (12+20)-flächiges  30-Eck:  t^co^q^s^^U 
26'.  (12-f  20)-.flächiges  12.5-Eck:  t,  s-1; 
27'.  (20+12)-flächiges  20.3-Eck:  t^scos^ffi 
28'.  (12+20+30)-flächiges  BO-Eck: 

t^(4:S-cofg^q)cos^q  oder  s-«  jf  —^ — i-cofp^v): 
29'.  (12-f20+30)-flächiges  2.60-Eck:^s. 
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35^0 


Gleiohflftohige  Polyeder. 
23.  Pentagondodekaeder:  r=»l,  <y  — 1; 

iang^q> 


24.  Ikosaeder:  t=-3 


CO^fp 


}  (f^3tang*q>] 


25.  Triakontaeder:  r= — •«— '   <J  — 1: 

cos'ip  ' 

26.  (12H-20)-eckiges  12.5-Flach:  r,  <T-1; 

27.  (20+12)-eckige8  20.3-Flach:  <y  — rco5*g>; 

28.  (12+20+30)-eckiges  60-Flach: 

(4'-6Cotg^g))co^q)  l+zcotg^(pco^q>^ 

29.  (12+20+30)-eckiges  2. 60-Flach:  t,  <y. 


§  78.   Anordnung  der  Eckpunkte  der  gleiekeekigen 
Netze.    Anwendung  auf  die  Polyeder. 

1.  Im  folgenden  sollen  die  wichtigsten  auf  die  Anord- 
nung der  Eckpunkte  der  gleicheckigen  Netze  bezüglichen 
Relationen  aufgeführt  werden,  welche  bei  der  Untersuchung 
der  vollständigen  Figuren  dieser  Netze,  sowie  der  zuge- 
hörigen Polyeder  Anwendung  finden. 

2.  Die  Eckpunkte  des  allgemeinsten  gleicheckigen  Netzes 
XVI'   dieser   Gruppe  lassen   sich,   wie  bereits   im   §  75,  3. 
hervorgehoben    wurde,    fünfmal    zu    Gruppen    von   je    fünf 
Netzen  XXIII'  zusammenfassen.     Daraus   ergeben  sich  mit 
Benutzung  der  früher   (§   67,  2)  für  die   Gruppierung  der 
Eckpunkte  eines  Netzes  XV',  dessen  gegenpunktige  Hemi- 
gonie  ein  Netz  XXIII'  bildet,  aufgestellten  Beziehungen  ent- 
sprechende Gruppierungen  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'. 
Dabei  entsprechen  bei  jeder  der  fünf  Gruppen  drei  Punkte  B^ 
w^elche  ein  Oktantendreieck  bilden,  und  deren  Gegenpunkte, 
vier   Punkte   C  und   deren    Oegenpunkte  (die   Mittelpunkte 
der  Oktantendreieck«),  und  sechs  Punkte  D  [die  Mittelpunkte 
der  Kanten  jener  Dreiecke,  vergl.  §  76  Formel  SSO*)]   und 
deren  Gegenpunkte  bez.  den  bei   dem  Netze  XV  mit  Ä^  C 
und  B  bezeichneten  Punkten. 
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3.  Was  die  Gruppierung  der  Eckpunkte  eines  Netzes 
XVI'  um  die  Punkte  JB,  Cr  und  C  anlangt  (rergl,  §  54,  y.\ 
so  sind  die  Ausdrücke  für  die  Cosinus  der  sphärischen  Ab- 
stände ^6»  ^gf  ^c  in  den  Formeln  30)  des  §  75  aufgesteUt 
worden.  Durch  Einfuhrung  der  Äbleitungskoeffizienten  t 
and  s  (§  77)  erhält  man  mit  Benutzung  der  Formeln  Mi) 
bis  34 'd')  folgende  Beziehungen,  wenn  di^  linken  Teile  der 
Gleichungen  35y'),  35d'),  SSf')  des  vorigen  Paragraphen 
nach  Substitution  der  Koordinaten  t^,  s^  des  Punktes  P^  mit 
(6.) 7  (ßk)i  {ci)  bezeichnet  werden: 

(h)  0\^cotg^w  (6,5) 

'       w  "  m  mstntpcosfp 


36«) 


(62) 


coset^ 


2  m 


I     COSBf^^ 


^      2m  • 


2m       '         *'*     2msin(pcosf 

2m  '*     2msin(pcoSip 

(b^)cotg*(p 
2m 

(h^cotg^q> 


'''''*' "^2^ 


W_-. 


sinffc^^ 


36/J) 


mco^cjp 
tu 

(^5) 


2m 


COSSg, 


COSSg^'^ 


}    COSSi,^^ 


2i«^m9fö5? 


mco59 
(9i)cofgq)cos(p 


COSSg^  — 


tu 

(9b)  . 


36y) 


cose« 


{ci)co'g^_cotgtp 
wys         w>/3 

Z-l,2,...10. 


m5m<)p 
{ci)cofg(p 


m 


V3 


4.  Wenn  man  einen  Punkt  der  Kugel  durch  seine  Ab- 
stände Bg,  Scj  Bf,  von  den  Eckpunkten  d^s  Dreieckes  GiC^B^ 
bestimmt,  wobei  [vergl.  34<J)  bis  9r)  in  §  77]: 

36ö)    cos* £6  +  [cosBc  tangq)  yo  —  cosB^y  cotgrg)  +  ~ — r-, '•* 


stn'fp 
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ist,  so  werden  die  60  Punkte  P  (bez.  deren  Gegenpnnkte)  durch 
folgende  Kombinationen  der  Werte  £^,  Cc^  Bö  (bez.  der  diese 


0) 


v&HiAK^^ev 

VWAAV      1 

P„... 

Bbn 

p,.. 

■•^^1 

»    «c»i   «6,, 

"12  •- 

'^^li 

1  «0 

€*„ 

p,- 

..fp. 

1  ^c.)   ^*4; 

P..- 

•*yal 

>    «c., 

*f.) 

p, ., 

•  •  ^^1 ; 

r   *c,,   *6o 

P,,... 

.  £p,. 

.   «c., 

^6e> 

p,' 

..f^, 

>    ^Cs)    *6rJ 

P,.v. 

'^^«' 

.  ««„ 

^6.i> 

.  p. . 

■•^^1 

>    ^C.,    ^6,, 

P16  •  • ' 

•  ht' 

.    <c., 

^ft|i7 

p, .. 

.f^.. 

>  «^;   ^io 

• 

Pl7-- 

'  ^ffii 

>  «*, 

«6a  > 

p,,. 

••^Pi 

}    ^C,,    f6o 

7> 

J.  18  . . . 

'  hi' 

>   *c„ 

«6,, 

p. .. 

>>fg^. 

r  *c„  «ft,, 

Pl9  •  • ' 

'^ff7i 

«c.» 

«6.» 

p 

.€g, 

>  ^<?»)  **i? 

P20  •  •  • 

^9.' 

. ««,. 

ffti, 

p«.. 

« •  ^^, 

■ 

P 

h. 

>   «c., 

«64» 

Pgj" 

,.  £^, 

»    ^c,,    ^4,, 

Pgj  • .  1 

'^9.' 

.  f«., 

«6.1 

■^23  •• 

.£p,. 

>    «c,,    «A,, 

P»-.. 

.Bg^ 

.  «c. 

«6„, 

P 

•«^.: 

)      ^C4j      ^6,0? 

P 
-^84  •  •  • 

,eg^. 

.   fc,, 

«6i4> 

■V86" 

.f^,. 

>    ^c»J    ^*u? 

^ 

P»-. 

'h^i 

,  180 

o-£c,„1800- 

*6u? 

p 

••^9»' 

>    *Cio?    ^*u? 

P 

-«^86  •  • ' 

'^9. 

,  180 

o-6c,  180«- 

«6«» 

P 

*•  ^9t 

>     ^Cio)     ^610 1 

P 

■«87  •  •  • 

'h* 

,  180 

'-«c,,    «6.., 

-^28  •' 

..fpj, 

>    *C^?    ^A.7 

P 

*^9*) 

,  180 

«Ci©)    *6i.l 

P 

••^Ä 

)    *C4j    «6,, 

• 

P 

'h%' 

.   «c,, 

«6s, 

^80- 

..fp. 

»    *Cb,    fft,, 

P«. 

'^94) 

1    *c., 

^64, 

P«. 

••^^5 

>  *c,,  «60 

P«- 

•i>. 

.  «<4» 

«6m* 

Pia*' 

••   ^P. 

>    *c,,    ^6,, 

« 

P 

s,,. 

. ««., 

«6,0 

P 

'•^^5 

>    ^c.,    «6„, 

• 

P 

•f<;. 

» *«., 

*6,., 

Pu. 

..  £g^ 

,  fc,  180«- 

■*»!.> 

Pm- 

•*». 

,  180 

«-ec.,  180«- 

«610) 

p« 

••^Ä 

,  180«-£,., 

180«- 

■  ^611  ? 

P»" 

.{,, 

,  180 

«-fc,,  180«- 

^6,, 

^46- 

••^^5 

,   180^-fe,, 

180»- 

■  **,!  ? 

P 

,f,. 

,  180 

«-«e„  180«- 

^6., 

-^  47  • 

..£p, 

,   1800- fe,, 

180»- 

■*6l4j 

P57-- 

•*». 

,  180 

«-^c.,  180«- 

■«»10) 

P 

•    ^y»< 

,180^-60., 

*»■.» 

PßS  •  •  • 

'«». 

,  180 

'-«c.,    «6,0 

-P49.. 

•*P»" 

1  ^c,,    fft,, 

• 

Pöo-* 

•'*. 

,  180 

~^c,o?    «6».- 

-^SO" 

••^^5 

>    fc«7    *6*l 

Peo-* 

,«^., 

,    *c., 

^6,. 

E 

^abei 

L  ist  €g^<  oder  >90ö, 

je  nacl 

idei 

m  der -Punkt  Pj 

in    dem  Dreiecke   B^  G,  F^  oder  in  dem  Dreiecke  B^  C^  J?\ 
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liegt;  Be,  ist  <  oder  >90°,  je  nachdem  P,  in  dem  Vier- 
ecke C7i  B^  D^  Ey  oder  in  dem  Dreiecke  D^  E^  G^  liegt  nnd 
fc,o  ist  <  oder  >90®,  je  nachdem  Pj  in  dem  Dreiecke 
Pi  Pi  6?i  oder  in  dem  Dreiecke  P^  P^  C^  liegt  (Fig.  29 
nnd  30). 

Für  die  Koordinaten  t,  s  eines  Punktes,  dessen  Abstände 
^^ft)  fei)  £0,  sind,  erhält  man  daher: 


360 


t 


s 


cosq>cotgfp  cossg^  {gj^ 

cotgtp  cossbt         (pi) 


"^ 


wobei  die  konstanten  Faktoren  A^,  X^  mit  Hilfe  der  Formeln 
35/)  bis  f')  und  36  a)  bis  y)  leicht  zu  bestimmen  sind« 

5.  Aus  den  Formeln  36  a)  bis  y)  ergeben  sich  auch  so- 
fort die  senkrechten  Abstände  p'*,  ...(>'*„;  (>Vi'-P'^«;  q'<h"'(/^ 
derjenigen  Grenzflächen  des  eingeschriebenen  gleicheckigen 
Polyeders  [XVI']  vom  Mittelpunkte,  welche  bez.  auf  den 
zweizähligen  Axen  OB^  den  fOnfzähligen  Axen  OG  und  den 
dreizähligen  Axen  OC  senkrecht  stehen. 

So  ist  z.  B.  [vergl.  34y')  und  34©  in  §  77]: 

2^ *•• 2 ' 


36«') 


(>V«rcöS66, 


pV. 


rcosSg^ 


Qei^rCOSSct 


m 


ys 


=-T- 


Für  das  umgeschriebene  Diakishexekontaeder  [XYI]  er 

hält  man    entsprechend    die   Abstände   (>6, •  •  •  (>6|, ;    P^i«-*Pa7 

Pe,  •  •  •  Pcio  derjenigen  Schnittpunkte  Tom  Centrum,  in  welchen 

sich  15mal  je  vier  Ebenen  auf  einer  zweizähligen,   6mal  je 

zehn  ü^benen   auf  einer  fünfzähligen   und    10 mal   je   sechs 

Ebenen    auf   einer    dreizähligen    Axe    vereinigen.      In   den 

Formeln: 

r  r  r 


9h 


COS£(,f 


P^k"" 


COSSg^ 


9ct 


COSii 
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sind  in  die  Ausdrücke  für  aw«**,  «wc^j,  cossci  oder  (6,),  (^*), 

(ct)  die  Werte  r ■=  -  und  0^   -  einzuführen.     So  ist  z.  B. : 
^  t  s 

_r 2rm      _  2tang^q)  2bpT 

**     cossi^      {b^)catg^q>       ^      \  ""     1 


365) 


-   j 


^     —fangq>     —  ^    —xcotgw 


r  r  m  , 


^«*p.     {9i)cos(p      ^(     2 


(—       +  C0/^*9  j  CÖS9) 


C05fc.     {Cg)cotg(p       '  1  .  2      ^^      ^  <y 

TSm(pcosq)     0  svtVip 

6.  Die  im  vorstehenden  gefundenen  Relationen  verein- 
fachen sich  für  die  besonderen  gleicheekigen  Netze  und  die 
ihnen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder;  die  Abstände  p 
erhalten  besondere  Werte  (auch  0  und  00)  und  werden  zum 
Teil  einander  gleich.  Mit  Hilfe  der  in  §  76  gegebenen 
Werte  und  unter  Benutzung  der  Tabelle  35*),  t')  in  §  77 
-wird  man  die  sämtlichen  Beziehungen  ohne  Mühe  erhalten. 
Ss  sollen  daher  im  folgenden  nur  die  charakteristischen 
Werte  für  einige  besondere  Varietäten  der  gleicheckigen 
IS^etze  dieser  Gruppe  aufgeführt  werden. 

7.  a)  Für  die  konjugierte  Varietät  der  Netze  XI' 
[vergl.  23 /J)  in  §  21]  tritt  zu  der  Bedingung  fci, . . .  —  5  +  1  =  0 
noch  diejenige: 

365)  *„  =  .,  oder^-'-^^^''  =  0 

■ 

liinzu,   d.  h.  die   Gleichung  des  im  Halbierungspunkte  von 
Cr^  Ci  errichteten  sphärischen  Perpendikels. 

Die  charakteristischen  Relationen  für  t  und  s  (oder  für 
's;   und  6)  sind  also: 

3650  ^-^-^-9',  s=l  und  r-1^'^»?^^-,    <,  =  !. 

"j/3  cosfp 

Bess,  Kagvlteilung.  84 
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7.  b)  Ist  Pj  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  (7|  G^  C^ 
eingeschriebenen  Kreises,  so  tritt  zu  der  Bedingung  —  5  + 1  *"0 
noch  diejenige: 


361?) 


«*,4 '=•«*..  oder     g- -(6i6)'='0  oder 
—  ■^t  +  Sscos^tp -^--^ ^  — 0 


hinzu,  d.  h.  die  Gleichung  des  den  Winkel  G^  Ö^  B^  halbie- 
renden Hauptkreises.  Damit  ergiebt  sich  entsprechend  den 
Beziehungen  23}/)  in  §  21  für  die  Archimedeische  Yarietit: 


d&rf)     ^^^^5  +  ^,    5«!  und  r- 


3^5 


2}/5  +  l 


>    <y«-l. 


7.  c)  Wenn  der  Punkt  P^  mit  dem  Punkte  E^  (§  54, 4. 
und  §  76,  2.),  d.  h.  mit  dem  Schnittpunkte  von  \^  und  c^ 
zusammenföllt,  so  folgen  f&r  die  Varietät  der  Netze  XI', 
deren  Eckpunkte  die  Punkte  E  sind,  die  Beziehungen: 


36^) 


sin2q> 


1/5 


«6.  =  ^f  d.  h.  ^        ^  '"^   und    ^        2  * 


8.  a)  Die  konjugierte  (nicht  konvexe)  Varietät  der 
Netze  XIII'  [§  23,  Formeln  25/5)  und  /S')]  ist  durch  die 
beiden  Gleichungen: 

6i5 . . .  ^  —  s  co^q>  ==  0, 

360 


.,  oder  ^-^?^^^.0 

1/3 


charakterisiert,  aus  welchen: 
360 


.       COtgq)COS(p 


folgt. 


1/3 


ySsing) 


8.  b)   Für   die   Archimedeische   Varietät   der   Netse 
XIII'  erhält  man  die  Gleichungen: 

\x)\ 

U6,««f6n  oder  «6„  — «6,,  oder  ^— 2sco^9J  +  coty»g'«0, 


36: 
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Yoa  welchen  die  zweite  den  den  Winkel  B^  Gr^  C^  halbierenden 
Hauptkreis  darstellt.  Damit  ergiebt  sich  [vergl.  die  Relationen 
25y)  in  §  23]: 

sex')  t^-",    s     '^^ 


21/5-3  7-1/5 

9.  a)  Die  Archimedeische  Varietät  der  Netze  XXII' 
wird  durch  die  beiden  Gleichungen: 

t  +  4s  cos^q>  —  cotj^q)  cos^tp  —  0, 

oder  t  +  ssin(p cosq)  —  cotgq) cos^q>  =  0 

bestimmt,  von  welchen  die  zweite  den  Halbierungshaupt- 
kreis  des  Winkels  G^  B^  C^  darstellt.  Damit  folgt  [yergl. 
52/J)  in  §  36  und  33g)  in  §  76]: 

36^0  t^-^.^     _,      -  ^ 


36 A)    I       *^*-- 


36f.)     I 


l/5(4-y5)  5]/5-9 

9.  b)  Für  diejenige  Varietät  der  Netze  XXII',  bei  welcher 
die  Schnittpunkte  F  der  Diagonalen  des  Vierecks  die  Eck- 
punkte darstellen,  erhält  man  [yergl.  52;/)  in  §  36,  §  54 
und  §  55,4.,  S3ti)  m  §  76]: 

6i^  . . .  —  ^  +  4 s cos^(p  —  cotg^(p  cos^fp  «  0, 

jFg ...  ^  — cos*9?  =  0; 
woraus : 

^^  '  4s«n*9 

resultiert. 

9.c)  Die  Varietät  endlich,  deren  Eckpunkte  die  Punkte 
J)  [§  54,  4.  und  33^)  in  §  76]  sind,  wird  durch  die  beiden 
Oleichungen: 

\^,„  —  t  +  4iSco^(p  —  cotg^(pcof?q>^0^ 


36i/) 


bestimmt,  aus  welchen 

«^  K  ^        .          A        1/5+2          cotg*ipcos*(p      1/5^+2 
36i;')  t^cotgg)Cos'<p-=^-   ^- ,  s^^^ r^lL.^ 

£olgt. 

24* 
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10.  Von  dem  allgemeinsten  gleicheckigen  Netze  XVI* 
mögen  noch  einige  bereits  früher  erwähnte  besondere  Varie- 
täten durch  die  zugehörigen  Werte  für  t  und  s  charakteri- 
siert werden. 

10.  a)  Für  die  konjugierte  Varietät  [vergl.  34i)  in 
§  28]  ergeben  sich  aus: 

^6i  ^  ^9i  ^  ^ci  ? 

oder  aus  den  Gleichungen: 

6f^^'=Sg^...t  —  s  cosq>  ^  0, 


36  g) 


cotgtpcosq) 

^9i  ■='  tc,  • .  •  t  --T—  ***  ^i 

*c,  —  «6,  .  .  .  ö  -  «  \Jj 


d.  h.  den  Gleichungen  der  in  den  Mittelpunkten  der  Kanten 
des  Dreieckes  C^B^G^  normal  errichteten  Haupikreise,  die 
Werte: 

36£')  ^^cotg(pcos(p^     ^^^^9^ . 

^  /S    "'       ""   ]/3'* 

10.  b)  Die  Archimedeische  Varietät  der  Netze  XVI' 
bestimmt  sich  durch  diejenigen  Werte  för  t  und  s^  welche 
den  drei  Gleichungen  der  Halbierungsbauptkreise  der  Innen* 
Winkel  des  Dreieckes  C^G^B^  [vergl.  7b),  8b),  9a)]  Genüge 
leisten,  nämlich  durch 


36«)  .        3  .    ..  g 

10.  c)  Die  Bedingimg 
36p)  gQ.,A^cos^q) 

bestimmt  alle  auf  dem  sphärischen  Perpendikel  B^F^  liegen- 
den Punkte  Pi  (Fig.  29  und  30)-  für  die  entsprechenden 
Varietäten  der  Netze  XVI'  liegt  der  Wert  für  s  zwischen  l 

und    .    .  g —  [Formel  36^')];  die  Bedingung 

36a)  c,o...~^^^^-25  +  co/(7V«0 

cos  (p 
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charakterisiert  diejenigen  Varietäten^  für  welche  der  Eck- 
punkt Pj  auf  dem  Bogen  SiD^  des  Hanptkreises  c^q  liegt, 
und  endlich  werden  durch  die  Bedingung 

36r)  Cg...^  =  s5in29 

alle  diejenigen  Varietäten  bestimmt,  für  welche  der  Eck- 
punkt P^  auf  dem  Bogen  DiE^  des  Hauptkreises  c^  liegt 
[vergl.  die  Bemerkung  nach  36©)], 

11.  In  dem  durch  die  Hauptkreise  b^  g  und  c  bestimmten 
sphärischen  Gebilde  (Fig.  29  und  30)  lassen  sich  fernerhin 
die  Hauptkreise  ä,  ß,  /*,  welche  bez.  die  Polaren  zu  den 
Punkten  2),  E^  F  sind,  konstruieren  und  so  weitere  Schnitt: 
punkte  erhalten,  welche  besondere  Varietäten  der  gleich- 
eckigen  Netie  dieser  Gruppe  bestimmen  und  für  welche  die 
charakteristischen  Werte  von  t  und  s  oder  r  und  <T  nach 
dem  Vorstehenden  leicht  bestijpmt  werden  können.  Be- 
merkenswert ist,  dass  diese  Werte,  wie  auch  die  im  vor- 
hergehenden aufgeführten,  meistens  irrational  sind.  Auch 
lassen  sich  die  rechtwinkligen  Koordinaten  jener  Punkte  mit 
Anwendung  der  Formel  35«)  in  §  77  leicht  erhalten. 


§  79.    Analytische  Barstellang  der  Hanptkreise 

der  gleicheckigen  Netze. 

m 

1.  Die  Gleichungen  der  Hauptkreise  eines  Netzes  XVI  ^, 
sowie  der  besonderen  gleicheckigen  Netze  dieser  Gruppe 
lassen  sich  mit  Hilfe  der  in  den  beiden  vorhergehenden 
Paragraphen  entwickelten  Formeln  in  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten oder  in  den  Ableitungskoeffizienten  t  und  s  (als 
Gleichungen  der  entsprechenden  Geraden  der  Abbildung) 
ohne  Schwierigkeit  aufstellen  und  so  auch  die  bereits  im 
§  54,  8.  hervorgehobenen  Lagebeziehungen  und  Gruppie- 
rxmgen  analytisch  verfolgen. 

2.  Die  90  Hauptkreise  des  Netzes  XVI'  zerfallen  in 
drei  Gruppen  von  je  30  (vergl.  §  54,  4.);  von  den  Haupt- 
kreisen jeder  Gruppe  gehen  je  zwei  durch  einen  Punkt  B 
hindurch  [s.  Fig.  14  a)]. 
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2.  a)  Die  30  Hauptkreise  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  Pj  P^) 
stehen  auf  den  Kanten  B^  C^  des  Symmetrienetzes  in  den 
Punkten  J^  [Fig.  14/3)]  senkrecht.  Die  Gleichung  des  Haupt- 
kreises -Pi-Pn  ist: 

37  a)    X  cos  ft,^  "gcos  56,,  *=  0  oder  x  —  is  tanga^x)  =  0 

[vergl.  Formel  34 1^)  in  §  28]  oder  in  den  Ableitungskoeffi- 
zienteU;  wenn  f^,  5^  die  Koordinaten  des  Punktes  P^  und 
t^  s  laufende  Koordinaten  bedeuten: 

37/J)  s-5i  =  0. 

Die  Gleichungen  sämtlicher  Hauptkreise  dieser  Gruppe 
lassen  sich  leicht  unter  Anwendung  der  in  den  vorhergehen- 
den Paragraphen  gegebenen  Regeln  erhalten«  Die  Pole 
dieser  Hauptkreise  liegen  auf  den  Kanten  B^G^  und  zwar 
zwischen  B^  und  E^^  bestimmen  also  je  eine  Varietät  der 
gleicheckigen  Netze  XI'.  «Zu  den  in  diesen  Polen  an  die 
Kugel  gelegten  BerOhnmgsebenen^  also  zu  den  Grenzflächen 
je  einer  Varfetät  der  gleichflächigen  Polyeder  [XI]  sind  die 
Ebenen  jener  Hauptkreise  parallel. 

Man  erhält  die  charakteristischen  Werte  t\,  s\  för  die- 
jenige Varietät  eines  solchen  Netzes  XI',  welche  einem  durch 
die  Werte  t^^  s^  bestimmten  Netze  XVI'  entspricht,  einfech 
dadurch,  dass  man  die  Gleichung  desjenigen  Hauptkreises 
dieser  Gruppe  aufstellt,  dessen  Pol  auf  i?^  G^  liegt. .  Als 
die  Gleichung  dieses  Hauptkreises  P^  P^  ergiebt  sich: 

37y)  y  cos  Si,^^  +  js  cos  it,^  —0 

oder: 

37  y')  f-T-^-^-  +s(28,'-cotgq))^0, 

'  ^  stnq)COS<p        ^    *  ^^^ 

Hieraus  folgen  [vergl.  die  Formeln  35 /J)  und  35  d*")  des  §  77 
die  Koordinaten  des  Pols: 

37tf)  ,    ^^- s, <^otg<pcos^<p, 

1  s^-^h 

Man  bestätigt  leicht,  dass,  wenn  für  s^  die  den  Punkten 
B^  und  Ci  entsprechenden  Werte  in  diese  Formel  eingeaetit 


i 


§  79.  Anal.  Dantellg.  d.  Haaptkreise  d.gleicHeck.  Netze.      375 

werden,  die  Koordinaten  der  Punkte  B^  bez.  E^  [%  78,7c) 
unter  36^)]  resultieren. 

2.  b)  Die  30  Hauptkreise  der  zweiten  Gruppe  (z.  B. 
PjPiq)  stehen  auf  den  Kanten  B^G^  in  den  Punkten  Je 
[Fig.  14/3)]  senkrecht.  Hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unter- 
scheiden (vergl.  §  54,  4.) ,  ob  der  Punkt  Je  zwischen  B^  E^ 
oder  zwischen  -E,  G^  liegt. 

In  dem  erster en  Falle  sind  die  Ebenen  der  30  Haupt- 
kreise parallel  zu  den  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XIII], 
welches  in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  den  Eckpunkten 
des  zugeordneten  Polarnetzes,  der  Kugel  umgeschrieben 
ist.  Die  Varietät  des  durch  diese  Pole  bestimmten  gleich- 
eckigen Netzes  XIII'  ergiebt  sich  &us  den  Koordinaten  für 
den  auf  B^C^  liegenden  Pol  des  Hauptkreises  B^^P^^  näm- 
lich aus: 


37«) 


,  f.  —  5|  cos^w 

x\^r  cos  Bk  =  -^ — T-^ j 

'      m  stntp  cos(p 

I  h 

z\  '^rcossf,,  =  ~i 

m 


durch  die  Werte: 

bestimmt. 

Werden  in  diese  Formeln  fQr  t^,  s^  bez.  die  Koordinaten 
der  Punkte  l^^,  E^  eingesetzt,  so  resultieren  diejenigen 
der  Punkte  B^^  C^ 

Liegt  im  zweiten  Falle  der  Punkt  Je  zwischen  E^  und 
Gij  80  liegen  die  Pole  der  Hauptkreise  auf  den. Kanten  CG 
und  zwar  zwischen  C^  und  F^.  Die  Ebenen  der  Hauptkreise 
sind  alsdann  zu  den  Grenzflächen  bestimmter  Varietäten  der 
f  olyeder  [XXII]  parallel;  die  Varietät  der  gleicheckigen 
JNetze  XXir,  deren  Eckpunkte  jene  Pole  sind,  ergiebt  sich 
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aus   den*  EoordiDaten    des    zwischen   C^   und   F^   liegenden 
Poles  (vergl.  Fig.  29)  des  Hauptkreises  P^g  P^ : 

Z\  «  r(Cö5f6,COS£*,  —  COS€t,nOSSb\)  =         o     (1— Sj)  -; — 


^f 


durch  die  Werte: 


37-^) 


.  ^    —s^cotgtp 
,,       sin*(p  9        j  h 


-^  A.s,tang9  2sm*^>(J^^  +  s,ta^<f^ 


bestimmt.  Setzt  man  in  diese  Formel  für  t^^  s^  bez.  die 
Koordinaten  der  Punkte  E^^  G^  ein,  so  ergeben  sich  die- 
jenigen der  Punkte  C^^  F^. 

2.  c)  Die  30  Hauptkreise  der  dritten  Gruppe  endlidi 
(z.  B.  Pj  Pj)  stehen  auf  den  Kanten  C^  G^  in  den  Punkten 
Jb  [Fig.  14/3)]  senkrecht  Auch  hier  sind  wesentlich  zwei 
HauptföUe  zu  unterscheiden  (yergl.  §  54,  4.),  je  nachdem 
der  Punkt  Jt,  zwischen  C^  J\  oder  zwischen  P^  G^  liegt,  wo- 
bei im  zweiten  Hauptfalle  sich  die  beiden  Unterfalle  er- 
geben,  je    nachdem    der    Punkt    Ji,    zwischen    F^  D^    oder 

zwischen  D^  G^  liegt  (s.  Fig.  29). 

« 

Wenn  der  Punkt  Jf,  im  ersten  Hauptfalle  zwischen 
C^  F^  liegt,  so  sind  die  Ebenen  der  30  Hauptkreise  parallel 
zu  den  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XIj,  welche  in  dai 
Polen  dieser  Hauptkreise  die  Kugel  berühren«  Diese  Pole 
bestimmen  eine  solche  Varietät  eihes  Netzes  XI',  f&r  welche 
die  Eckpunkte  zwischen  F^G^  liegen,  also  auf  demj^oig«^ 
Bogen,  welchen  die  Eckpunkte  der  Varietäten  37^)  [unter  »)] 
nicht  einnehmen.  Die  charakteristischen  Werte  fiSr  jene  Va- 
rietät folgen  aus  den  Koordinaten  fär  den  Pol  des  Haopt- 
kreises  PsiP«©«     Aus 
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f«'i=0, 


37  t) 


r  cossi.  == 


2  m 


folgen  die  Werte: 


37  x)        iy 


tfi'^y  +  l 
COS*  9? 


simpcos^^  s'i==l. 


Werden  in  diese  Formel  für  t^^  s^  bez.  die  Koordinaten 
der  Punkte  C^,  F^  eingesetzt,  so  resultieren  diejenigen  der 
Punkte  J?i,  <?i. 

Im  zweiten  Hauptfalle,  in  welchem  J^  zwischen  F^ 
und  G^  liegt,  nehmen  die  Pole  der  Hauptkreise  auf  den 
Kanten  C^  G^  ihre  Lage  zwischen  G^  und  F^  ein  und  zwar 
entspricht  einem  zwischen  F^  D^  und  D^  G^  liegenden  Punkte 
Jb  bez.  ein  zwischen  (t^  D^  und  D^  jF^  in  Beziehung  auf  den 
gemeinsamen  Punkt  D,  symmetrisch  liegender  Pol.  Die 
Ebenen  der  Hauptkreise  sind  also  zu  den  Grenzflächen  be- 
stimmter Varietäten  der  Polyeder  [XXII]  parallel  und  zwar 
solcher,  welche  unter  b)  [Formel  37 '9')]  ausgeschlossen  waren. 
Man  erhält  die  für  die  Varietät  des  entsprechenden  gleich- 
eckigen Netzes  XXII'  charakteristischen  Werte  t\^  ^^  aus 
den  Koordinaten  för  den  Pol  des  Hauptkreises  P^P^^: 

^  —  ö"T^2  -  ( — I '^^l  +  ^0^*9^)  (^1  —  cos*9), 

2  m*  sinrg>\cas*q>         ^         i^^jw  ^/7 

Vi «  r  {cos  fö,  cos^ö,  —  cos  60,  cos  BöJ 

s/l'^r  (C0S€ö,  COSSt,^  —  00s  €b^  COSSb,) 

2w*  sm^q)  \cos*q>         *  '      ^  ^y    1  > 
welchen: 


37  A) 
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37/*) 


'  ,      /,  tang^p  +  cotgip  cos*(p 
1 1= smtpcos^, 

— I smrw 

cos^q> 

^     t 

1  •     9 

--% sm^w 


folgt.  Man  bestätigt  leicht,  dass,  wenn  für  f^,  s^  bez.  die 
Koordinaten  der  Punkte  F^^  D^,  6?^  in  diese  Formeln  sub- 
stituiert werden,  diejenigen  für  die  Punkte  G^^' D^^  F^  sich 
ergeben.  Die  erste  Formel  ändert  sich  nicht  durch  die 
Vertauschung  von  t^  und  t\, 

2.  d)  Die  unter  a)  bis  c)  hervorgehobenen  Beziehungen 
für  die  Lage  der  Punkte  eT"  und  der  Pole  der  Hauptkreise,  welche 
die  Kanten  des  Netzes  XVI'  bilden,  stellen  sich  sehr  anschau- 
lich dar,  wenn  man  den  Punkt  Je  successive  den  Umfang  des 
Dreieckes  B^  G^  G^  durchlaufen  lässt.  Der  entsprechende 
Pol  durchläuft  dann  in  entgegengesetztem  Sinne  den  Umfang, 
wobei  die  folgenden  untereinanderstehenden  Punkte  sich  ent- 
sprechen und  im  Punkte  D^  wiederum  das  Zusammenfallen 
stattfindet: 


^'^>'  \B,E,a,B,F,C,B,. 


Diejenigen  Beziehungen  zwischen  den  Formeln  37^)  und 
37  g);  370^)  und  37  x);  37  ft),  welche  sich  dementsprechend 
durch  bezügliche  Vertauschung  der  Grössen  t^^  $^  und  t\^ 
^i  ergeben,  wird  man  leicht  erkennen. 

3.  Die  Hauptkreise  der  Netze  XI',  XIII'  und  XXII' 
lassen  sich  als  besondere  Fälle  der  Hauptkreise  des 
Netzes  XVI'  (vergl.  §  54,5.)  erhalten  und  durch  die  zuge- 
hörigen charakteristischen  Werte  für  t\^  sf^  kennzeichnen, 
indem  man  in  die  unter  2.  hergeleiteten  Formeln  die  beson- 
deren Werte  für  f^,  s^  [aus  35 1),  t')  des  §  77]  einfahrt. 
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§  80.    Yeränderliches  Pentagonhexekontaeder- 
netz   XXYII  und   zugeordnetes   gleicheekiges 

Netz  XXYII'. 

1.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XXVII 
(vergL  §  43  und  §  55),  welche  eine  Kombination  der  Eck- 
punkte 6?,  C  und  der  60  Eckpunkte  P^,  P4...  (Fig.  2b ß) 
eines  Netzes  XXVII '  bilden,  sind  bereits  in  §  64,  29/3),  y) 
und  in  §  75,  4.  dargestellt  worden  [vergl.  auch  35  d),  s)  in 
§  77  und  360),  (Q  in  §  78J. 

2.  a)  Von  den  Kanten  eines  Netzes  XXVII  gehen  (vergl. 
§  55,  3.)  60  zu  je  fünf  unter  gleichen  Winkeln  von  72^ 
gegeneinander  geneigt  durch  die  Punkte  G  und  G\  Die 
Pole  dieser  Hauptkreise  liegen  zu  je  zehn  auf  einem  Haupt- 
kreise g  und  bestimmen  ein  Netz  XX VH',  dessen  Varietät 
sich  aus  den  Koordinaten  des  Punktes  ergiebt,  welcher  der 
auf  -Bi  i^i  liegende  Pol  des  Hauptkreises  G^  Pgg  ist.  Für 
diese  Koordinaten  erhält  man: 


38«) 


x^rcosq)COseb^^ 


y^^rsimpcossf,^^ 


cotg^w  .^        V 
m     ^ 


m 
ss^r  (sin(p  cosBt,  —  co8^>  cos^^^  = 


^  ^  ( 1  —  s  j )  sin  gj , ' 

1 


m  sintp 


(«i-'i)? 


damit   ergiebt    sich    die    Varietät   des   Netzes   XXVII',    als 
gyroidische  Hemigonie  eines  Netzes  XVI',  durch  die  Werte: 


38/J) 


h-S  _._ 

—  ty  +  2Sy  sm^tp  +  sintp  cosip 


s^o) « 


bestimmt  [vergl.  3Qq)  unter  10c)  in  §  78]. 

2.  b)  Weitere  60  Kanten  gehen  zu  je  dreien  unter  gleichen 
Winkeln  von  120^  gegen  einander  geneigt  durch  die  Punkte 
C  und    C*]   die   Ebenen    dieser    Hauptkreise    sind    zu    den 
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Grenzflächen  der  gyroidischen  Hemiedrie  eines  solchen  Dia- 
kishexekontaeders  parallel,  bei  welchem  die  Berührung- 
punkte  der  Grenzflächen  zu  je  sechs  auf  einem  Hauptkreise 
c  liegen.  Die  Varietät  des  durch  diese  Berührungspunkte 
bestimmten  Netzes  XXYII'  ergiebt  sich  aus  den  Koordinatea 
des  auf  B^  Di  liegenden  Poles  des  Hanptkreises  C^q  P^^  oder 
des  auf  D^  E^  liegenden  Poles  des  Hauptkreises  (7g  T^  [s. 
Fig.  25/3)  und  29]. 

2.  c)  Endlich  gehen  30  Kanten  durch  je  einen  der 
Punkte  B  und  f ;  die  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  pa- 
rallel zu  den  Grenzflächen  eines  der  Polyeder  [XI],  [XX!!] 
oder  [XIU].  Man  erhält  die  Varietät  der  durch  die  Pole 
jener  Hauptkreise  bestimmten  gleicheckigen  Netze  XI\ 
XXn',  Xni'  aus  den  Koordinaten  des  auf  B^  E^  G^  liegenden 
Poles  des  Hauptkreises  B^^P^^  oder  des  auf  G^DiF^Ci 
liegenden  Poles  des  Hauptkreises  B^^  P^^  oder  endlich  des 
auf  Cy  B^  liegenden  Poles  des  Hauptkreises  B^^  P^, 

3.  Die  Eckpunkte  5ßi,  ^ßj...  [Fig.  25/3)]  des  dem  Netze 
XXVn  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  (§  55)  sind  die 
gyroidische  Hemigonie  eines  Netzes  XVI'.  Die  zwischen 
den  Punktsystemen  P  und  ^  bestehende  St  ein  er  sehe  Ver- 
wandtschaft lässt  sich  wiederum  durch  folgende  Relationen 
charakterisieren,  in  welchen  die  accentuierten  Grossen  ^^ 
^'c„  ^'ft,;  ^'i,  s\  den  Punkten  5ß  entsprechen. 


'»> 


Aus  den  Gleichungen  64 <7)  des  §  43: 

39)    «^,,  +  ^',.-=36%  a',.  +  ^'c,«60^  ^6.  +  ^V«=90^ 

folgen  mit  Benutzung  der  Formeln  34  g)  in  §  28,  sowie 
derjenigen  36a),  35}/')  und  35/3)  des  §  77  leicht  die  drei 
Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten  t^  s  des  Punktes  P^ 
und  denjenigen  t^^  s^  des  Punktes  ^^i 


39a) 


(1  -  Si)  {s\  - 1\)  CGtg^ip  +  (1  -  s' J  (5^ «  fj  eotg"^ 


39/}) 


§  80.   Veiünderliches  Pentagonhexekontaedemetz  XXVII  etc.  381 


0, 


39  y) 


(1  —  Sj)  (1  —  s\)  cotg^tp  cos^fp 
—  ik  —  ^1  cös^g>)  (/'i  —  s\  cos^q>)  -  a- 


0. 


Je  zwei  dieser  Gleichungen,  welche  durch  Yertauschung 
der  accentuierten  und  der  nicht  accentuierten  Grossen  un- 
geändert  bleiben^  gestatten,  die  Werte  t^^  s^  oder  t\^  s\, 
d.  h.  die  Koordinaten  zweier  konjugierten  Pole,  in  einfacher 
Weise,  die  einen  durch  die  anderen  auszudrücken. 

Für  ti^t\  =  ty  Si^s\  =  s  erhält  man  aus  39a),  39 /J), 
39  7^)  die  Gleichungen  der  drei  Linienpaare  (oder  der  Haupt- 
kreispaare auf  der  Kugel);  welche  durch  die  vier  Basis- 
punkte der  Verwandtschaft  hindurchgehen;  dies«  drei  Paare 
yon  Hauptkreisen  gehen  durch  die  Mittelpunkte  2^,  T^,  T^, 
T^  der  vier  Kreise,  welche  bez.  dem  Dreiecke  G^C^B^  (dem 
Diagonaldreieck  des  Kegelschnittbüschels)  und  den  Neben- 
dreiecken CiB^G\^  -^i^i^'i  ^i^^d  G^C^B\  eingeschrieben  sind. 

Als  Gleichungen  dieser  Linien-  (oder  Hauptkreis-)  paare 
erhält  man: 

39d)  2(1- s){S'-t)cotg^q: V-(5-0'+(l-s)'co^i/'(P«0; 


39«) 


2 ^  +  45  —  cotg^q>      -  -  ^ cotg^q> 

r  3^                 "|2         r        ^  "]2 

—     —  ^ cotg^q>     +3 ^—  -f  4s  —  cotg^(p 


=  0-, 


39Ö     {\-sycotg^<pcos^(p-  -^  U-^scos^qy^O', 

cos  q> 

•d.   h.: 
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T^T^...t-2scos^(p  +  cotg^(p^0 
39*0       ^        [vergl.  36x)  in  §  78], 

iTi  T, ... 3t'-ßscos*(p  +  cotg*q> cas^ip -=  0 
[vergl.  361?)  in  §  78], 
Tg  T^.,.t+2s  co^q)  —  ^tg^  ip  cos^  q>  ^  0; 

T,  T^ ...  ^  +  s sin<p  Cö5(p  —  cotg<p  cos^q> ««  0 

3950  [vergl.  36 A)  in  §  78], 

1  T^T^...t  —  $cotg^(pcos^q>  +  cotg<p€Os^q>'^0] 

und  äIs  Koordinaten   der  vier  Basispunkte  Ti,  T^,   Tj,  T4 
resultieren: 


39,) 


T, 


3^5-1 

^  =  -     6 - 


[vergl.  36  w)  in  §  78]; 


<= 


s  = 


=-> 


2 

51/5-9 


,     21/5  +  3 
c= — , 

31/5 
1 


5«= 


3sm*<3P  ' 


y  I  t^cotgq>cos% 


In  die  Formeln  39  a)  bis  39??)  lassen  sich  leicht  die 
cossi,^  einführen  und  damit  die  entsprechenden  analytischen 
Ausdrücke  in  rechtwinkligen  Raumkoordinaten  herleiten. 

4.  Die  Kanten  der  gleicheckigen  Netze  XXVII'  (vcigL 
§  55,  4.)  gehen  durch  die  auf  den  Hauptkreisen  g^  (?,  i 
liegenden  Eckpunkte  des  Polarnetzes  hindurch.  Die  Glei- 
chungen dieser  Hauptkreise,  welche  zwei  Gruppen  von  je  60 
und  eine  Gruppe  von  30  Hauptkreisen  darstellen ,  sowie  die 
Varietäten  der  durch  die  Pole  dieser  Hauptkreise  (die  Eck- 
punkte des  zugeordneten  Polametzes)  bestimmten  gleich- 
eckigen Netze  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  unter  Benut- 
zung der  gegebenen  Formeln  erhalten.  Ebenso  einfach  ge- 
staltet sich  die  Anwendung  der  im  vorstehenden  entwickelten 
Beziehungen  auf  die  den  Netzen  XXVH'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder. 


( 


Sechstes  Kapitel. 

Anwendungen  nnd  Erweiterungen  der  bisherigen 

Betrachtungen. 

Erste  Abteilung:  Beziehungen  zn  gewissen  Problemen 
der  Algebra  nnd  der  Fnnktionentbeorie. 


§  81.  Ble  Kugel  oder  die  Projektionsebene  als  Trägerin 
des  Wertgebietes  einer  komplexen  Tariabeln. 

1.  Wir  wollen  zunächst  die  Beziehungen  kurz  hervor- 
heben, welche  die  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  gewon- 
nenen Resultate  zu  gewissen  Problemen  der  Funktionen- 
theorie und  der  Algebra  darbieten.  Durch  die  (in  §  2,  S.  2 
u.  3  zitierten)  Arbeiten  von  Riemann,  Schwarz  u.  a. 
einerseits  und  diejenigen  von  F.  Klein,  Wedekind,  6or- 
daU|  Brioschi,  Puchta  u.  a.  andererseits  ist  die  Be- 
deutung der  von  uns  in  massgeometrischer  Hinsicht  be- 
handelten Probleme  der  Kugelteilung  für  die  angegebenen 
Disziplinen  der  Mathematik  aufgedeckt  und  genauer  unter- 
sucht worden. 

Was  insbesondere  die  Beziehungen  zur  Algebra  und 
der  Theorie  gewisser  binärer  Formen  anlangt,  so  sind  diese 
zuerst  von  F.  Klein  erkannt  worden,  welcher  auch  den  Zu- 
sammenhang dieser  Probleme  mit  den  von  Riemann  und 
eingehender  von  Schwarz  behandelten  dargelegt  hat. 

2.  Wir  beschränken  uns  darauf,  die  wesentlichsten 
dieser  Beziehungen,  unter  welchen  sich  auch  einige  —  bis- 
lier  nicht  bemerkte  —  finden  dürften,  in  diesem  Abschnitte 
hervorzuheben  und  schlagen  hierbei  den  umgekehrten  Weg 
ein,  als  welcher  in  den  aufgeführten  Arbeiten  befolgt  wurde. 

3.  Indem  wir  zunächst  von  den  im  Kap.  11  hergeleiteten 
regulären  Netzen  I  bis  YII  ausgehen,  projizieren  wir  die- 
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selben  stereographiseh  auf  die  Ebene  eines  der  Symmetrie- 
hauptkreise dieser  Netze«  (Die  beigefügten  Figuren  stellen 
sämtlich  derartige  stereographische  Projektionen  dar.)  Eine 
solche  Abbildung  ist  bekanntlich  eine  konforme,  d.  b.  die 
sphärische  Figur  und  ihr  ebenes  Abbild  sind  in  den  kleinsten 
Teilen  ähnlich  (isogonal). 

Als  Ebene  der  Abbildung  wählen  wir  in  der  Regel  die 
bei  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  benutzte  XY- 
Ebene,  als  Projektionspunkt  den  Endpunkt  der  abwärts  ge- 
richteten (negativen)  Z-Axe.  Alsdann  werden,  wenn  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  eines  projizierten  Punktes  (x. 
y^  0)  der  Kugelfläche,  dessen  polare  Koordinaten  £a,  ^«  sind, 
durch  S,  ij  bezeichnet  werden,  die  Beziehungen  zwischen 
den  Elementen  des  sphärischen  Netzes  und  der  ebenen  Ab- 
bildung desselben  durch  die  Formeln  dargestellt: 


m) 


X 


^^^"  iq.  t,2  (^  ~  '^)  =  ''  ^^^^9  2  ««  cos  ^n  1 


wobei  Ba  den  sphärischen  Abstand  eines  Punktes  der  Kugel 
vom  Gegenpunkte  des  Projektionspunktes  bedeutet. 

Die  komplexe  Variable: 

41a)  f  =  r  (g  +  j?i)  =  r  t4zng^  Sa  e'^^ , 

oder  in  homogener  Form,  wobei  i^^r  der  Längeneinheit 
entspreche: 

stellt  alsdann  die  Gesamtheit  der  Punkte  der  Kugelfläche 
oder  der  Projektionen  derselben  auf  die  1 17 -Ebene  dar,  je 
nachdem  die  Kugelfläche  oder  die  Projektionsebene  als  Trä- 
gerin des  Wertgebietes  der  Variabeln  1  +  ^^  aufgefasst  wird. 
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Die  Endpunkte  der  positiven  und  der  negativen  Z-, 
X'  und  F-Axe  entsprechen  beziehungsweise  den,  Werten 
g«0,  00;  1,  —  1;  i,  — «,  wobei  r  gleich  der  Längeneinheit 
angenommen  ist. 


^  82.  Darstellung  der  regulären  und  der  gleich- 
eckigen Netze  der  ersten  Hauptklasse. 

1.  Die  Eckpunkte  der  beiden  regulären  Netze  I  und 
n  (§  8  und  §  59)  der  ersten  Hauptklasse  werden,  wenn  die 
Ebene  des  Hauptäquators  a  als  $17- Ebene  gewählt  wird, 
durch  die  komplexen  Werte: 


360^  .   .   .   ,360« 


iini 


la)  t'^cosl hisinl =e  »  ?  /«0, 1,2,  ...n  — 1, 

IIa)   g  =  0,  00, 
d.  h.  durch  die  Wurzeln  der  Gleichungen: 

Iß)  e''- 1  -=  0  oder  F,  =  ^.-^  £,'•  =  0, 

H^)  .Ä-5,g,==0 

dargestellt. 

Die  Hesse  sehe  Determinante  der  binären  Form  Fj^  ist, 
abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor*— n*(n  — 1)*: 

42«)  Ä,  =  ai6.)-*  =  ff-*; 

die  Gleichung: 

42/3)  fri-(t,g,)-«-o 

stellt  also  die  beiden  n— 2 -fach  zählenden  Eckpunkte  des 
[Netzes  II  dar. 

Als   Jacobische   Determinante   von  F^  und  H  erhält 
maUi  abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor  2n: 

42y)    •  j;  =^  gl- +  g,« ; 

die  Gleichung: 

42d)       -  F,-5i»+5,«==0 

stellt  also  die  Eckpunkte   eines   Ereisteilungsnetzes   I   dar, 
^reiches  ans  dem  obigen  (Iß)  durch  eine  Drehung  von  der 

Hesf,   Kngelteilung.  25 
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180^ 
Amplitude   um  eine  der  beiden  n- zähligen  Hauptaxen 

resultiert.    Dieser  Drehung  entspricht  analytisch  die  lineare 
Substitution: 

!io  ^                9»     y(      180«      .   .    180^      ,   T 
A2b)  &  =51  cos  —    +%s%n )  =  Cc    . 

2.  Die  Gleichung  (Kreisteilungsgleichung): 
1/8)  j;  =  0  oder  S«-1  =  0 

hat  die  Eigenschaft,  durch  die  linearen  Substitutionen: 

ungeändert  zu  bleiben,  wobei  durch  diese  TransformatioDen 

jede  Wurzel  6fc  in  jede  andere  im  verwandelt  werden  kann. 

Diesen    linearen   Transformationen    entsprechen   geometrisch 

360« 
Rotationen  von  der  Amplitude  l um  eine  der  beiden  »- 

zähligen  Hauptaxen. 

Ebenso  bleibt  die  Gleichung  (1/3)  durch  die  Substitu- 
tionen: 

42,)  VVV'"-T 

ungeändert;  denselben  .entsprechen  Rotationen  von  der  Am- 
plitude 180^  um  je  eine  (oder  die  entgegengesetzt  gerichtete) 
der  2n  zweizähligen  Queraxen  (§  10,  3.) 

Dieselbe  Eigenschaft,  durch  die  linearen  Substitutionen 
[42g)  und  42?})]  ungeändert  zu  bleiben,  kommt  den  beiden 
Gleichungen: 

42-^)  Ä»:Hg*-0 

imd 

420  j;  =  £»  +  i==o 

zu;  zwischen  den  linken  Teilen  der  Gleichungen  besteht  die 
einfache  Relation: 

42  x)  F^^-F^^  +  4.E^^Q. 

Ist  n»2j>   eine   gerade   Zahl,   so  bleiben    diese   drei 
Gleichungen  auch  durch  die  linearen  Substitutionen: 


42  A) 
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1  £  £«  £«'-» 


r     r     r        s 

uugeändert.  Diese  Sabstitutionen  unterscheiden  sich  wegen 
£''  =  —  1  nur  durch  die  Anordnung  von  denjenigen  42 1}), 
da  durch  die  Drehung  von  180**  um  eine  der  zweizähligen 
Axen  je  ein  Wurzelpuukt  mit  seinem  Gegenpunkte  zur 
Deckung  gebracht  wird. 

3.   Bilden  wir  nun  aus  je  zweien  der  Gleichungen: 

43a)  f,  z:  g/»  - 1  =  0  oder  ti"  -  Sj'  =  0 

43^)  ^.-f  +  l-O     „     e,"  +  J,'  =  0 

43y)  HP=.t^        =0     „     ^i'^     =0 

die  Gleichungen: 

44«)     f^«-Xiir^  =  0,  d.h.  g*^+l-(2  +  Xi)gP  =0 

oder  ti"  +  e,*"  -  (2  +  X,)  t,"  t»"       =  0, 
44^)     f,«-X,ir'  =  0,  d.  h.  g*''  +  l-(X,-2)g^=0 

oder  g,*"  +  t,^p  -  (X,  -  2)  g,^  y      ^  0, 

44y)     fi«-X3f,»^0,  d.h.  e'i'+l-2  [±^g».  =  0 

0 

oder  gi^^  +  g^^p  _  2  1^  J-  g/  g,^  =  0, 

SO  sind  dieselben  sämtlich  in  der  Gleichung: 

44)     i,^P  +  l-'X&=-0  oder  t,^^  +  t,^P -X^,Pt,p^O 

enthalten,  wobei: 

45a)  X  =  2  +  Xi=X,~2  =  2^-t^ 

1  —  A3 

einen  komplexen  Parameter  bedeutet. 

Die  Gleichung  (44)  hat  ebenfalls  die  Eigenschaft,  durch 
die  Substitutionen  [42 1)   und  42 97)]   ungeändert  zu   bleiben 

'.wenn  p  statt  n  gesetzt  wird,  also  6  =  6^  isty;  dieselbe 
stellt  für  jeden  Wert  des  Parameters: 

45/3)  X  =  A  +  fti 

2p  Punkte  der  Kugel  (bez.  der  g^-Ebene)  dar,  welche  sich 
als  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Netzes  XXV  (§  40), 
d.  h.  eines   sägerandigen   (2 +  2j}) -flächigen   2j7-Ecks 

26* 
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ergeben.  Denn  bilden  wir  umgekehrt  die  Gleichung,  deren 
Wurzeln  die  2p  Werte  für  ^  sind,  welche  den  Eckpunkten 
eines  Netzes  XXV '  entsprechen,  so  resultiert,  da  die  ])  oberen 
Punkte  [vergl.  3«)  in  §  58]  durch: 

44d)  t^  —  fnngP  -J  f« .  e^'''  =  0, 

die  p  unteren  Punkte  [vergl.  3a')  in  §  58]  durch: 

44«)  £p  —  cotgJ'  l  6a .  ß-»^^*  =  0 

dargestellt  werden,  für  den  Verein  dieser  Punkte  die  Glei- 
chung: 

44g)     (gp  -  tangJ'  l  f« .  e^^O  (g^  -  cotg^ -^  Ba .  ^-'^'*0  -  0 

oder: 

44)  g2;.+  l_Xg?>  =  0, 

wobei: 
45y)  X  =  {tang^  \  Ba  +  cotgP  \  Sa)  cosxtc  +  i  (tang^  l^a  —  cotg^  l  Ba)sinKX 

ist.  Dem  konjugierten  Werte  A  — fti  für  X  entspricht  die 
Gruppe  der  2p  Eckpunkte  des  vollzähligen  Netzes  VIH'', 
welche  die  andere  (gyroidische)  Hemigonie  desselben: 

44g')  (g^  -  tangp  -\  Ba .  e~«^ 0  (&  -  cotgp  |  £« .  c'^*'«)  -  0 

darstellen. 

t 
Alle  2p  Wurzeln  g  =  v~  der  Gleichung  44)  lassen  sich 

aus  einer  beliebigen  durch  die  —  von  X  unabhäi^gen  — 
linearen  Substitutionen  42  g)  und  42  rf)  (für  n^p)  ableiten. 
Der  Wert  von  X  45y)  ergiebt  sich  daher  auch  einfach,  -wenn 
in   die    Gleichung   44)    für    g  eine    der   2p   Wurzeln,   z.   B. 

XTfi 

i=^tang-\Ba»e  p    substituiert  wird. 

4.  Durch  die  Gleichung  44)  [bez.  44«)  bis  y)]  winl 
also  das  allgemeinste  hemigonische  Netz  der  ersten  Haupt- 
klasse dargestellt,  wobei  jedem  Werte  für  X^X  +  fii  oder 
jedem  Wertsystem   für  £«   und   tc  [Formel  45y)]  2p  Punkte 
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der  Kugel,  d.  h.  eine  bestimmte  Varietät  eines  Netzes  XXV 
entsprechen.     Durch  die  Substitution: 

46)  ^-^''P^ 

wird  daher  die  konforme  Abbildung  des  Gebiets  der  kom- 
plexen Variabein  X  auf  die  Kugelfläche  (oder  die  Ebene  der 
tri)  vermittelt,  und  zwar  sind  die  2p  Dreiecke  des  (voll- 
zähligen) Symmetrienetzes  Villa).,  fUr  welche  jene  2p 
Punkte  homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der  positiven^ 
die  2p  (symmetrisch  zu  den  ersteren  liegenden)  Dreiecke, 
deren  homologe  Punkte  das  andere  hemigonische  Netz 
bestimmen,  das  Bild  der  negativen  Halbebene  X. 

Da  die  Gleichung  44)  sich 


46«) 


reduziert,  so  sind  die  drei  Punkte  X  =  2,  —2,  c»  der  reellen 
Axe  singulare  Punkte,  welchen  die  Eckpunkte  jB^,  -Bs..., 
JSg,  ^4...,  A,  Ä'  [vergl.  z.  B.  Fig.  6d)]  der  Grenzflächen 
des '  Symmetrienetzes  Villa)  entsprechen. 

5.  Durchläuft  X  das  Intervall  von  2  bis  oo  («  =  0, 
0®<fa<90®),  80  nehmen  die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den 
Quadranten  B^A^  B^A,,.  und  B^A^  B^A\.,  [vergl.  z.B. 
Fig.  6A)]  ein,  so  dass  je  2p  zusammengehörig«  den  Eck- 
punkten eines  prismatischen  (2 +j>)- flächigen  2j>-EQk8  VIII' 
entsprechen,  welche  durch  die  Gleichung: 

46^)         ^''-'itnngP\€a  +  cotgP^^€a)& +  1=^0 
dargestellt  sind. 

Durchläuft   X  das  Intervall  von   —  oo    bis   —2  (x  =  1 
90^«>fa>0^),  so  beschreiben  die  Punkte  P  die  Quadranten 
AB^^  AB^,,.  und  A^ B^,  A^ B^...^  wobei  je  2p  zusammen- 
gehörige  den   Eckpunkten   eines  Netzes  VIII'    entsprechen, 


■ 

für 

x  = 

2 

auf 

fi*= 

=  0, 

w 

x= 

-2 

») 

y- 

=  0, 

M 

x= 

=  oo 

V 

H'- 

-0 
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180® 
welches  durch  eine  Drehung  von  um  eine  der  Haupt- 

axen  aus  dem  ersteren  46/3)  resultiert  und  durch  die  Glei- 
chung: 

46y)         t^'^+itangPl  Sa  +  cotgP  J  Ba)p>  +  1=0 

dargestellt  wird. 

Wenn  endlich  X  das  Intervall  von  —  2  durch  0  bis  2 
(0<x<l,  6a  =  90°)  durchläuft,  so  beschreiben  die  Punkte 
P  die  Bogen  B^B^,  B^B^,..  und  B^B^^  iJ^-Bj...,  so  dass 
je  2p  zusammengehörige  die  Eckpunkte  eines  halbregulären 
Kreisteilungsnetze?  IF  [19  j3)  in  §  18]: 

46d)  l^i'-2iPoosx7t+l=^Q 

bilden.  Die  trinomische  Gleichung  46  d)  stellt  daher  auch 
in  der  §17 -Ebene  die  2p  Eckpunkte  eines  ebenen  gleich- 
eckigen (j)+j))- kantigen  2|)-Ecks  dar. 

Für  X=^  0  (x=4^,  £a=90°)  resultieren  die  zweifach 
zählenden  Eckpunkte  des  regulären  Kreisteilungsnetzes: 

46<J')  £P-1  =  0. 

6.  Wenn  X  die  positive  imaginäre  Axe  beschreibt 
(x=  J,  0<ffl<90®),  so  nehmen  die  Pimkte  P  alle  Lagen 
auf  den  Quadranten  C^A^  C^A^..,  und  C^ Ä^  C?^ vi', . . .  (vcrgl. 
z.  B.  Fig.  bS)  ein,  so  dass  je  2p  zusammengehörige  den  Eck- 
punkten eines  kronrandigen  (2  +  22>)  -  flächigen  2|?-Ecks 
XXIV '  entsprechen,  welche  durch  die  Gleichung: 

dargestellt  sind. 

Den  Punkten  der  negativen  imaginären  Axe  der  ^- 
Ebene  entsprechen  die  Gruppen  von  je  2p  Eckpunkten: 

46£0       %'^  +  l-i{cotgP\Ba-tangP\ea)V*^0, 

so  dass  der  Verein  von  je  zwei  Gruppen  46«)  und  46«')  für 
denselben  Wert  von  Sa  das  vollzählige  Netz  VIII': 

46£)       ^p  +  {coig^P\ea  +  tang^p\ta)l^^+\-0 

darstellt. 
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Die  Gleichung  eines  yoUzähligen  Netzes  VIII''  erhält 
man  durch  Vereinigung  der  beiden,  den  konjugierten  Werten 
k+lii  und  A  — fif  entsprechenden  Gleichungen  44g)  und 
44^)  in  der  Form: 

[yergl.  45y)]. 

7.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  XVIII',  d.  h.  eines 
unterbrochen -kronrandigen  (2  +  2j)i) -  flächigen  2,2pi- 
Ecks  (§  30,  4.)  werden  als  eine  bestimmte  Hemigonie  eines 
Netzes  Ylir  mrp^2p^  [vergl.  das  §chema  16*)  auf  S.  111] 
durch  eine  der  beiden  Gleichungen: 


47  a) 


(iP^-tangP^^ 


fa.e  ^")  (l 


xn 


') 


47^) 


X  (e^.  ~  coigJ^^^ta^e^)  {i,^^  +  cotg 


^»^£a.C 


XTT 

T 


■•)-« 


dargestellt,  welche  ausg«fiihrt  die  Form  erhalten: 


47  y) 


%% 


f  *P'  ±  2i  (cO^^r'»'  \  Ba  —  ton^''»  -^  Ba)  Stfl  -^  .  g^P« 


wobei    das    obere   Vorzeichen   der   ersten,    das    untere    der 
zweiten  Gleichung  entspricht. 

•  Diese  ^Gleichungen  lassen  sich  auch  leicht  auf  folgende 
Form  bringen: 

47  S)  [(g^?i  +  1)  ±  /f*'  t^^?  -  A'2  f  «p.  =  0, 

wobei: 
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A'  ==  (CO^P'  -f  *«  +  ^*V^'  "2  ^a)  cos 


XX 

"2 

XX 


47«) 

—  /i '  =  (cotg^^  j[fa  —  tcmgp^  \  £«)  sin  y 

■  « 

gesetzt  ist. 

Entsprechend    erhält    man    fQr    die    beiden   nach  dem 

Schema: 

ri..45.,89.       . 

^^^)  1.(2)  (3).    .(6)  (7).    .(10)  (11) 

gebildeten  Hemigonieen  des   vollzähligen  Netzes  YllI"  die 
beiden  Gleichungen: 


47  ,j) 


oder: 


XX 

g*^'  ±  2  {cotgp^  I  £a  -  tangp^  | « «)  cos^  •  S^'^' 


47^) 


XX 


+  lT2(cotgP^^6a-tangP^-^8a)cos  j.t^ 

+  (cO^«''4  £a  +  tonö'^^»  i  fa  -  4  cos*  y)  5«^'  =  0, 

welche  sich  auch  auf  die  Form  bringen  lassen: 

470         KS'^'  - 1)  ±  A"  t^^^T  +  ii"H'p^ «  0, 


wenn: 


47  x) 


XX 


A"  ==  {cotgP^  l  f«  —  tangP'  | ««)  cos  -^  ) 


x^ 


ft"  =  (cotgP^  l  Sa  +  tangP^  \  s^  sin  -j 

gesetzt  wird. 

8.  Endlich  seien  mit  Rücksicht  ''auf  die  häufige  An- 
wendung auch  noch  die  Gleichungen  fQr  die  Eckpunkte 
eines  rhombischen  Sphenoidnetzes  XVII  .und  eines 
tetragonalen  Sphenoidnetzes  XIV  aufgeführt,  welche 
sich  einfach  bez.  aus  44)  und  46  f)  für  |}  =  2  in  der  Form 
ergeben: 
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2  __ 

48a)  f*+ 1  — -2 —  [(1  +  cos^^a) C0SX7C -{'2icos€a sinxTt] 5^= 0, 

für  fa  =  fi  resultieren  die  GleichuDgen  für  die  Eckpunkte 
der  beiden  konjugierten  regulären  Tetraeder  (vergl.  7. 
in  §  9): 

48y)  t*+l±2i}/3g«  =  0. 


§  83.   Darstellnng  der  regulilren  nnd  der  gleich- 
eckigen Netze  der  Hexakisoktaedergrnppe. 

1.  Die  Eckpunkte  Ä  eines  regulären  Oktaeder- 
netzes IV  werden,  wenn  die  XF- Ebene  des  früher  (§  63,  i.) 
benutzten  Koordinatensystems,  nämlich  die  Ebene  des  Haupt- 
kreises »3  als  Sij> Ebene  der  Abbildung,  der  Punkt  A\  als 
Projektionspunkt  gewählt  wird,  durcli  die  Wurzeln  der 
Gleichung: 

49a)     /i  =  6(6*-l)==0.  oder   e,e,(g/-£2^)  =  0 

dargestellt. 

Als  Hesse  sehe  Determinante  der  binären  Form^/J)  er- 
giebt  sich,  abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor— 25: 

49^)  flo  =  6/  +  14gi*g2*  +  g.^ 

die  Gleichung: 

49y)  ■         H,^0 

oder  in  nicht  homogener  «Form: 

49^0  g»-14g*-H-0       • 

stellt  die  Eckpunkte  C  des  regulären  (dem  Netze  IV  kon- 
jugierten) Hexaedernetzes  VI  dar.  Denn  die  vier  oberen 
und  die  vier  unteren  Punkte  (oder  deren  Projektionen  auf 
die  |i^- Ebene)  des  Netzes  VI  werdöi  bez*  durch  die  Glei- 
chungen: 

t^  +  tang^lri=^0   und   ^.+  cotg^  l  ^]=^0 

repräsentiert,  deren  Verein  die  Gleichung  49 y')  ergiebt. 


I 
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A  :^  J;ioobisdie   Determinante   der  beiden   Formen  f^ 
vutu  ir..  ecgiebt  sieh,  abgesehen  von  dem  konstanten  Fakfcor 

dl«»  Oli^ichung: 

^^uc^  m  nicht  homogener  Form: 

$ivllt  die  Eckpunkte  B  des  festen  gleicheckigen  Netzes 
a^e^tfr  Gruppe,  nämlich  des  Eubooktaedernetzes  XIX' 
d^r^  IVnn  die  drei  Gruppen  von  je  vier  Punkten  B  (oder 
d<i'^n  Projektionen  auf  die*  gi^- Ebene)  sind  durch  die  Olei- 
chun^ten: 

r^l^Hlsentiert,  deren  Verein  die  Gleichung  49^')  liefert.  ^ 
3.  Die  drei  Gleichungen: 

ht^ben  nun  die  Eigenschaft,  durch  die  24  Substitutionen  un- 
|(0liudert  zu  bleiben,  welche  den*  24  Drehungen  (§  11,  4.] 
«entsprechen,  durch  die  ein  reguläres  Oktaeder-  oder  Hexaeder- 
uetx  thit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht  wird.  Diese  24 
Substitutionen  lassen   sich   in  folgender  Weise  darstellen'): 

9  =  0,1,2,3; 

dieselben  zerfallen,  abgesehen  v(M  der  Identität  J;»^,  in 
neun  Substitutioiten  von  der  Periode  vier  (der  Drehung  um 
die  vierzähligen  Axen  entsprechend),  in  acht  Substitutionen 
von  der  Periode  drei  (der  Drehung  um  die  dreizähligeu) 
und*  in  sechs  Substitutionen  von  der  Periode  zwei  (der 
Drehung  um  die  zweizähligeu  Axen  entsprechend). 

i)  Vergl.  z.  B.  Fuchta.,    Das  Oktaeder  etc.    Denkschriften  der 

sr  Akademie  1879  S.  68  flg. 

2)   Vergl.  öordan,  Mathem.  Ann.  XII,  S.41,  42  und  Puchta  l.c 


50«) 


,.j,  ii,  .■,>±|,  ..lif.  ,-,i±|.  d 

S       1—5       1+5      «~5      « 
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Die  Substitutionen  50  a)  ordnen  sich  hiernach  in  folgender 

Weise  an: 

1.  Identit&t: 

2.  Substitationeia  ▼on  der  Periode  4: 

(  S(A,):.      ii,  —%,      —i%i 

<,  .i+t  1 


50y) 


ÖOd) 


50«) 


i  -. ;  ) 


5, 


r^i.; 


1-5        1 


—  t .  .  .  ? 


i+e. 


i-e 

8.  Substitutionen  von  der  Periode  8: 


'  i+'V 


^ 


i 


t 


+  t 

t-S' 


4.  Substitutionen  von  der  Periode  2: 


1-g 

r 


S(ßO 


1  +  5 

-  l-V 

t-5 


S 


Dabei  bedeutet  5^^j  die  Substitution,  welche  einer  Drehung 
Ton  90®,  2.90®  u.  s.  f.  um  die  yierzählige  Axe  OA^  ent- 
spricht u.  s.  w/(vergl.  Fig.  3). 

Durch  die  24  Substitutionen  50  a)  wird  also  f^  (Okta- 
eder), Hq  (Hexaeder),  J^  (Eubooktaeder)  bez.  vierfach,  drei- 
fach, zweifach  aus  einer  der  Wurzeln  aer  Gleichungen  ^  =  0, 
^Q  =  0,  «7o«=0  (aus  einem  seiner  Eckpunkte)  erzeugt. 

3.  Bilden  wir  nun  aus  je  zweien  der  drei  Gleichungen: 


die  Gleichungen: 


/i^O,   fio  =  0,   J^^O 
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51«) 

^o'-^i  ^^-o, 

51^) 

/i«  -  X,  Jo*  =  0, 

51  y) 

ifo'  -  X,  Jo*  -  0, 

WO  Xj,  Xg,  X9'  je  einen  komplexen  Parameter  bedeutet 
so  hat  jede  dieser  Gleichungen  ebenfalls  die  Eigenschaft, 
durch  die  24  Substitutionen  50  a)  ungeändert  zu  bleiben  und 
einen  Komplex  von  solchen  24  Punkten  der  Kugel  (oder  dei 
1 17 -Ebene)  darzustellen,  der  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich 
aus  einer  der  Wurzeln  (einem  der  Punkte)  alle  übrigen 
durch  Anwendung  jener  Substitutionen  ergeben. 

Es  genügt  daher,  eine  dieser  drei  Gleichungen  51),  z.  B. 
die  erste: 

51«)  flo'-^i/o'  =  0 

zu  betrachten,  welche  ebenso,  wie  die  beiden  anderen,  für 
jeden  Wert  des  Parameters,  die  24  Eckpunkte  des  allge- 
meinsten gleicheckigen  hemigonischen  Netzes  dieser  Gruppe^ 
nämlich  eines  (6 +  8 +  24) -flächigen  24 -Ecks  XXVI' 
(§  42)  darstellt*  Der  Nachweis  hierfür  ergiebt  sich  ein&cli 
durch  direkte  Bildung  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
Eckpunkte  eines  Netzes  XXVI'  darstellen,  und  Vergleichung 
derselben  mit  der  Gleichung  51a). 

Dem  Werte  X^  =  0  entsprechen  die  (dreifach  zahlendeo) 
Eckpunkte  C  des  Hexaeders,  dem  Werte  X^  =»  00  die  (vierfach 
zählenden)  Eckpunkte  Ä  des  Oktaeders,  während,  wie  sich 
leicht  durch  direkte  Vergleichung  mit  49 f')  ergiebt,  für 
Xi  =  108  der  linke  Teil  der  Gleichung  51«)  in  J^^  über- 
geht.    Wir  wollen  daher  zur  Vereinfachung: 

51  d)  X,  =  108  X 

setzen,  so  dass  die  zu  betrachtende  Gleichung  die  Form: 

51«')  J^»~108XYo*  =  0 

erhält  und  somit  die  einfache  Relation  stattfindet^): 

1)  Vergl.  Puchta  1.  c.  S.  61;  F.  Klein,  Mathem.  Ann.  IX  S.  197; 
Clebsch,  Theorie  d.  binären  Formen  S.  450;  Schwarz,  Borch.  Joüih. 
Bd.  75  S.  292  flg.  Art.  Vf. 
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mit  Hilfe  dieser  Relation  lassen  sich  auch  leicht  die  Para- 
meter Xg  und  Xg  in  biß)  und  51  y)  durch   X  ausdrücken. 
Dem  Werte  X=l  in  51«')   entsprechen  also   die   (zweifach 
zählenden)  Eckpunkte  B  des  Kubooktaedemetzes  XIX'. 
4.  Die  Substitution   ' 

^^^^  ^^  lösVo' 

yermittelt  die  konforme  Abbildung  des  Gebiets  der  kom- 
plexen Variabein  X  =  A  +  fti  auf  die  Eugelfläche  (oder  die 
1 17 -Ebene),  und  zwar  sind  die  24  Dreiecke  des  Tollzahligeir 
Symmetrienetzes,  nämlich  des  HexakisoktaedernetzesXY, 
für  welche  die  24  einem  Wert  des  X  =  k  +  fii  bei  positivem 
|[i  entsprechenden  Punkte  homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der 
positive*n  Halbebene,  die  24* symmetrisch  zu  den  ersteren 
liegenden  Dreiecke,  für  welche  die  dem  konjugierten  Werte 
X  «  A  —  fit  entsprechenden  24  Punkte  homologe  Punkte  sind, 
das  Bild  der  negativen  Halbebene  X.* 

Die  drei  Punkte  X==qo,  0,  1,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte A,  C,  B  des  Hexakisoktaedemetzes  entsprachen,  sind 
singulare  Punkte,  da  die  Winkel  des  Dreiecks  in  der 
X-Ebene  sämtlich  180^,  auf  der  Kugel  dagegen  45^,  60<> 
und  90^  betragen. 

Wenn  X  das  Intervall  von  1  bis  oo  durchläuft,  so 
nehmen  die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den  Hauptkreisbogen 
B^A^„,  ein,  so  dass  je  24  zusammengehörige  den  Eck- 
punkteir eines  Netzes  X',  eines  (6-f  8)-flächigen  6.4-Ecks 
entsprechen.  Der  Zusammenhang  des  Parameters  A  mit  der 
Variabein  f«,  welche  die  Varietät  eines  solchen  Netzes  be- 
dingt, ergiebt  sich  entweder  aus: 

51a")  108A«5^ 

wenn  rechts  für  g  einer  der  24  Werte,  also  z.  B.  t'^^tang-^Sa 
gesetzt  wird,  d.h.  aus: 
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oder  dadurch,  dass  man  aus  den  24  Werten  f&r  g  die 
Gleichung  bildet^  deren  .Wurzeln  diese  sind,  nämlich  die 
Gleichung: 


51 0-) 


X    [£8-2£*CöS4£a+l]«0 


und  deren  Koeffizienten  mit  den  entsprechenden  der  Gleichung 
-ffo»  -  108  Ifo^^O  vergleicht. 

Auf  beide  Arten  erhält  man  leicht  die  Beziehung: 

OlL)      lüöA« ^~I~— A =«  ^    ■    .  ^ — —' 

^  stn*  Ba  cosr  Sa  2  stn^2  Sa 

Durchläuft  X  das  Intervall  von  —  oo  bis  0  oder  von 
0  bis  1;  so  beschreiben  die  Punkte  P  bez.  die  Kanten 
AiC\j'..,  oder  C^B^^,.,  der  Dreiecke  des  Hexakisdktaeder- 
netzes.  Je  24  zusammengehörige  Punkte  entsprechen  also 
den  Eckpunkten  eines  Netzes  XXI'  eilies  (6  +  8+12)- 
flächigen  24-Eck8»  oder  eines  Netzes  XII'  eines  (8  +  6)- 
f lächigen  8.3-Ecks.'  Für  beide  Netze  erhält  man  mit 
Benutzung  der  oben  angegebenen  Methoden  die  Werte: 
für  das  Netz  XXI'.  (vergl.  §  65,  4.)  [^„  =  45^]: 


51  x) 


Sm*fa  (l  +  COS^BaY 
4^(1  +  COS^Say^  {^COS^Bc,-\y 


sin^2aa,sin^£a^ 


für  das  Netz  XII'  (vergl.  §  65,  3.)  [cotgea^cos^a]'^ 
;.1:^  ihq;         43(l+co5««a)«(l-3^s^        4(1-4^5^' 

^  SlfiT  2  £a  Sin*  Sa  COS*^a 

In  die  Formeln  51t),  51  x),  51 A)  lassen  sich  auch 
leicht  [vergl.  §  66,  Formeln  17)]  die  Ableitungskoeffizientea 
t^  s  einführen. 

5.  Im  allgemeinen  Falle,   in  welchem  X  irgend  eines 

komplexen  Wert  k  +  fii  hat,  erhält  man  die  Abhängigkeit 

des   A  und  ft  von  den  beiden  Yariabeln  (z.  B.  s^  und  &a)j 

'«5  Lage  des  Punktes  P^  und  damit  die  Varietät  des 
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entsprechenden   Netzes   XXVI'   bedingen,   entweder  indem 
man   in  51a')   für  g  einen  der  24  Werte,   z.  B.  den  Wert* 
't^tang  l  Sa'^^""  einsetzt  und  somit  k  und  ft  aus  der  Gleichung: 

.„V      I      V  •  A^^\  £a.e«>^a+  Utang^-\  6a.g^'-'^"+  1)« 
''    •1--1+;..-    •108.  ton^*i«<»-^'^-(^«»«^  2  «a.e*'^''— - 1)' 
durch   Sonderung  des    reellen  und   imaginären  Bestandteils 
bestimmt. 

Oder  man  kann  aus  den  24  Werten  für  i  die  Gleichung 
bilden,  welche  dieselben  zu  Wurzeln  hat  und  deren  Koeffi- 
zienten mit  den  entsprechenden  der  (jrleichung  51a')  ver- 
gleichen. Jone  Gleichung  lässt  sich  entsprechend  der  Grup- 
pierung der  24  Eckpunkte  (vergl.  §  51 , 1.)  als  Eckpunkte 
von  drei  kongruenten  Netzen  XXV  (i?=*4)  mit  den  Haupt- 
axen  0^  in  folgender  Form  schreiben: 

X  (g* -  tang^  \  e«, .  e±^^\)  (J* -  cotg^  \  £«.  •  e+  *» ^^)  =  0. 

Hierbei  entspricht  clem  oberen  Yorzeich^  die  eine 
Gruppe,  dem  unteren  die  andere  Gruppe  yon  je  24  Eck- 
punkten, deren  Verein  das  Vollzählige  Netz  XV'  bildet.  Die 
Winkel  £«,,  Wt  ^<hi  ^<h  haben  die  früher  (vergl.  §  29,  b.\ 
festgesetzte  Bedeutiing,  wobei: 

52/})       {  COSBa^    COSSa^    COSBa,  ' 

ist. 

Durch  Vergleichung  der  entwickelten  linken  Teile  der 
Gleichungen  51«')  und  52a)  erhält  man  wesentlich  drei  Rela- 
tionen zwischen  A  und  ^  einerseits  und  «a^  und  ^a^  (^'"=  1  j  2, 3) 
andererseits.  Die  erste  dieser  Relationen,  welche  mit  den  beiden 
anderen  zufolge  der  Beziehungen  52/3)  identisch  ist,  lautet: 


52  y) 


108  A  =  42  +  ^  {cotg*  -i  e,,+  tang*  J  «„,)  cos  4  *.» , 


3 


108  ft  —  ^  (<;o<i7*  -J  faj—  tang*  *  ««,)  «n  4  »,^ ; 
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die   rechten   Teile   lassen   sich   z.  B.  durch   £a  tmd  d'a  aus- 
drücken und* so  die  Übereinstimmung  mit  52)  nachweisen. 
Die   vollständig   entwickelten   Ausdrücke    sind    zwar   etwas  ' 
kompliziert,  zeigen  'aber  doch  ein  sehr  einfaches  Bildungs- 
gesetz, auf  welches  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 

Durch  Substitution  spezieller  Werte  für  Sa^  ^a  9  welchen 
besondere  gleicheckige  Netze  dieser  Gruppe  entsprechen, 
lässt  sich  die  Richtigkeit  der  allgemeinen  Formeln  leicht 
kontrollieren.  Für  das  vollzählige  Netz  XV '  erhält  man 
durch  Multiplikation  (Ter  beiden  Gleichungen: 

jffo*-108(;i  +  |üi)/o*-0   und   jBo» -  108 (A - ftfVo* ^ 0 
die  Gleichung: 

52(J)       fio'-216AfloYo*+108HA*  +  ftO/o'-=0, 

welche  mit  der  durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen 
52  a)  entstehenden  identisch  sein  muss. 

6.  Was  die  beiden  gegenpunktig-hemigonischen  Netze 
der  zweiten  Gruppe  dieser  ersten  Ordnung,  nämlich  die 
Netze  XXni'  (§  38)  und  XXIX'  (§  45)  anlangt,  so  ergeben 
sich  für  deren  Eckpunkte  analytische  Ausdrücke  aus  den 
Gleichungen  der  entsprechenden  vollzähligen  Netze  XV'  und 
X'.  Da  abqr  (vergl.  §  52,  1.)  die  Axen  dieser  Netze 
mit  denjenigen  eines  Hexakistetraedemetzes  Xa)  überein- 
stimmen, die  linken  Teile  der  Gleichungen  dieser  Netze  sieb 
also  nicht  linear  aus  den  bestimmten  Potenzen  von  /o,  S^ 
und  Jq  zusammensetzen  lassen,  so  soll  die  Darstellung 
dieser  Eckpunkte  im  nächsten  Paragraphen  mit  derjenigen 
der  Netze  der  Hexakistetraedergruppe,  welche  selbst  in  ein- 
fachen Beziehungen  zu  der  Hexakisoktaedergruppe  steht 
behandelt  werden. 

§  84.  Darstellung  der  regulärem  und  der  gleich- 
eckigen   Netze   der   Hexakistetraeder  -  und   der 

Diakisdodekaedergruppe. 

1.  Die  Eckpunkte  der  beiden  konjugierten  regulären 
Tetraeder  •  C,  C,  C,  C'3    und    C,  C^  C\  C\   [Fig.  2a),  2/J)] 
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werden  [vergl.  auch  48  y)  in  §  82]  durch  die  beiden  Glei- 
chungen: 
53«)     Ti  =  e*  +  2iV3'e*+l-0   oder  ty^^  +  2iYSti%*  +  t,'''^0, 

53/8)     T,-e*-2iy3'g«  +  l  =  0  oder   ti^-2iy3ti^i,^  +  t,^^0 
dargestellt,  wobei: 

53y)  T,.T,^H^ 

ist. 

Von  den  beiden  binaren  Formen  2\,  T,  stellt  die  eine 

die  Hessesche  Determinante  der  anderen  dar;  als  Jacobi- 
sche Determinante  beider  erhält  man  (abgesehen  von  dem 
konstanten  Faktor  —32*^3): 

also  den  linken  Teil  der  Oktaedergleichung. 

Ausserdem  mögen  noch  folgende^  leicht  abzuleitende 
Belationen  erwähnt  werden: 

■    53(J)  i;»+T,»-2Jo, 

530  T.^-T.^^-mVs'fo^ 

536)  2;«+V  =  4Jo^l2flo' 432/^0*  +  2  ^o', 

53iy)  Ti«-V 24iy3'f,KJ,. 

2.  Die  zwölf  Substitutionen,  durch  welche  die  beiden 
Gleichungen  I\-»0  und  T^'^O  ungeändert  bleiben  und 
denen  die  zwölf  Drehungen  entsprechen,  welche  ein  Tetra- 
edemetz  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  sind  ausser 
der  Identität:  .      ^ 

die  acht  Substitutionen  [50  d)  §  83]  der  Oktaedergruppe  yon 
der  Periode  3,  welchen  Drehungen  um  die  dreizähligen 
Axen  OC  entsprechen,  und  die  drei  Substitutionen: 

53*)  t — g,  j.  -j 

von  der  Periode  2  [vergl,  50  y)],  welchen  Drehungen  von 
180^  um  die  zweizähligen  Axen  OA  entsprechen.  Die 
gesamten  Substitutionen  der  Tetraedergruppe  sind  also  in 
den  folgenden^): 

* 

1)  Vergl.  Gordan,  Math.  Ann.  XII,  S.  41. 

HeiB,  Kngvltellung.  26 
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53.)      ±g,   ±-^,  ±»j^g,   ±,j^g,   ±^^,  ±^^g 

enthalten;  dieselben  erzeugen  ein  reguläres  Tetraeder  dreiüetch 
aus  einem  seiner  Eckpunkte. 

3.  Nach  Analogie  der  in  den  beiden  yorhergehonden  Parsr 
graphen  angestellten  Betrachtungen  ergiebt  sich  ^un,  dass 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

54«)  .Xi.2\»  +  A,.T2»-0, 

wo: 

54/J)  ^i'^Qi  +  ^ih   ^^==92  +  ^%^ 

ist,  ebenfalls  durch  die  zwölf  Substitutionen  53t)  ungeandert 
bleibt  und  einen  solchen  Komplex  von  zwölf  Punkten  der 
Eugelfläche  (oder  der  ^ij -Ebene)  darstellt,  welcher  dieEigen- 
schafb  hat,  dass  aus  einer  der  zwölf  Wurzeln  der  Gleichung 
(aus  einem  Punkte)  die  übrigen  sich  durch  Anwendung  jener 
Substitution  ergeben. 

Die  Gleichung  54a)  repräsentiert,  wenn  die  Werte  für 
Qx7  ^1)  ^87  ^2  geeignet  bestimmt  werden,  das  allgemeinste 
hemigonische  Netz  der  Tetraedergruppe,  nämlich  das 
gleicheckige  (4^+4 +  6) -flächige  Zwölfeck  XXVIII'  (§44), 
Bilden  wir  direkt  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zwölf 
Eckpunkte  eines  solchen  Netzes,  nämlich  die  Punkte: 

^y)     -^1)  -^6»  ^45-^8?   •'lO?  -Mi)  -^  11?  ^  lö!   -^177  -^m  ^20»  -^   «4 

[Fig.  13a)  und  26/3)]  sind,  so  erhält  dieselbe,  bei  Anwendung 
der  Winkel  £«»,  ^au  (*- 1,2,3)  (vergl.  §  83,  6.)  die  Form: 

8 
54*)    j[Y(S'-toVT«ak-ß"'^"*)(S*--^^'T«a».^*'^^)-0 
1 

oder: 

Q  f 

+  i  (tang^  -| ««» —  cotg^  i  «a»)  sin  2  ^a J  + 1 

Die  Yergleichung  des  linken  Teils  dieser  Gleichung  mit 
demjenigen  von  54a)  ergiebt  zunächst: 


54d 


■)JT 
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80  dass  die  Gleichung  54a)  in  der  einfachen  Form: 

angenommen  werden  kann^   f£lr  welche  auch  zufolge   53 «) 
sich  schreiben  lässt: 

540  ^2*  -  (Pi  +  ^i  i)  12»  1/3 /ö*  -  0. 

Man  erhält  weiterhin  durch  Vergleichung  der  ent- 
sprechenden Eoeiffizienten  in  den  linken  Teilen  der  Glei- 
chungen 54 d)  und  54g)  drei  Relationen,  Yon  welchen  die 
erste  ergiebt: 


54ij) 


s 


12«!  1/3  =-^  (eotg^i  f,»  +  tang*^  b^  cos2»„„ 


i 


6(2q,^1)YS^2j  (po^^^a,-tang^Ba;)sin2»a,. 


Dass  durch  diese  Werte  auch  die  beiden  anderen  Rela- 
tionen befriedigt  werden,  wird  man  leicht  mit  Benutzung 
von  52/3)  in  §  83  bestätigen. 

Andererseits  lassen  sich  q^  und  (T^  dadurch  als  Funktionen 

von  €a  und  d^a  bestimmen,   dass   man   in   54g)   oder  54g') 

einen  der  zwölf  Werte  fär  g,  z.  B.  i'^tang-jSa.ef^'^  einsetzt, 

wodurch  man  die  Beziehung: 

779 


54#) 


Qi+^fii^- 


Tg» 


erhält. 

4.  Durch  die  Substitution: 


^(tong*|ga.e*'^a  -  2iyStang^ßa.^*^'^  + 1)> 
'^  12^y^tang^sa.^*^-  (tenj^|«a.c*'^--l)* 


540 


/7T8 


=(?,+-ai     T,«-2;8      12iy3fo' 

w^ird  die  konforme  Abbildung  des  Gebietes  der  komplexen 
Variabein  Y^Q^+0^i  auf  die  Kugelfläche  (oder  die  5 iy -Ebene) 
-vermittelt.  Da  dem  Werte  r=0,  {<fi^Qi^O)^  die  (dreifach 
wählenden)  Eckpunkte  Cg,  Cj,  C\,  C\  des  Tetraeders  T^ 
^em  Werte  r=-l,  ((^i^-O,  pi  — 1),  die  (dreifach  zahlenden) 

26* 
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Eckpunkte  Oj,  C4,  C'2,  Cj  des  Tetraeders  T^  und  dem  Werte 
F»(X>  die  (zweifach  zählenden)  Eckpunkte  Ä  des  Oktaeders 
/o  entsprechen,  so  folgt,  dass  die  zwölf  Dreiecke  AiC^C^ 
A^C^C^^  A^C^C^  u.  s.  w.  [s.  Fig.  8/J)  und  26/J)]  des  Hexa- 
kistetraedernetzes  Xa,  für  welche  die  zwölf  einem  Werte 
des  T'^Qi  +  iJii  bei  positivem  0^  entsprechenden  Punkte 
homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der  positiven  Halbebeue, 
die  zwölf  symmetrisch  zu  den  ersteren  liegenden  Dreiecke 
(-äiOiCj,  jljCgC^,  -4,CiCj  u.  s.  f.),  für  welche  die  dem  Werte 
.Y'^Qi'-6ii  entsprechenden  zwölf  Punkte  homologe  Punkte 
sind,  das  Bild  der  negativen  Halbebene  Y  sind. 

Die  drei  Punkte  F=-0,  1,  00,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte C/j***)  Ql**m  A^...  des  Hexakistetraedemetzes  ent- 
sprechen, sind  singulare  Punkte;  deim  die  Winkel  des 
Dreiecks  in  der  T-Ebene  betragen  sämtlich  180^,  auf  der 
Kugel*  dagegen  60^  60^,  90^ 

5.  Durchläuft  Y  das  Intervall  von  0  bis  1,  so  nehmen 
die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den  Hauptkreisbogen  C^Q... 
ein,  wobei  je  zwölf  zusammengehörige  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XIX"  eines  (4  +  4  +  6)-flächigen  12-Eck8  (§  32), 
der  tetragonischen  Hemigonie  eines  Netzes  XII',  entsprechen. 

Die  Abhängigkeit  des  Parameters  q^^  von  d'a  oder  von 
£a)  zwischen  welchen  die  Beziehung: 

[Formel  33i/)  in  §  27)]  besteht,  erhält  man  einmal  doich 
Bildung  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zwölf  Eckpunkte 
des  Netzes  XIX"  darstellen,  nämlich  der  Oleichung: 

64x)      x(i^  +  2i^cotg^iBaSin2^a-'Cotg^iBa) 

wo  tangm^ — j=r^  ist,  und  durch  Yergleichung  der  ent- 
sprechenden Koefßzienten  dieser  Gleichung  und  derjenigen 
04  g)  oder  54  g').     Man  erhält  auf  diese  Art  die  Besiehung: 

M*)  ..-0,  ,.-i(i+!^Mü^^i±^5), 
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welche  sich  andererseits  auch  aus  der  Formel  54'8')  nach 
Einführung  von  cotgsa^cos^a  ergiebt. 

Dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  für  i  in  Formel  54  x) 
entspricht  die  andere  Hemigonie  XIX ''^  welche  mit  der 
ersteren  zusammen  das  vollzählige  Netz  XII'  darstellt. 

Wenn  T  das  Intervall  von  1  bis  oo  oder  von  oo  bis  0 
durchläuft,  so  erhalten  die  Punkte  P  alle,  Lagen  auf  den 
Hauptkreisbogen  C^A^,..  oder  Ä^C^...^  so  dass  je  zwölf  zu- 
sammengehörige den  Eckpunkten  eines  Netzes  IX'  (§  19), 
der  Hemigonie  erster  oder  zweiter  Stellung  eines  Netzes 
XXI'  entsprechen.  Bildet  man  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  Eckpunkte  eines  solchen  Netzes  IX'  darstellen,  so  erhält 
man  {%'a'^^b^)  z.  B.  för  den  Koeffizienten  des  ^^  den  Wert: 

.,  /       1  ^sin^Sg      \        .  .CQ5gfl(9— 14gQg*ga  +  9cQ5*ga) 

und  durch  Yergleichung  desselben  mit  deni  Koeffizienten 
des  gio  in  54  g)  oder  54  g'): 

-6<T,«V3  +  6^X2(.,-l)>/3  =  4i^?^^^%i^^ 
d.  h.:  ^ 

K^     X  r.  1     .    Cö5fa(9— 14  C05*fa+ 9  COS*  fo)' 

Andererseits   lässt  sich  dieser  Wert  auch  aus   Formel 
54^)  fdr  '9'a  =  45^  erhalten. 

6.    Das    allgemeine    hemigonische    Netz    XXYIII'    der 

Tetraedergruppe   kann   (vergl.  §  53^  i.  und   §  64,  8.  bis  4.) 

auch  als  Tetartogonie  des  (6  +  8+ 12) -flächigen  2.24-Ecks 

!Xy '  erhalten  werden;  durch  Zusammenfassen  von  je  zweien  der 

vier  Gruppen  resultiert  sowohl  das  Netz  XXIH',   als"  auch 

das  Netz  X",  als  auch  das  Netz  XXVI'   [vergL  a),  b),  c) 

in  §  64,  4.].    Es  ergeben   sich  so  auch  einfach  analytische 

Ausdrücke  für  die  gleicheckigen  Netze  der  Diakisdodeka- 

edergruppe,  sowie  auch  für  die  Beziehungen  zwischen  den 

]N^etzen  der  Tetraeder-  und  der  Oktaedergruppe. 

Wir  wollen  daher  die  Gleichungen  für  die  Eckpunkte 
der   vier  I^fetze  XXVIII'  aufstellen,  deren  Verein   ein  voll- 
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ständiges    Netz   XV    darstellt    und    wobei    die   Anordnung 
genau  den  yier  Gruppen  77^,  1/,,  Jfl^y  U^  entspricht,  welche 

m 

in  §  64,  8.  unter  10g)  unterschieden  wurden. 

Setzen  wir   [vergl.  54^')  unter  3.  dieses  Paragraphen] 
zur  Abkürzung: 

(cotg^Saj^+tang^Sa^)  cos2a'a^— a*, 
so  erhalten  wir  für  jene  vier  Gruppen  folgende  Darstellungen: 


00«)  {    /        «  1  o  f       \     . 


55/J) 


8 

1 

= (1  -  Pi + ffi»)  ^i" + (ci  -  «1 0  r,'-  0, 

8 


55y)    { 


= (pi  -  <»!  0  ^i' + (1  -  pi + «1  »■)  r."  -  0, 

8 

il,  =  JJ  [g* + (Ot  -  ibt)  V  +  1] 

=(1  -  ci  -  <^i*')  V + (<^i + <yi«")  r.'  -  0. 

a)  Durch  Zusammenfassen  der  beiden  Gruppen  77^  und 
773,  oder  77,  und  774  [vergU  §  62,  4.  b)]  erhält  man  das 
gleicheckige  

Netz  X"  eines  (4  +  4 +  6)-f lächigen  2.12-Eck8 

•   (§  20  und  §  50) 
durch  die  Gleichung: 

ji,i7,=(p,«+ff,«)r,«+[(i-ft)'+«i']V+2[(i-Px)ft-«.ls' 

dargestellt  [vergl.  53 y)  und  53 e)  dieses  Paragraphen];  die 
Gleichung  II^II^^O  ergiebt  sich  aus  jener  durch  Ve^ 
tauschung  von  2\  mit  T^. 

b)  Die  Zusammenfassung  der  beiden  Gruppen  77^  und 
77^,  oder  77,  und  TZj  [vergl.  §  64,  4.  c)]  liefert  das  gleich- 


66b) 
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eckige  Netz  XXVI'  eines  (6  +  8  +  24)-flächigen  24-Eck8 
durch  die  Gleichung  [vergl.  54g')  und  53  g)]: 

■    Durch    Yergleichung    dieser   Gleichung   mit   derjenigen 
51a')  in  §  83  erhält  man  die  Beziehungen: 

ft-4<yi(l-2pi), 

mit  Hilfe  deren  man  auch  die  Relationen  51 A)  und  51  x) 
bez.  aus  denjenigen  54A)  und  54^),  der  Entstehung  der 
Netze  XIX"  und  IX'  als  Hemigonieen  der  Netze  XII'  und 
XXI'  entsprechend,  herleiten  kann.    Man  erhält  hier  einfEich: 

^^Ö  U-4,.,(l-p,);. 

für  <Ji— 0,  Qx^\  resultiert  die  Belation  53 d). 

Das  Netz  Tl^n^^O  entspricht,  wie  schon  oben  bemerkt 
wurde,  dem  konjugierten  Werte  A-fti, 

c)  Endlich  erhält  man  durch  Zusammenfassen  der  beiden 
Gruppen  77^  und  77,,  oder  773  und  77^  [vergl.  §  64,  4a)]  für 
das  gleicheckige  Netz  des  (6  +  8  +  12)-flächigen  2. 12-Eck8 
XXIII'  (§  38  und  §  52)  die  Gleichung  [vergl.  53*)  bis  53ij) 
dieses  Paragraphen]: 

77,  J7,  =  5«»  -  432  [p,  (1  -  pO  -  <y^«]  ^*  +  ic,  (T,»-  T,«) 

=  E^'-  432  [pi  (1  -  pi)  -  *i»]  /ö*  +  2U,  V^  ^« .  Jo  -0; 

die  Gleichung  für  U^II^^O  unterscheidet  sich  von  dieser 
nur  durch  das  Vorzeichen  des  letzten  Terms. 

Für  (^i^O  reduziert  sich  dies  Netz  [vergl.  55  g)]  auf 
das  Netz  X'  der  Oktaedergruppe. 

7.  Das  zweite  gleicheckige  Netz  der  Diakisdodekaeder- 
gruppe,  nämlich  das  Netz  XXIX'  lässt  sich  entweder  als 
spezieller  Fall  des  Netzes  XXVIII'  (für  -»'«-«O)  oder  auch 
als  geg^npunktige  Hemigonie  des  Netzes  X'  erhalten.  Auf 
beide  Arten  ergeben  sich  leicht  für  dies  Netz  des  (8  + 12)- 
f lächigen  12-Ecks  die  Beziehungen: 


Ööfl)    { 
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(  Pi-T,   A  =  4V+1,   ft-"0, 

55d)    I  -      (2  —  co^e„)(2cos'ea—l)(l+co^Sa) 

I       1  ^™  / —  7 

der  sich  hiemach  ergebende  Wert  für  X  stimmt  mit  dem 
in  Formel  51t)  des  §  83  erhaltenen  überein.  Für  £a-=9 
geht  das  Netz  in  das  des  regulären  Ikosaeders  V  über, 
dessen  Gleichung: 

22  44-  22 

550    g^'-:^t^'-336«  +  ^g«-33e*~:5l.g«+l-0 
V  5  1/5  y  5 

ist. 

§  85.  Darstellung  der  regulären  und  der  gleich- 
eckigen  Netze  der  Ikosaedergrnppe. 

1.  Um  die  Eckpunkte  der  regulären  und  der  gleich- 
eckigen Netze  der  Ikosaedergruppe  durch  möglichst  einfache 
Gleichungen  darzustellen,  wählen  wir  als  Projektionsebene 
nicht  die  bei  den  Entwicklungen  des  fünften  Kapitels  be- 
nutzte XY- Ebene  des  Hauptkreises  b^  [in  Beziehung  aaf 
welche  die  Gleichung  55  t)  der  Ikosaedereckpunkte  auf- 
gestellt wurde];  sondern  diejenige  des  Hauptkreitfes  g^  so 
dass  der  Ptinkt  G\  den  Projektionspunkt  bildet  [s.  die  Fig. 

4,  9,  11,  14«),  18,  20,  25/J)  und  30].  Als  Z-  oder  S-Axe 
sei  die  Schnittlinie  G^B^O^  der  Ebene  \^  mit  g^^  als  Y- 
oder  1^-Axe  die  Schnittlinie  G^B^^Aer  Ebene  /Jg  (des  Äqua- 
tors zum  Punkte  jP^^)  mit  der  Ebene  g^  gewählt  (s.  Fig^  29 

.und  30). 

Die  Eckpunkte  G  des  regulären  Ikosaedemetzes  sind 
alsdann  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

56«)  g  (g*  -  tang^q>)  (£*  +  cot^q>)  -  0 

oder  durch: 

oder  in  homogener  Form  durch: 
dargestellt^). 

1)   Yergl.  F.  Klein,    Mathem.   Ann.  IX,    S.   196  a.  203;    Xu, 

5.  505;  und  Schwarz,  Borch.Joam.,  Bd.  75  AriYI. 
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Bilden  wir  die  Hesse  sehe  Determinante  der  binären 
Form  /!•;  so  ergiebt  sich  dieselbe,  abgesehen  von  dem  kon- 
stanten Faktor  — 121 : 

die  Gleichung: 

56*)  Ä— 0 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

56*')        g«>-  228{;i5+494fi<>  +  228g^+  1  -0*) 

repräsentiert  alsdann  die  Eckpunkte  C  des  regulären  (dem 
Netze  V  konjugierten)  Pentagondodekaedernetzes  YIL 
Der  Nachweis,  dass  in  der  That  durch  die  Gleichung 
56*1)  die  20  Eckpunkte  C  des  Netzes  YII  dargestellt  werden, 
ergiebt  sich  einfach  durch  direkte  Bildung  der  Gleichung  für 
diese  Punkte  (7,  welche  man  in  der  Form  erhält  (vergl.  8) 
in  §  9): 

oder: 

I      (r-2g6[13-3l/5]«)^<p-l)i      jj 

Als  Jacob ische  Determinante  der  beiden  Formen  fi 
und  Hi  erhält  man^,  abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor 
-20: 

56Ö«7;=ai«'+g2'')+522(e,*«fe'-gi«g,«)-10005(g,»«+ 

die  Gleichung: 

56ij)  j;  =  o 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

56i?')    e«>  +  522g«*- 10005^«^- 10005  510-522  6^  +  1-0 

repräsentiert  die  Eckpunkte  B  des  festen  gleicheckigen 
Ifetzes  dieser  Gruppe,  nämlich  des  (12  +  20)-flächigen 
30 -Eck 8  XX'.  Denn  durch  direkte  Bildung  der  Gleichung 
für  diese  Eckpunkte  erhält  man  leicht: 


1)  Vergl.  F.  Klein,    Mathem.  Ann.     IX,    S.   196  u.  203;    XII, 
S.  605;  und  Schwarz,  Borch.  Joum.,  Bd.  76  Art.  VI. 

2)  Vergl.  F.  Klein  und  Schwarz  1.  c. 
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„.j  a»-<««?»i9')(£'+toV[45«-i9.])(r+i)| 

M  X  (t"  +.  cotg^  i  9>)  (e*  -  cotg'  [45»  i  9,])  J " "' 

deren  linker  Teil  mit  demjenigen  von  6617')  übereinstimml 
2.  Die  drei  Gleichnngen: 

/;-o,  Ä-0,  j;.-o 

haben  die  Eigenschaft,  durch  die  60  Substitutionen  un- 
geändert  zu  bleiben ,  welchen  die  60  Drehungen  (§  12,  2.) 
entsprechen,  durch  die  ein  reguläres  Ikosaeder-  oder  Pen- 
tagondodekaedemetz  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht 
wird. 

Diese  60  Substitutionen  können  in  folgender  Form  dar- 
gestellt werden: 

Ist 

57  a)      €-(50s72^  +  isin72<^--J-(toti^9  +  -A-)i 

wobei: 

--^v               I  s +  s* ^2 sin  18^ '^tangipj 
P^  \s^  +  s^ 2cö536«=-cö^y 

ist,  so  sind  die  60  Substitutionen^): 

^,^-0,1,2,3,4. 
Diese    Substitutionen    zerfallen^,    abgesehen    von   der 
Identität  S«S,  in  24  Substitutionen  von  der  Periode 
5    (der    Drehung    um     die    fänfisähligen    Azen    OG    ent- 
'sprechend),  nämlich: 

v-1,2,3,4; 

feiner  in  20  Snbstitatioben  von  der  Periode  3  (der 
Drehung  um  die  dreizähligen  Axen  OC  entsprechend),  nämlich: 

1)  Vergl.  aordan,  Math.  Ann.  XIT,  8.  46  —  46;  F.  Klein,  ibid. 
8.  607. 

8)  Ibidem. 


57y) 
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^^    ,,,+izi!i!l±(i±i!),  ,»,+4z£::ii±(£±i^. 

• 

und  in  15  Substitutionen  von  der  Periode  2  (der 
Drehung  um  die  zweizähligen  Axen  OB  entsprechend), 
nämlich: 

Durch  diese  60  Substitutionen  wird  also  fi  (Ikosaeder), 
JSi  (Pentagondodekaeder),  Ji  [(12  +  20) -flächiges  30 -Eck]  bez, 
fünffach,  dreifach^  zweifach  aus  einer  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung /i«=-0,  -Hi  — 0,  J,  — 0  (aus  einem  seiner  Eckpunkte) 
erzeugt. 

3.  Jede  der  drei  Gleichungen: 

58a)  Jff,»-Xi./;^«0, 

58/j)  /;fi-x,.j;»-o, 

58y)  Hi^-X^.J^^O 

hat  nun,  wenn  X^  X^^  X^  je  einen  komplexen  Parameter 
bedeutet,  ebenfalls  die  Eigenschaft,  durch  die  60  Substitu- 
tionen 67  y)  ungeändert  zu  bleiben,  und  stellt  einen  solchen 
Komplex  von  60  Punkten  der  Kugelfläche  (oder  der  |iy -Ebene) 
dar,  für  welchen  aus  einer  der  60  Wurzeln  der  Gleichung 
(aus  einem  der  60  Punkte)  die  übrigen  sich  durch  Anwen- 
dung jener  Substitution  ergeben^). 

Jede  der  drei  Gleichungen  58«),  58^),  58  y)  stellt  fflr 
jeden  Wert  des  Parameters  die  60  Eckpunkte  des  allgemein- 
sten gleicheckigen  Netzes  dieser  Gruppe,  nämlich  eines 

(12-f  20  +  60)-flächigen  60-Eck8  XXVH' 

(§  43)  dar;  was  sich  wiederum  durch  direkte  Bildung  der 
Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Eckpunkte  eines  solchen  Netzes 
darstellen,  und  Vergleichung  derselben  mit  einer  der  drei 
Oleichungen  58a),*  58/3),  58 7^)  nachweisen  lässt. 

1)  Vergl.  Gordan  und  F.  Klein  1.  c. 
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Beschränken  wir  uns  auf  die  erste  Gleichung  58  a),  so 
entsprechen  dem  Werte  X^ » 0  die  (dreifach  zahlenden)  Eck- 
punkte des  Pentagondodekaeders,  dem  Werte  X^^oo  die 
(f£Lnffach  zählenden)  Eckpunkte  des  Ikosaeders^  während  für 
X^«— 12*,  wie  sich  leicht  durch  direkte  Yergleichung  mit 
56 1^')  ergiebt,  der  linke  Teil  der  Gleichung  58«)  in  J^  über- 
geht, die  Gleichung  also  für  diesen  Wert  die  (zweifach 
zählenden)  Eckpunkte  eines  (\2  +  20)-f lächigen  SO-Ecks 
darstellt.    Setzen  wir  zur  Vereinfachung: 

58*)  Xi  =  -1728X, 

so  erhält  die  Gleichung  58a)  die  Form: 

58a')  B..»  +  1728X./;.*«00 

und  es  findet  die  einfache  Relation  statt: 
58  a)  H?  +  \12ifi^'^Ji\ 

Dem  Werte  X=l  in  58a')  entsprechen  also  dann  die 
(zweifach  zählenden)  Eckpunkte  eines  Netzes  ]^';  und  die 
Beziehung  58  f)  gestattet  in  einfacher  Weise,  die  Parameter 
X,  und  X3  in  58/3)  und  b^y)  durch  X  auszudrücken. 

4.  Durch  die  Substitution: 

wird  die  konforme  Abbildung  des  Gebietes  der  komplexen 
Variabein  X«A+/xi  auf  die  Kugelfläche  (oder  die  giy- Ebene) 
vermittelt.  Diejenigen  60  Dreiecke  des  vollzähligen  Symme- 
trienetzes, nämlich  des  Diakishexekontaedemetzes  XVI,  fär 
welche  die  60  einem  Werte  X»-A-f  fii  bei  positivem  p 
entsprechenden  Punkte  homologe  Punkte  darstellen,  sind 
das  Bild  der  positiven  Halbebene,  die  60  (symmetrisch 
zu  den  ersteren  liegenden)  Dreiecke^  für  welche  die  dem 
konjugierten  Werte  X-=A  — fii  entsprechenden  60  Punkte 
homologe  Punkte  sind,  das  Bild.der  negativen  Halbebene  X 

Die  drei  Punkte  X»oo,  0,  1,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte G^  Cf  JB  des  Diakishexekontaederhetzes  entsfHrecheo^ 


1)  Vergl.  F.  Klein  L  c. 
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sind  singulare  Punkte,  da  die  Winkel  des  Dreiecks  in  der  X- 
Ebene  180^  auf  der  Kugel  dagegen  36^,  60®,  90®  betragen. 
Durchläuft  X  das  Interyall  von  1  bis  oo,  so  nehmen 
die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den  Hauptkreisbogen  B^G^^... 
ein,  wobei  je  60  zusammengehörige  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XI'  eines  (12  +  20)-flächigen  12.5 -Ecks  ent- 
sprechen. Man  erhält  den  Parameter  A  als  Funktion  der 
Yariabeln  £^,  welche  die  Varietät  eines  solchen  Netzes  be- 
dingt, entweder  dadurch,  dass  man  in: 


58  a") 


1728A«- 


fi' 


rechts  für  g  einen  der  60  Werte,  also  z,  B.  t'^tang-jeg  sub- 
stituiert ^  wodurch  sich  die  Beziehung: 


Ö8ri)    1728A 


(tang^^-  g^+l-  228  tan^  |  Sg  [tang^^  fp- 1]  +  494  tang^^js^y 


tang^i  Sg  {tang^''^  6g  +  11  tang^^  Sg-  ly 

ergiebt,  oder  indem  man  aus  den  sechzig  Werten  für 
t  die  Gleichung  bildet,  deren  Wurzeln  jene  sind  und 
deren  Koeffizienten  mit  den  entsprechenden  der  Gleichung 
H/'+n28Xf^'^0  vergleicht. 

Für  jene  Gleichung  erhält  man  durch  Zusammenfassen 
von  je  fünf  oder  je  zehn  in  Beziehung  auf  die  fünfzählige 
Axe  OOi  gleichmässig  gruppierten  Punkten: 

[i^-    tang'iBgW^tang'{g>-iBg)] 

x[t'''-2i^tang^eg^cos5^g,+  tang^^8g;\ 

X  K^«  -  2  g^  tang^i  Sg^  cos  5  ^^.  +  tang^^  a J 

X  K^  +     cotg'i^sg]  K«  +  cotg^{g,^S^  f^)] 

X  K''  +26^  cotg'i  ^9.  cos  5  ^p.  +  cotg'^  £ J 

Ix  [gl«  +  2  g«  coig^i  sg^  cos  5  ^^.  +  cotg^^  « J , 

wobei  [vergl.  §  76  Formeln  31  d)]  die  Beziehungen: 

cosBg^^    cossg^^cos (9  —  «^)  sing>f 
coSBa.^    cosBg^^ sin {(p—Sg) cos<p^ 

2sinq> 


6Sd) 


0- 


'9i 


58-0'')    {  oo1y^g,^co1y^g^^—r:^(^coiyBg'-'\1mg(p\ 
cotgd'g^'^  cotgd'g^ ^^(2  cotg^g  +  ^cotg(p) 


zu  berücksichtigen  sind. 
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Der  auf  beide  Arten  erhaltene  Ausdruck  für  A  ge- 
stattet noch  manche  Umformungen,  auf  welche  aber  hier 
nicht  eingegangen  werden  solL 

Wenn  X  das  Intervall  von  —  Qo  bis  0  oder  von  0  bis  1 
durchläuft;  so  beschreibe^  die  Punkte  P  bez.  die  Kanten 
G^Cj^.,.  oder  C^JB^.,,  des  Diakishexekontaedemetzes,  so  dass 
je  60  zusammengehörige  Punkte  bez.  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XXH'  eines  (12 +  20 +  30) -flächigen  60 -Ecks 
(§  36)  oder  eines  Netzes  Xm'  eines  (20+ 1^) -flächigen 
20. 3 -Ecks  (§  23)  entsprechen.  Durch  Anwendung  der 
beiden  oben  angegebenen  Methoden  erhält  man  den  Para- 
meter A  als  Funktion  von-«^  oder  von  0-^,  wenn  man  für 
das  Netz  XXII'  die  Beziehung: 

-^^,«36^ 

und  die  Formehi  33  d)  in  §  76,  für  das  Netz  5III'  die  Be- 
ziehung: 

cosd^g  =•  cotg  f^ .  tangip 

und  die  Formeln  32*)  in  §  76  benutzt. 

5.  Wenn  der  Parameter  X  irgend  einen  komplexen 
Wert  X  +  fii  hat,  so  ergiebt  sich  die  Abhängigkeit  des  l 
und  fi  von  den  beiden  Variabein  (z.  B.  e^  und  d-^^,  welche 
die  Lage  des  Punktes  P  und  damit  die  Varietät  des  ent- 
sprechenden Netzes  XXVII '  bedingen^  ebenfalls  auf  zwei 
Arten.  Entweder  kann  man  in  öSo/)  für  £  einen  der  60 
Werte,  z.  B.  g  —  <a«^-|- «^ .  e*^<'  einsetzen  und  A  und  (i  aas  der 
Relation: 

59a)  1728  (A  + fit)  = 

tang^isg.^^^9[tang^^6g.e^^'^8  +  nimg^ieg.€^'^^-lY 

durch  Sonderung  des  reellen  und  imaginären  Bestandteüs 
bestimmen.  Oder  man  kann  aus  den  60  Werten  für  S  die 
Gleichung  bilden,  deren  Wurzeln  jene  sind  und  die  ent- 
sprechenden Koeffizienten  dieser  und  der  Gleichung  58  a') 
vergleichen.  Man  kann  diese  Gleichung  entsprechend  der 
Gruppierung  der  60  Eckpunkte  (vergl.  §  55,  2.)  als  Eckpunkte 


»j 
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von  sechs  kongruenten  Netzen  XXV  (i>  — 5)  mit  denHaupt- 
azen  OG  in  folgender  Form  schreiben: 

wobei  dem  oberen  Vorzeichen  die  eine,  dem  unteren  die 
andere  Gruppe  von  je  60  Eckpunkten  entspricht,  deren 
Verein  das  vollständige  Netz  XVI'  bildet. 

Hierin  lassen  sich  sämtliche  Winkel  £^^  und  «^^^  durch 
Bg^  und  d-g^  oder  auch  [vergl,  305)  in  §  75]  durch  e^,,  £*„,  «^^^ 
ausdrücken    wobei: 

ist. 

Die  Vergleichung  des  linken  Teils  der  Gleichungen 
59/3)  und  58  a')  ergiebt  eine  Anzahl  von  Relationen 
zwischen  X  und  fi  einerseits  und  ^^^  und  «^^^  andererseits, 
welche  bezüglich  unter  einander  und  mit  den  aus  59  a)  re- 
sultierenden übereinstimmen  müssen.  So  lautet  z.  B.  die 
erste  jener  Belatienen,  welche  sich  durch  Vergleichung  der 
Koeffizienten  von  g^^  ergiebt: 


59  y) 


-1728JI 684:  +  ^{€otg^-\6g^  +  tans^-^8g^cos5d',^, 

1 

6 

-  17287t  -  2  (^^i  ^^u  -  ^^'i  ^J  ^^  ^K- 
i  1 


Die  YoUständige  Entwickelung  dieser  Ausdrücke,  welche 
sich  durch  Substitution  spezieller  Werte  für  €g,  ^gy  denen 
besondere  Netze  dieser  Gruppe  entsprechen,  auf  ihre  Richtig- 
keit kontrollieren  lassen,  soll  hier  nicht  ausgeführt  werden. 

Die  Gleichung  für  das  vollzählige  Netz  XVI'  wird 
durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen: 

jKi»  +  1728(A  +  /Ai)/i'^=-0   ^^  fii»-M728(A-^*)/;*-0 
in   der  Form  erhalten:' 

59d)      Ä'  +  2.12»A.Ä'./;'^  +  12«(A«  +  fi*)/;^^-0; 

dieselbe  muss  mit  der  durch  Multiplikation  der  beiden  Glei- 
cliiingen  59/3)  entstehenden  identisch  sein. 
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§  86.  Einige  allgemeine  Bemerkungen. 

1.  Die  Bezieimngen  der  gleicheckigen  Netze  der  Ikosa- 
edergrappe  zu  denjenigen  der  ersten  Hauptklasse,  der  Te* 
traeder-  und  der  Oktaedergruppe,  insbesondere  die  in  den 
§§  75  und  76  henrorgehobenen  Anordnungen  der  Eckpunkte 
zu  je  fänf  von  solchen  der  Oktaedergruppe  lassen  sich  eben- 
falls mit  Leichtigkeit  durch  passende  Zerlegung  der  im 
Yorigen  aufgestellten  Gleichxmgen  herleiten.  Hierbei  wird 
es  mehrfach  von  Vorteil  sein,  die  Ebene  c^  oder  b^  als  Pro- 
jektionsebene zu  wählen  und  von  den  nach  Analogie  der 
obigen  Entwickelungen  zu  erhaltenden  Gleichungen  auszu- 
gehen. 

Auf  die  verschieden^!  aus  jenen  Gleichungen  sich  er- 
gebenden Gruppierungen  der  Eckpunkt«  der  gleicheckigeii 
Netze,  sowie  auf  die  Darstellung  der  die  Kugelfläche  mehr- 
fach bedeckenden  Netze  durch  binäre  Formen,  bez.  Glei- 
chungen wird  im  siebenten  Kapitel  noch  hingewiesen  werden. 

2.  Bei  der  in  den  vorhei^ehenden  Paragraphen  durch- 
geführten Herleitung  der  Gleichungen  ftir  die  Eckpunkte 
sämtlicher  gleicheckigen  Netze  haben  wir  wiederholt  ein 
allgemeines  Prinzip  angewendet;  welches  zuerst  von  F.Klein^j 
aufgestellt  wurde  und  welches  folgendermassen  lautet: 

,,Wenn  11  und  //'  zwei  binäre  Formen  mit  Transfor- 
mationen in  sich  selbst,  iJ—0,  /Z'«=0  also  zwei  Pqnkt- 
aggregate  darstellen,  welche  aus  zwei  irgendwie  angenom- 
menen Punkten  durch  Anwendung  der  linearen  Transforma- 
tionen der  betreffenden  Gruppen  hervorgehen  (wobei  il  bct 
17'  die  geeignete  Potenz  der  betreffenden  Gleichung  darstellt 
wenn  der  anfanglich  gewählte  Punkt  eine  mehrfach  zählende 
Gruppe  erzeugt),  so  repräsentiert  die  Gleichmig: 

i7-Z.i7'«0, 
wenn  X  einen  Parameter  bedeutet,  überhaupt  alle  Punkt- 
systeme,  welche*  durch   die   betreffenden  linearen  Transfor- 
mationen aus  einem  einzelnen  Punkte  hervorgehen.^ 

1)  Math.  Ann.  IX  S.  194. 
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Die  Substitution: 


bildet  dann  das  Gebiet  der  Kugel  auf  das  Gebiet  der  kom- 
plexen Variabein  X  ab^). 

Auf  die  mannigfacben  hieraus  folgenden  Beziehungen, 
welche  die  aufgeführten  Formen  und  Gleichungen  für  ge- 
wisse. Probleme  der  Formentheorie,  ftir  die  Auflosung  der 
Gleichungen  des  vierten  und  fünften  Grades,  fiir  die  Auf- 
lösung der  sog.  Oktaedergleichung  51a')  (§  83),  der  Ikosa- 
edergleichung  Ö8a')  (§  85)  bei  einem  gegebenen  Werte  des 
Parameters  X  durch  hypergeometrische  Reihen,  für  die  line- 
aren Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  algebraischen 
Integralen  etc.  darbieten,  gestattet  der  Zweck  dieses  Buches 
nicht  näher  einzugehen.  Wir  begnügen  uns  damit,  auf  die 
bezüglichen  (auf  S.  2  und  3  genauer  citierten)  Original- 
arbeiten hinzuweisen. 


Zweite  Abteilung:  Erweiterungen  und 
Verallgemeinerungen. 


§  87.  Kollineare  und  reziproke  Transformation  der 
glelchflächlgen  und  der  glelcheeklgen  Netze. 

1.  In  diesem  Abschnitte  sollen  nur  kurz  und  andeutungs- 
weise einige  Erweiterungen  und  Yerallgemeinerungen  der  in 
den  früheren  Kapiteln  hergeleiteten  Beziehungen  behandelt 
werden.    Eine  solche  Verallgemeinerung  wird  durch  die  kol- 
lineare oder  durch  die  reziproke  Transformation  der  sphä- 
rischen, durch  die  Eckpunkte  und  Hauptkreise  der  gleich- 
flächigen;  sowie  der  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Systeme 
entstehenden    Gebilde    bewirkt.     Hierbei    kommen    die    be- 
kannten Beziehungen  zwischen  zwei  kollinearen  Grundgebilden 

1)  Schwarz,  Borch.  Joum.  75. 

SCesi,  KvgaltoUnxig.  VI 
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zweiter  Stufe  zur  Anwendung^)  und  zwar  diejenigen  zwischen 
konzentrischen  Strahlenbündeln,  deren  Mittelpunkt  der  Kugel- 
mittelpunkt  ist  und  deren  Strahlen  den  Punkten  der  Kugel 
(des  sphärischen  Punktfeldes)  und  deren  Ebenen  den  Haupt- 
kreisen der  Kugel  entsprechen. 

Wir  beschränken  uns  darauf,  die  durch  kollineare 
Transformation  aus  den  allgemeinsten  Netzen  der  von  uns 
unterschiedenen  Hauptklassen  und  Ordnungen  entstehenden 
Gebilde  zu  erwähnen  ui^d  auf  einige  ihrer  Eigenschaften  hin- 
zuweisen. 

2.  Ein  dem  allgemeinsten  gleichflächigen  Netze  Vlll 
oder  Villa  (§  16)  (dem  Doppelpyramidennetze)  kollinear 
verwandtes  Netz  lässt  sich  zunächst  einfach  dadurch  erhalten, 
dass  man  entweder  einen  beliebigen  (nicht  auf  dem  Haupt- 
äquator a  liegenden)  Punkt  der  Kugel  (und  seinen  Clegen- 
punkt)  mit  den  Teilpunkten  B  oder  B  und  C  (vergl.  Fig. 
1^5,6)  des  Hauptäquators  a  durch  Hauptkreisbogen  ver- 
bindet oder  dadurch,  dass  man  einen  beliebigen  (nicht  durch 
die  Endpunkte  A  und  Ä  der  Hauptaxen  hindurchgehenden) 
Hauptkreis  mit  den  Seitenkanten  des  Netzes  YHI  zum 
Schnitte  bringt. 

Auf  beide  Arten  erhält  man  ein^  dem  Netze  YIH  kol- 
linear verwandtes  Netz  und  zwar  in  involutorischer 
Lage,  wobei  im  ersten  Falle  die  Involutionsaxe,  im  zweiten 
Falle  das  Involutionszentrum  mit  Benutzung  bekannter  Eigen- 
schaften des  vollständigen  Vierecks  und  Vierseits  leicht  zu 
konstruieren  ist. 

Wenn  man  auf  einem  beliebigen  Hauptkreise  a  dr« 
Punkte  89i,  932,  ®8  beliebig  annimmt  und  diese  den  Punk- 
ten  jBj,  ^27  ^8  ^^^  ^^™  Äquator  a  entsprechen  lässt, 
so  erhält  man  die  übrigen  den  Punkten  B^..,Bn  zugeord- 
neten Punkte  $84. ..93»  als  entsprechende  Punkte  der  beiden 
projekti vischen  Punktreihen  auf  den  Trägem  a  imd  a;  nimmt 


1)  Yergl.  hierüber:  Beje,  Geometrie  der  Lage  n,  etstei; 
dritter,  vierter  und  vierzehnter  Vortrag;  Schröter,  Theorie  dff 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  S.  341  flg. 
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man  dann  einen  beliebigen  (nicht  auf  a  liegenden)  Punkt  K 
an  und  verbindet  diesen  (wie  dessen  Gegenpunkt  W)  durch 
Hauptkreisbogen  mit  den  Punkten  SBi,  832.-.93n,  so  erhält 
man  das  allgemeinste  derartige  Doppelpyramidennetz.  Ebenso 
hätte  man  ein  dem  sphärischen  Strahlbüschel  A\B^B^.,.B^ 
projektiyisches  mit  dem  beliebig  angenommenen-  Punkte  S( 
als  Mittelpunkt  konstruieren  und  dieses  durch  den  belie- 
bigen Hauptkreis  a  schneiden  können.  Die  n  Punkte  auf  a 
oder  die  n  Strahlen  durch  Sl  stellen  dann  ein  cyk  lisch - 
projektivisches  Pu^jkt- (Strahlen-)  System  dar. 

Jedem  Punkte  P  und  jedem  Hauptkreise  p  des  ursprüng- 
lichen Netzes  entspricht  alsdann  bez.  ein  bestimmter  Punkt 
$  und  ein  bestimmter  Hauptkreis  p  des  kollinear- ver- 
wandten Netzes;  der  Gesamtheit  der  homologen  Punkte  P 
der  Dreiecke  Ä^B^B^ ...  des  ursprünglichen  Netzes,  d.  h. 
den  Eckpunkten  des  gleicheckigen  Netzes  VJII'  oder  VHI" 
(f&r  n'='2p)  entspricht  die  Gesamtheit  der  zugeordneten 
Punkte  ^  des  kollinear -verwandten  Netzes. 

Die  Hemigonieen  und  die  besonderen  Fälle  der  Netze 
VIII'  und  VIII"  ergeben  sich  analog;  die  Beziehungen 
zwischen  gleichflächigen  und  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzen,  insoweit  sie  Lagebeziehungen  sind,  also  auch  die 
Stein  ersehe  Verwandtschaft  bei  den  Netzen  XXV  und  XXV', 
gelten  auch  für  die  allgemeineren  Netze.  Bei  der  Konstruk- 
tion der  allgemeinen  gleicheckigen  Netze  wird  man  von  der 
Beziehung,  dass  jedem  harmonischen  Gebilde  des  einen 
Systems  ein  harmonisches  Gebilde  des  anderen  entspricht, 
sowie  von  dem  Satze  Anwendung  zu  machen  haben: 

Das  SinusverhältniS;  nach  welchem  ein  fester  Winkel 
des  einen  Systems  von  einem  durch  seinen  Scheitel 
gehenden  Hauptkreise  geteilt  wird,  steht  zu  dem  ent- 
sprechenden Sinusverhältnisse  im  anderen  Systeme  'in 
einem  konstanten  Verhältnisse^). 

3.   Von   den  in   analoger  Weise   aus   den  Netzen   der 
z ^weiten    Hauptklasse   entstehenden  mögen    hier    nur   die- 

1)  Yergl.  z.  B.  Greta chel,  Organische  Geometrie,  S.  188. 

27* 
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jenigen  der  Hexakisoktaeder-  und  der  Ikosaedergruppe 
erwähnt  werden. 

Wenn  wir  drei  beliebige  (nicht  auf  einem  Hanptkreise 
liegende)  Punkte  ^,  $^,  ^  der  Eugelfläche  durch  Haupt- 
kreise a^,  Oj,  Oq  verbinden  oder  drei  beliebige  (nicht  durch 
«inen  Pankt  gehende)  Hauptkreise  di,  Cl^,  o^  zam  Schnitte 
bringen,  so  erhalten  wir  ein  die  Kugelfläche  bedeckendes 
Netz  von  acht  sphärischen  Dreiecken  (welche  sich  in  be- 
kannter Weise  als  Neben -,  Scheitel-  und  Gegendreiecke  ent- 
sprechen). Nehmen  wir  im  Innern  eines  dieser  acht  Drei- 
ecke (z.  B.  %j^  02  ^)  ^i^^Q  beliebigen  Punkt  (S^  an  und 
lassen  diesen  dem  Eckpunkte  C^  des  regulären  Hezaeder- 
netzes  VI  entsprechen,  während  die  Punkte  ^,  9[s9  %  ^^^ 
Eckpunkten  Ä^,  Ä^^  A^  des  regulären  Oktaederdreieckes 
entsprechen  sollen,  so  ist  die  kollineare  Verwandtschaft  der 
beiden  Systeme  bestimmt. 

Verbinden  wir  den  Punkt  S^  mit  den  Eckpunkten  8t|, 
%^f  ^  und  konstruieren  in  jeder  Ecke  zu  dem  Verbindungs- 
hauptkreise den  vierten  harmonischen  Hauptkreis,  so  dass  diese 
beiden  durch  die  beiden  Dreieckskanten  harmonisch  getrennt 
werden,  so  schneiden  sich  bekanntlich  diese  sechs  konstruierten 
Hauptkreise  viermal  zu  dreien  in  je  einem  Punkte^)  und 
zwar  in  den  Eckpunkten  (S^,  (S,,  S,,  (£^  (und  deren  Gegfsnr 
punkten),  welche  den  Eckpunkten  C\,  C/j,  Cg,  C^  entsprechen. 

Die  sechs  konstruierten  Hauptkreise  6^ . . .  B«  entsprechen 
den  Hauptkreisen  h^...h^  des  regulären  Hexaedemetzes  und 
bilden  mit  den  drei  Hauptkreisen  0^,  a^,  On,  ein  die  Eugelflaehe 
bedeckendes  Netz  von  48  sphärischen  Dreiecken  9  (SS3,  deren 
Eckpunkte  S3,  welche  zu  je  zweien  auf  einem  Hauptkreiee  a 
durch  zwei  Punkte  %  harmonisch  getrennt  liegen,  den  zwölf 
Eckpunkten  des  Eubooktaedemetzes  XIK'  entsprechen.  Man 
kann  dies  allgemeinere  Netz  wohl  auch  als  harmonisches 
Hexakisoktaedernetz  bezeichnen. 

Jedem  beliebig  in  einem  der  48  Dreiecke  angenommenen 
Punkte  $  entsprechen  47  in  den  übrigen.  Dreiecken  liegende 

1)  VergL  Hesse,  Aoalyt.  Geom.  des  Baumes,  dritte  Yorlesong. 
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eo«) 


Funkte  ^;  diese  48  Punkte  ^  sind  den  48  Eckpunkten  P  eines 
Netzes  XV  zugeordnet  und  leicht  mit  Benutzung  der  zwischen 
beiden  Netzen  bestehenden  Beziehungen  ihrer  Lage  nach 
zu  bestimmen.  Diese  Beziehungen  sollen  hier  im  einzel- 
nen nicht  verfolgt  werden;  alle  besonderen  NetzC;  die  he- 
migonischen  Netze,  fär  welche  die  Gruppierungen  der  Eck- 
punkte und  Kanten  denen  der  früher  abgeleiteten  Netze 
analog  sind^  die  zwischen  den  Eckpunkten  entsprechender  he- 
migonischer  Netze  bestehende  Steinersche  Verwandtschaft 
etc.  ergeben  sich  nach  dem  Bisherigen  mit  Leichtig- 
keit. 

Besonders   übersichtlich  und   einfach  gestaltet  sich  die 
Darstellung  und  Ableitung   dieser  Beziehungen  durch  Ein- 
führung   trimetrischer    sphärischer    Koordinaten.     Wenn 
wir    die    trimetrischen   Koordinaten    eines   Punktes   propor- 
tional zu  Vielfachen  der  Sinus  der  sphärischen  Abstände  des 
Punktes  von  den  Seiten  des  Koordinatendreieckes  ^^  %^  0^ 
nehmen,    so    können  jene   Vielfache    so    bestimmt   werden, 
dass   der   Punkt  6^  die  Koordinaten  1,  1,  1  hat  (der  Ein- 
heitspunkt ist),  welchem  als  Polare  in  Beziehung  auf  das 
Fundamentaldreieck  (als  Harmonikale)  der  Hauptkreis  c^ . . . 
^1  +  ^8  +  ^s  =  0  entspricht.    Es  brauchen  alsdann  die  früher 
im  fünften  Kapitel  §  63  bis  §  73  unter  Anwendung  recht- 
winkliger Raumkoordinaten  is,  x^  y  aufgestellten  analytischen 
Ausdrücke   für  Eckpunkte^   Hauptkreise   etc.  nur  nach  den 
trimetrischen  Koordinaten  x^^  x^^  x^  interpretiert  zu  werden^ 
um    die    entsprechenden   Gebilde    des   kollinear   verwandten 
Netzes   zu   erhalten.    Die  Eckpunkte   $[,  (S,  83  haben  z.  B. 
die   trimetrischen    Koordinaten    [vergl.   10«')    bis    10  y')   in 
§63]: 

6i,...ll-l, 
6,... 1-11, 
(£^...1-1-1; 


1...IOO, 
J...010, 

a3...ooi; 


»i.-.llO,  »4. .,10-1, 
»»...lOl,  »5... 1-10, 
SB,. ..011,  S9j...01-1; 


die  Hauptkreise  a,  C,  B  haben  die  Gleichui^en  [vergl,  10a), 
/3),  y)  in  §  63]: 
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ttj  . . .  U?i  =  0, 
Oj  . . .  O^g  ==  0, 


Ci...Ä?i  +  i^2  +  a;8«0, 

C2  .  .  •  fl?i  +  ^2        «^8  ^  ^j 

üj    •  •  •   »l/j^  "t"  «Vg  *^  V  y       V^  •  •  •  fl/j  "^  flJg  ^^  V/ j 
Oo    •  •  •    »^l        |~  •*?•  ^^  V  «        üg    •   •  •    3/1    "~~  aii/O   ~~"  V« 

Die  48  zusammengehörigen  Eckpunkte  Sß,  welche  ein 
(harmonisches)  (6  +  8  +  24) -flächiges  2 .  24- Eck  bilden,  haben 
zu  Koordinaten  die  mit  den  acht  Yorzeichenkombinationen 
zu  versehenden  sechs  Permutationen  der  Koordinatenwerte 
^it  ^«)  ^8  ^^^  Punktes  5ßi  u.  s.  f. 

4.  Ein  dem  regulären  Ikosaedernetz  Y  kollinear 
entsprechendes  Netz  hat  zu  Eckpunkten  ©i...®^  diejenigen 
eines  sog.  zehnfach  Brianchonschen  Sechsecks^  dessen 
ebene  Projektion  gelegentlich  anderer  Untersuchungen  ,7on 
Clebsch^)  und  F.  Klein^  genauer  betrachtet  worden  ist 

Yier  Eckpunkte,  z.  B.  @i,  &2^  ®s  ^^^  ®6  lassen  sich  be- 
liebig (nur  so,  dass  nicht  drei  derselben  auf  einem  Haupt- 
kreise liegen)  wählen  und  den  Eckpunkten  G^,  G^,  <?,  und 
Gq  des  Netzes  Y  entsprechend  annehmen.  Die  beiden  an- 
deren Punkte  @4  und  ®ß,  welche  G^  und  G^  (Fig.  4,  29,  30) 
entsprechen,  lassen  sich  dann  durch  eine  ein&che  Konstruk- 
tion finden,  welche  sich  leicht  aus  den  von  Clebsch^  her- 
geleiteten Eigenschaften  der  ebenen  Figur  eines  solchen 
Sechsecks  ergiebt. 

Es  mögen  hier  nur  die  folgenden  Bemerkungen  Platz 
finden,  welche  auch  zu  der  Konstruktion  der  beiden  Punkte 
@4  und  6(5  und  der  Herleitung  der  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  interessanten  Figur  dienlich  sein  können.  Man  kann 
die  Gruppierung  der  sechs  Punkte  ®i...®q  auch  so  cha- 
rakterisieren, dass  dieselben  zehnmal  je  zwei  Dreiecke 
bilden,   welche   auf  vier    Arten    perspektivisch   liegen. 


1)  Math.  Ann.  Bd.  lY,  S.  284  und  845. 

2)  Math.  Ann.  Bd.  XII,  S.  581  flg. 
8)  A.  a.  0.  S.  887  und  388. 
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Bei  dieser  Auffassung  erhält  man  eine  Anwendung  der  ron 
Bosanes  und  H.  Schröter*),  Ton  dem  ersteren  durch  ana- 
lytische, Ton  dem  zweiten  durch  einfache  synthetische  Be- 
trachtungen hergeleiteten  Eigenschaften  solcher  Dreiecke. 

Sollen  nämlich  zwei  Dreiecke  ®j  ®j  ®,  und  &^  @g  ®, 
auf  vier  Arten  perspektivisch  liegen  und  zwar  (vergl.  Schröter 
a.  a.  0.)  nach  folgender  Gruppierung: 


@i  &3  ®, 
61a)   {  ®4  ®6  ®6 

6. 


®1  ®i,  ®s 


6, 


@«  ®,  ®» 


@x  ®*  ®s 

®«  ®5  ®4 

6i 


(vergL  die  entsprechenden  durch  lateinische  Buchstaben  be- 
zeichneten Punkte  der  Fig.  29),  wobei  der  darunter  gesetzte 
Buchstabe  das  Projektionszentrum  bezeichnet,  so  iassen  sich; 
\ne  Schröter*)  gezeigt  hat,  falls  die  vier  Punkte  ®i,  ®2, 
@3,  ®Q  gegeben  sind,  die  beiden  anderen  Punkte  ®4  und  &^ 
noch  auf  unendlich  viele  Arten  bestimmen.  Denn  die  beiden 
Punkte  @4  und  @^  beschreiben  bestimmte  Ortskegelschnitte, 
wenn  das  EoUineationszentrum  S^  sich  auf  @i  @e  bewegt. 
Erhält  der  Punkt  (S^  eine  bestimmte  Lage  auf  @i  @e)  ^^ 
sind  nach  der  von  H.  Schröter  angegebenen  Konstruktion 
die  beiden  Punkte  ©^  und  ®g  bestimmt. 

Diese  bestimmte  Lage  des  Punktes  S^  ergiebt  sich  nun 
in  dem  vorliegenden  Falle  dadurch,  dass  zu  den  vier  in  61a) 
geforderten  Bedingungen  für  die  Lage  der  Dreiecke  z.  B. 
noch  die  folgende: 

61/J)  ®8  ®6  ®6 

hinzugefügt  wird,  welche  Bedingung  auch  mit  derjenigen, 
dass  der  Verbindnngshauptkreis  @^  @^  mit  der  Diagonale 
6g  ®7  (vergl.  Fig.  29)  zusammenfalle,  identisch  ist.  Denn 
alsdann  folgt  einfach,  dass  die  sämtlichen  15  Yerbindungs- 
bauptkreise  (Bi^-'B^g)  der  sechs  Punkte  &^...@q  sich  zehn- 

1)  Math.  Ann.  Bd.  II  S.  549  flg.  und  S.  663  flg. 

2)  A.  a.  0. 
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mal  zu  je  dreien  in  einem  Punkte  (£  schneiden,  d«  h«  dass 
die  sechs  Punkjte  &  zehnmal  (wie  bei  dem  Netze  Y)  die 
Eckpunkte  eines  Brianchonschen  Sechsecks  bilden  oderdass 
zehn  Gruppen  von  je  zwei  vierfach -perspektivischen  Drei- 
ecken entstehen.  Man  kann  auch  sagen,  dass  von  den  60 
Sechsecken,  welche  in  bekannter  Weise  aus  den  sechs  Fun- 
damentalpunkten &  sich  bilden  lassen,  40  Brianchonsche 
sind. 

Die  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  sich  ergebende 
Konstruktion  der  Punkte  &^  und  ®^  ist  folgende: 

(Vergl.  Fig.  29.)  Ziehe  ®i  ®e  (bj,  welches  ®,  ®,  {h^) 
in  SBs  trifit;  bestimme  (Sj  auf  ®i@6®9  ^^f  dass: 

ist,  wobei  die  Teilung  nach  dem  goldenen  Schnitt  zu  be- 
nutzen ist;  sodann  bestimme: 

(®,  ©„  ®,  ®«)  =  (£,, 
(®,6„®,6,)  =  ®„ 

Die  zehn  Perspektivitätszenbra  (S  entsprechen  den  Eck- 
punkten C  des  regulären  Pentagondodekaedemetzes,  die  15 
Schnittpunkte  93  je  zweier  Hauptkreise  b  sind  die  den  Punkten 
B  eines  Netzes  XX'  entsprechenden  Punkte;  diese  Punkte 
89  lassen  sich  in  f&nf  Polardreiecke  anordnen  bezüglich  eines 
Kegelschnitts,  welcher  fQr  die  regulären  Netze  durch  den  nn- 
endlich  entfernten  imaginären  Eugelkreis  repräsentiert  wird. 
Die  15  Hauptkreise  b  teilen  die  Eugelfiäche  in  120  Drei- 
ecke, so  dass  jedem  Punkte  $  119  Punkte  der  Engel  zu- 
geordnet  sind  u.  s.  f. 

Für  die  analytische  Darstellung  dieser  Beziehungen 
ist  ebenfalls  die  Einführung  eines  trimetrischen  sphärischen 
Koordinatensystems  von  grossem  Vorteil. 

5.  Endlich  sei  auch  noch  kurz  auf  die  durch  Zentral - 
Projektion  (vom  Kugelmittelpunkte  aus)  auf  eine  beliebige 


§  88.  Eollineare  und  reziproke  Transformation  etc.  425 

Ebene  aus  den  gleichflächigen  und  gleicheckigen,  sowie  aas 
den  jenen  kollinear  verwandten  Netzen  entstehenden  ebenen 
Netze  hingewiesen.  Diese  Beziehungen  hat  bereits  Steiner^) 
erwähnt  und  insbesondere  auf  diejenigen  Eigenschaften  eines 
elliptischen  Involutionsnetzes  aufmerksam  gemacht,  welche 
auf  die  angegebene  Weise  aus  diesen  sphärischen  Gebilden 
oder  den  entsprechenden  Strahlenbündeln  resultieren. 

Pen  Yon  uns  früher  betrachteten  Polarnetzen  (s.  Eap. 
IV)  der  metrisch -gleicheckigen  und  -gleichflächigen  sphä- 
rischen Netze  entsprechen  in  der  zentralen  Projektion  die 
polaren  Gebilde  der  ebenen  Netze  in  Beziehung  auf  einen 
imaginären  Kreis  als  Eemkegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt 
die  senkrechte  Projektion  des  Eugelmittelpunktes  auf  die 
Ebene,  dessen  Radius  gleich  der  Länge  dieser  projizierenden 
Normalen  ist.  Diejenigen  ebenen  Netze,  welche*  diesen 
durch  zentrale  Projektion  der  metrisch  -  gleicheckigen  und 
-gleichflächigen  Netze  entstehenden  kollinear  oder  reziprok 
verwandt  sind,  kann  man  auch  durch  kollineare  oder  rezi- 
proke Transformation  in  der  Ebene  herleiten,  wobei  für  die 
analytische  Darstellung  die  Benutzung  trimetrischer  Koor- 
dinaten von  Vorteil  ist.  Die  früher  (im  fünften  Kap.)  be- 
handelte Abbildung  auf  die  Ebene  der  t,  s  gehört  zu  diesen 
kollinear  verwandten  Netzen. 


§  SS.  Kollineare  nnd  reziproke  Transformation 

der  räumlichen  Systeme. 

1.  Den  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten,  durch 
kollineare  (oder  reziproke)  Transformation  entstehenden  sphä- 
rischen Netzen  lassen  sich  entsprechende  Polyeder  ein-  oder 
umschreiben,  wenn  die  Grenzflächen  dies^  Netze  sämtlich 
kleinen  Kugelkreisen  einbeschreibbar  sind.  Dies  ist  zwar 
für  sämtliche  im  weiteren  Sinne  gleichflächige  Dreiecks- 
netze,  dagegen  für  alle  übrigen^  zumal  fQr  die  im  weiteren 
Sinne   gleicheckigen  Netze  im  allgemeiuen   nicht  der  Fall. 

1)  Yergl.  die   Bemerkungen   aus   dem  Nachlasse   Steiners  in 
dessen  ges.  Werken  Bd.  II  S.  735  —  788. 
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« 

Dagegen  wird  man  im  weiteren  Sinne  gleicheckige  und 
gleichflächige  Polyeder,  welche  die  früher  abgeleiteten  me- 
trisch-gleicheckigen und  -gleichflächigen  Polyeder  als  be- 
sondere Fälle  enthalten,  durch  kollineare  oder  reziproke 
Transformation  der  durch  die  Ebenen,  Eckpunkte,  Kanten 
dieser  letzteren  Polyeder  bestimmten  räumlichen  Systeme 
ableiten  können.  Unter  gleicheckigen  Polyedern  im  wei- 
teren Sinne^)  sind  hierbei  solche  mit  gleichvielseitigen 
Ecken,  welche  auf  gleiche  Art  von  Polygonen  verschiedener 
oder  gleicher  Beschaffenheit  gebildet  werden,  zu  verstehen, 
unter  gleichflächigen  Polyedern  im  weiteren  Sinne  solche 
mit  gleichvielkantigen  Flächen,  welche  auf  gleiche  Art  von 
Ecken  verschiedener  oder  gleicher  Beschaffenheit  umgeben 
sind. 

2.  Wir  wollen  diese  Art  der  Betrachtung,  aus  einem 
metrisch  -  gleicheckigen  oder  -gleichflächigen  Polyeder  ein 
diesem  kollinear  (oder  reziprok)  verwandtes  herzuleiten  nur 
an  einem  Beispiele  erläutern,  indem  wir  uns  vorbehalten, 
bei  einer  anderen  Gelegenheit  auf  diese  Beziehungen,  welche 
sowohl  fdr  die  allgemeine  Theorie  der  Konfiguration  räum- 
licher Gebilde,  als  auch  fdr  diejenige  der  Polyeder  von 
grosser  Bedeutung  sind,  ausführlich  einzugehen. 

Die  beiden  Gebilde,  welche  dem  regulären  Hexaeder 
und  dem  regulären  Oktaeder  kollinear  verwandt  sind,  sind 
bereits  nach  einigen  ihrer  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
von  B.  Heger*)  und  neuerdings  mit  besonderer  Berücksich- 
tigung der  durch  diese  räumlichen  Gebilde  bestimmten  sog. 
Konfigurationen  von  Th.  Beye^  betrachtet  worden. 

Für  die  analytische  Behandlung  ist  hier,  so  wie  hd 
dem  analogen  Problem  auf  der  Kugel  oder  in  der  Ebene  die 
trimetrischen  Koordinaten  sich  vorteilhaft  darboten,  die  Be- 

1)  Yergl.  J.  G.  Becker,  Elemente  der  Geometrie  I,  8.  S79flg. 

2)  Das  harmonische  Hexaeder  nnd  Oktaeder,  Schlömilch* 
Zeitschr.  XVHI,  S.  807  —  812. 

8)  Acta  mathem.,  herausgeg.v.  Mittag- LeffI er.  1. 1.  S.  93  und 
1.».  8.  97  flg. 
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nutznng  tetraedrischer  Punkt-  (oder  Ebenen-)  Koordinaten 
zu  wählen. 

3.  Die  acht  Eckpnnkte  eines  harmonischen  Oktagons 
(ht^rmonischen  Hexaeders  nach  Heger)  lassen  sich  als  acht 
Punkte  des  Baumes  definieren,  deren  tetraedrische  Koordi- 
naten in  Beziehung  auf  ein  Tetraeder  bei  demselben  absoluten 
Werte  sich  nur  durch  die  Yorzeichenkombinationen  unter- 
scheiden. Hierbei  kann,  da  nur  die  Verhältnisse  der  vier 
Koordinaten  in  Betracht  kommen,  eine  der  yier  Koordinaten 
immer  als  positiv  genommen  werden.  Nimmt  man  nun 
einen  beliebigen  Punkt  (7,  (z.  B.  im  Innern  des  Koordinaten- 
tetraeders) an  und  wählt  diesen  als  Einheitspunkt,  welchem 
als  Polarebene  in  Beziehung  auf  das  Tetraeder  die  Ebene: 

62a)  a?i  +  «i  +  iC8  +  a?4-«0 

entspricht,  legt  durch  die  sechs  Kanten  des  Tetraeders  und 
diesen  Punkt  sechs  Ebenen  und  konstruiert  an  jeder  Kante 
zu  der  Verbindungsebene  die  vierte  harmonische  Ebene,  so 
dass  diese  beiden  durch  die  beiden  Tetraederflächen  har- 
monisch getrennt  sind,  so  schneiden  sich  diese  zwölf  kon- 
struierten Ebenen  zu  sechsen  achtmal^).  Diese  acht  sechs- 
flächigen Schnittpunkte  G  sind  die  Eckpunkte  eines  harmo- 
nischen Oktagons,  welche  die  Koordinaten: 

62/5)  •      ±1,  ±1,  ±1,  1 

haben. 

Die  zwölf  konstruierten  Ebenen  \... h^^  schneiden  sich 
zu  dreien  in  zwölf  Punkten  JB,  welche  zu  je  zweien  auf  einer 
Tetraederkante  liegen  und  durch  deren  Eckpunkte  harmonisch 
getrennt  werden;  diese  Punkte  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen 
h  in  Beziehung  auf  das  Tetraeder;  ihre  Koordinaten  werden 
durch  die  Permutationen  nebst  Yorzeichenkombinationen  von: 

.62y)  1,  1,  0,  0 

•  

dargestellt.    Die   acht  Polarebenen  c  der  Punkte  C  bilden 
das  harmonische  Oktaeder. 


1)  Beye  a.  a.  0. 


428    Sechstes  Kap.  Anwendgn.  u.  Erweitergn.  d.  bisher.  Betrachtgn. 

Beye  betrachtet^)  die  durch  die  acht  Punkte  C  und  die 
vier  Tetraedereckpunkte  A  und  durch  die  zwölf  Ebenen  h 
gebildete  Konfiguration,  oder  nach  der  yon  ihm  eingefELhrten 
Bezeichnung:  die  Cfg,{\2^^  I63),  bei  welcher  auf  jeder  der 
zwölf  Ebenen  i  sechs  der  angegebenen  zwölf  Punkte  liegen 
und  durch  jeden  der  zwölf  Punkte  sechs  von  den  zwölf 
Ebenen  gehen,  und  zu  welcher  16  Gerade  gehören,  welche 
mit  je  dreien  der  ziyölf  Punkte  und  je  dreien  der  zwölf 
Ebenen  inzident  sind.  Das  polare  Gebilde,  das  aus  den 
zwölf  Punkten  B  und  den  acht  Ebenen  c  nebst  den  vier 
Tetraederflächen  a  besteht,  hat  dieselbe  Eigenschaft. 

4.  Wir  wollen  zum  Schluss  noch  eine  sich  mit  Leichtig- 
keit aus  der  beschriebenen  Raumfigur  ergebende  Beziehung 
hervorheben,  welche  sich  durch  kollineare  Transformation 
leicht  auf  die  reguläre  Hexaeder -Oktaeder -Konfiguration 
übertragen  lässt. 

Die  zwölf  Ebenen  h  schneiden  sich  16  mal  zu  dreien 
und  zwar  so,  dass  je  vier  dieser  16  Punkte  D  auf  einer 
Tetraederfläche  liegen;  entsprechend  gehen  von  den  16 
Ebenen  d^  welche  je  drei  Punkte  B  verbinden,  je  vier  durdi 
einen  Tetraedereckpunkt. 

Die  16  Punkte  D*  (deren  Koordinaten  durch  die  Permu- 
tationen nebst  Yorzeichenkombinationen  von  0,  1,  1,  1  dar- 
gestellt werden)  und  die  16  Ebenen  d  bilden  nun  nach 
Reyes  Bezeichnung,  wenn  wir  von  den  zugehörigen  Geraden 
absehen,  eine 

<%'.(16e), 

d.  h.  es  liegen  je  sechs  der  16 .  Punkte  D  auf  einer  Ebene  d 
(und  zwar  auf  einem  Kegelschnitt)  und  durch  jeden  Punkt 
D  gehen  je  sechs  Ebenen  d  hindurch.  Diese  Cfg.  entspricht 
also  genau  derjenigen  der  16  Knotenpunkte  und  der  16  sin- 
gulären  Ebenen  einer  Kummer  sehen  Fläche'). 


1)  A.  a.  0. 

« 

2)  Yergl.  Beye    a.  a.  0.   S.  93  und  F.  Klein,  Math.  Ann.  IL 
S.  199—226. 
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Als  Repräsentant  dieser  Konfiguration  bei  der  regulären 
Gruppe  erhalten  wir  für  die  16  Punkte  D  die  zwölf  Eubo- 
oktaedereckpunkte  und  die  vier  uixendlicli  fernen  Punkte  der 
dreizähligen  Axen  (der  Würfeldiagonalen),  für  die  16  Ebenen 
d  die  zwölf  Flächen  eines  Rhombendodekaeders  und  die  vier 
durch  den  Mittelpunkt  senkrecht  zu  den  dreizähligen  Axen 
gelegten  Ebenen* 


Siebentes  Kapitel. 

Pie  die  EngeMäclie  melu&cli  bedeckenden  gleich- 
fläcMgen  nnd  gleiebeckigen  Netze  nebst  den  zage- 

börigen  Polyedern. 


§  89.   Einleitende  Betrachtungen.   Erweiterte 

Enlersehe  Formel. 

1.  In  diesem  letzten  Kapitel  soll  die  Herleitimg  der- 
jenigen gleicbfläcliigen  nnd  gleicheckigen  Netze,  welche 
mehrfach  die  Engelfläche  bedecken,  sowie  der  zugehörigen 
Polyeder  behandelt  werden.  Die  Definition  derartiger  Netze 
nnd  Polyeder,  auf  welche  hinzuweisen  sich  bereits  bei  den 
vorhergehenden  Betrachtungen  mehrfach  Gelegenheit  darbot 
(vergl.  z.  B.  Kap.  11.  §  12,  3.;  Kap.  IV.  §  47,  3.,-  §  48,  L, 
§  49,  2.,  §  54,  2.;  Kap.  V.  §  73,  6.,  §  76,  4.),  ergiebt  sich 
ohne  weiteres  aus  den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten 
Definitionen,  sobald  wir  die  Begriffe  der  Art  eines  ebenen 
nnd  eines  sphärischen  Polygons,  einer  sphärischen  Ecke, 
eines  Netzes  nnd  eines  Polyeders  festgestellt  haben. 

2.  Die  Art  eines  ebenen  Vielecks  ist  durch  die  Zahl 
h  bestimmt,  wenn  die  Summe  der  ümfangswinkel  des- 
selben 6.360^  beträgt^),  unter  einem  ümfangswinkel  eines 
Polygons  ist  derjenige  Winkel  zu  verstehen,  um  welchen  an 
jedem  Eckpunkte  eine  Kante  in  dem  positiven  Drehungs- 
sinne gedreht  werden  muss,  bis  ihre  positive  Richtung  mit 
derjenigen  der  darauf  folgenden  Kante  zusammenfallt,  wobei 


1)  Vergl.  des  Verf.  Schriften:  Über  gleich  eckige  und 
gleickka~ntige  Polygone.  Kassel  t874.  Th.  Kay.  §  1  bis  §5,  und: 
Über  die  sugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Poly- 
eder.   Kassel  1876.    §  3. 
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die  positive  Richtung  jeder  Kante  durch  die  Wahl  des  Sinnes, 
in  welchem  der  umfang  durchlaufen  wird,  gegeben  ist.  Die 
Summe  jener  Umfangswinkel  lässt  sich  sehr  leicht  aus  der 
von  Wiener^)  sogenannten  zweiten  Figur  erhalten,  die 
man  u.  a.  dadurch  konstruieren  kann,  dass  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Ebene  auf  die  Innenseiten  der  auf- 
einander folgenden  Kanten  Perpendikel  fallt. 

Die  Art  eines  sphärischen  Polygons  wird  als  die  6*® 
bezeichnet,  wenn  die  Summe  der  Winkel,  welche  ein  um 
einen  beliebigen  Punkt  der  Kugel  sich  drehender  sphärischer 
Radiusvektor  beschreibt,  dessen  anderer  Eckpunkt  den  Peri- 
meter deß  Polygons  in  der  durch  den  Sinn  dieses  Perimeters 
gegebenen  Richtung  durchläuft,  b.360^  beträgt.  Führen 
wir,  analog  wie  bei  einem  ebenen  Vieleck,  die  Summe  £U 
der    Umfangswinkel    des    sphärischen   Vielecks,    sowie    den 

Exzess  E  ein,  welcher  mit  t^tjo  multipliziert  den  Flächen- 
inhalt des  n-Ecks  ergiebt,  so  besteht  folgende '  einfache 
Relation: 

63a)  E+ZU^b.SGO^, 

deren  Richtigkeit  sich  auch  direkt  aus  der  vollständigen 
durch  die  Hauptkreise  des  sphärischen  n-Ecks  gebildeten 
Figur  leicht  nachweisen  lässt.  Für  die  Polarfigur  eines 
sphärischen  n-Ecks  erhält  man: 

63/3)  ^  E'  +  ZJU'^b'.  360^,^ 

wobei  ZU^  oder  die  Summe  der  Umfangswinkel  der  Polar- 
figur gleich  dem  Umfang  (der  Summe  der  Kanten)  der 
ursprünglichen  Figur  ist. 

Für  alle  diejenigen  sphärischen  Polygone,  deren  Kanten 
und  Winkel  sämtlich  kleiner  als  180^  sind,  werden  die  beiden 
die  Art  der  Figur  und  der  Polarfigur  bestimmenden  Zahlen 
b  und  V  einander  gleich.  Dagegen  können  bei  denjenigen 
sphärischen  Vielecken)  deren  Kanten  und  Winkel  zum  Teil 
oder  sämtlich  überstumpf  sind,  jene  beiden  Zahlen  von  ein- 

1)  Chr.  Wiener,  Über  Vielecke  und  Vielflache.   Leipzig,  B.  G. 
Teubner.     1864. 
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ander  yerschieden  sein.  Bei  den  nachfolgenden  Betrachtangen 
werden  wir  fast  ansschliesslich  Polygone  höherer  Art  von 
der  ersteren  Beschaffenheit  berQcksichtigen. 

Aus  den  angegebenen  Regeln  ft&r  die  Bestimmong  der 
Art  eines  sphärischen  Polygons  folgen  auch  leicht  die  ent- 
sprechenden Regeln  fcir  die  Bestimmung  der  Art  einer 
körperlichen  Ecke. 

Die  Art  einer  sphärischen  Ecke  (§  7,  2.)  wird  durch 
die  Zahl  ß  bestimmt,  wenn  die  Summe  ihrer  (sphärischen) 
Winkel  ß .  360^  beträgt. 

3.  Mit  Benutzung  der  im  vorstehenden  angestellten 
Regeln  können  wir  nun  sofort  die  sogenannte  erweiterte 
Eulersche  Formel  fBr  solche  sphärische  Netze,  welche 
mehrfach  die  Eugelfläche  bedecken ,  herleiten.   (Vergl.  §  7,  6.) 

Liegt  ein  sphärisches  Netz  vor,  welches  ^-mäl  die 
Kugelfläche  bedeckt,  so  dass  B  die  die  Art  des  Netzes  be- 
stimmenäe  Zahl  ist,  und  bezeichnet  Si  die  Summe  der  Innen- 
winkel einer  n<- eckigen  Grenzfläche  Yon  der  bt*^  Art,  m  die 
Anzahl  aller  Flächen,  femer  ß{  die  Art  einer  sphärischeii 
Ecke,  II  die  Anzahl  der  Ecken  und  K  die  Anzahl  der 
Eianten  des  Netzes,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  Summe  aller 
Flächen  des  Netzes  gleich  dem  JS- fachen  der  Eugelfläche 
gesetzt  wird,  die  Beziehung: 

m  tn 

1  1 

Da  aber: 

yjsi^yjßi.SGO'^  und   yjn,'.2K 
11  1 

ist,  so  resultiert  die  erweiterte  Eulersche  Formel: 

m  u 

64)  ^hi  +  >>,  '-K+2B. 

1  1 

Ist  das  sphärische  Netz  gleichflächig  oder  gleicheckig, 
so  wird  bez.: 
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m 


64«)  ^hi-»m.l^    ^/J,.«^./3, 


wenn  h  (ß)  die  Art  aller  Flächen  (Ecken)  des  Netzes  be- 
zeichnet. 

4.  Die  in  §  7  für  solche  sphärische  Netze,  deren  sämt- 
liche Grenzflächen  kleinen  Eugelkreisen  einbeschreibbar  sind, 
für  deren  Symmetrienetze,  femer  für  die  den  ersteren  Netzen 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  angegebenen  Eigen- 
schaften übertragen  sich  ohne  weiteres  auch  auf  solche 
Netze,  welche  mehrfach  die  Kugel  bedecken.  Insbesondere 
haben  also'  die  in  §  7,  8.  aufgestellten  Beziehungei)  zwischen 
den  Flächenwinkeln  und  den  ebenen  Winkeln  der  jenen 
Netzen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  einerseits  und 
den  sphärischen  Winkeln. und  Kanten  der  Symmetrienetze 
und  der  zugeordneten  Netze  andererseits  auch  für  die  hier 
in  Betracht  kommenden  Netze  und  Polyeder  ihre  Geltung. 

5.  Für  irgend  ein  Polyeder  höherer  Art  kann  mati, 
wie  beiläufig  bemerkt  werden  möge,  die  die  Art  bestimmende 
Zahl  in  folgender  Weise  erhalten:  Wenn  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  Raumes  Perpendikel  auf  die  Innen- 
seiten sämtlicher  Grenzflächen  föllt  und  durch  je  zwei 
solcher  Perpendikel,  welche  zweien  sich  in  einer  Kante  des 
Polyeders  schneidenden  Grenzflächen  entsprechen.  Ebenen 
legt,  sodann  um  das  gemeinschaftliche  Centrum  der  sämt- 
lichen auf  diese  Weise  konstruierten  Polarecken  *  zu  den 
Ecken  des  Polyeders  eine  Kugel  beschreibt,  so  wird  das 
durch  die  Ebenen  dieser  Polarecken  auf  der  Kugel  erzeugte 
Netz  notwendig  die  Kugelfläche  ein  oder  mehrere  Mal  be- 
decken. Die  Anzahl  B  dieser  Kugelbedeckungen  bestimmt 
die  Art  des  Polyeders. 

Wenn  das  betrachtete  Polyeder  gleicheckig  ist^  so 
wird  das  konstruierte  Symmetrienetz  gleichflächig  sein. 

Das  angegebene  Verfahren  führt  auch  leicht  dazu,  eine 
I^ormel  (die  sogenannte  erweiterte  Eulersche  Formel  für 
X'olyeder)  aufzustellen,  welche  direkt  die  Art  eines  Polyeders 

Heil,  Kngelteiluiig.  28 
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aus  den  die  Arten  der  Grenzflächen  und  Ecken  bestimmen- 
den Zahlen  und  der  Anzahl  der  Kanten  zu  erhalten  ge- 
stattet^). 

Inwieweit  diese  Betrachtungen  auch  för  Polyeder  und 
Netze  mit  nicht  konvexen  Grenzflächen  und  Ecken  ihre 
Giltigkeit  behalten ,  soll  hier  nicht  allgemein  untersucht 
werden;  doch  wird  sich  im  folgenden  an  einigen  Stellen 
Gelegenheit  darbieten,  auch  derartige  Netze  und  Polyeder 
zu  berücksichtigen. 


*  §  90.   Herleitung  der  regulären  Netze  und  Polyeder 

höherer  Art. 

1.  Um  die  regulären  Netze  höherer  Art  herzuleiten, 
bietet  sich  zunächst  das  analog«  Verfahren  zu  demjenigen 
dar,  welches  im  zweiten  Kapitel  zur  Herleiiung  der  ein- 
fachen regulären  Netze  gewählt  wurde.  Wenden  wir  die- 
selben Bezeichnungen,  wie  in  §  8  an,  so  erhalten  wir  als 
Bedingungen  dafür,  dass  ein  reguläres  n-Eck  der  V^  Art 
so  beschaffen  sei,  dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein 
die  Eugelfläche  B-mal  bedeckendes  Netz  mit  kongruenten 
regulären  sphärischen  Ecken  der  /3^°  Art  bilde,  die  beiden 
folgenden  Relationen: 

65«)  nÄ^(n-2b)180''^?'^^'' 


m 


65/3).  vA^ß.360\ 

aus  welchen  folgt: 

4:Bv 
66)  m^ 


2/3»-(n-26)i; 


1)  Vergl.  des  Verf.  Schrift:  Über  die  zugleich  gleicheckigen  und 
gleichflächigen  Polyeder,  S.  13  —  16;  sowie  für  die  besonderen  Fälle 
der. regulären  Polyeder  höherer  Art:  Poinsot,  Memoire  sur  les  poly- 
gones  et  lea*  polyMres.  Joum.  de  V6cole  polyt.  X  oah.  Caylev, 
On  Poinsot'B  four  new  Regulär  Solids.  The  London,  Edinburgh  aiid 
Dublin  Philosoph.  Magaz.  Vol.  XVII.  p.  123  flg.  Wiener,  Über  Vielecke 
und  Vielflache.  Günther,  S.,  Vermischte  Untersuchungen  u.  *.  -w. 
Leipzig,  B.  G.  Teubner.    1876.    Kap.  L 
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während   [vergl.  6/5)  und   6  a)  in  §  8]    ausserdem   die  Be- 
ziehungen bestehen: 

JgQO 

65y)  cos-^asin-jÄ^cosb' ? 

65Ä)  m.n'=(i.v==^2K, 

Es  handelt  sich  darum,  diejenigen  positiven  und  ganz- 
zahligen Werte  der  Zahlen  m,  n,  &,  1/,  j3  und  B  zu  finden, 
welche  der  Gleichung  66)  genügen,  und  dann  festzustellen, 
ob  diesen  zusammengehörigen  Werten  in  der  That  ein  kon- 
struierbares reguläres  Netz  höherer  Art  entspricht^). 

Die  Zahl  derjenigen  Lösungen  dieser  Gleichung  66), 
welchen  in  der  That  konstruierbare  sphärische  Netze  höherer' 
Art  entsprechen,  reduziert  sich  nun  wesentlich,  wenn  wir 
Ton  vornherein  eine  wichtige  Eigenschaft  solcher  Netze  be- 
rücksichtigen ;  welche  in  dem  nachfolgenden  Satze  ausge- 
sprochen ist,  der  auch  entsprechend  für  die  gleicheckigen 
Netze  höherer  Art  gilt  und  für  die  weiter  folgenden  Be- 
trachtungen von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

2.  Dieser  Satz  lautet: 

Jedes  gleicheckige  (speziell  reguläre)  Netz 
höherer  Art  hat  seine  Eckpunkte  mit  einem  gleich- 
eckigen (speziell  regulären)  Netze  erster  Art  ge- 
mein. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  lässt  sich  am  einfachsten 
durch  Benutzung  eines  von  Wiener')  aufgestellten  und 
bewiesenen  Satzes  führen,  nach  welchem  irgendwelche  auf 
einer  Eugelfläche  liegende  Punkte  nur  auf  eine  Art  zu  einem 
konvexen  Vielflache  der  ersten  Art  zusammengefasst  werden 
[können  oder  —  anders  ausgedrückt  —  nur  ein  einfaches 
sphärisches  Netz  bestimmen,  dessen  sämtliche  Grenzflächen 


1)  Poinsot  hat  1.  c.  S.  87  eine  ähnliche  Gleichnng  aufgestellt, 
welcher  aber  nur  fünf  Unbestimmte  vorkommen,  da  Poinsot  &»! 

^kunimmt.  Poinsot  verzweifelt  aber  auch  an  einer  vollständigen 
X^^Bung  (im  Sinne  der  gestellten  Aufgabe)  dieser  einfacheren  Gleichung. 
'V'ergl.  Günther,  1.  c.  S.  61. 

2)  Wiener,  1.  c.  S  20  und  21  flg.     Yergl.  auch  Badoureau, 
C^^^mptes  rend.  1878  p.  823. 

28* 
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kleinen  Engelkreisen  einbeschreibbar  sind.  Diese  Engelkreise 
sind  diejenigen  durch  je  drei  oder  mehr  der  gegebenen  Pankte 
der  Eugelfläche  hindurchgehenden  Kreise,  welche  in  ihrem 
Inneren  .  (d.  h.  dem  durch  die  Gesamtheit  der  sphärischen 
Radien,  welche  kleiner  als  ein  Halbkreis  sind,  bestimmten 
Teile  der  Eugelfläche)  keine  der  übrigen  Punkte  einschliessen. 
Die  den  so  bestimmten  Engelkreisen  eingeschriebenen  sphä- 
rischen Polygone  sind  die  Grenzflächen  des  ein&chen  sphä- 
rischen Netzes,  die  entsprechenden  Sehnenpolygone  bilden 
die  Seitenflächen  des  konvexen  Vielflachs  der  ersten  Art. 

3.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  der  Beweis 
des  obigen  Satzes  in  folgender  Art  f&hren^): 

Die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  (speziell  re- 
gulären) sphärischen  Netzes  höherer  Art  bestimmen 
ein  und  nur  ein  solches  TSetz  erster  Art,  dessen 
sämtliche  Grenzflächen  kleinen  Engelkreisen  einbe- 
schreibbar sind.  Dieses  Netz  der  ersten  Art  muss 
aber  selbst  gleicheckig  sein. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  die  sämtlichen  Ecken  des 
gleicheckigen  Netzes  höherer  Art  seien  kongruent,  wie  es 
fQr  eine  grosse  Zahl  dieser  Netze,  insbesondere  für  alle 
Archimedeischen  und  die  regulären  Netze  höherer  Art  der 
Fall  ist.  Es  sei  Q  ein  solches  gleicheckiges  Netz  höherer 
Art,  q  das  entsprechende  Netz  erster  Art.  Denkt  man  sich 
nun  ein  zweites  dem  Netze  Q  kongruentes  Netz  Q'  nebst  dem 
zugehörigen  Netze  erster  Art  q'  starr  gemacht  und  Q*  mit 
Q  zur  Deckimg  gebracht,  so  muss  auch  q'  mit  q  sich  decken^ 
da  alle  Eckpunkte  von  Q^  und  Q  bei  der  Deckung  zu- 
sammenfallen. Diese  Deckung  Yon  Q'  mit  Q  findet  nun 
jedesmal  statt,  so  oft  man  irgend  eine  Ecke  Ton  Q^  mit 
einer  bestimmten  Ecke  Ton  Q  zur  Deckung  bringt.  Damit 
konmit  also  auch  jede  Ecke  yon  q'  mit  jeder  Ecke  Ton  q 


1)  In  analoger  Weise  hat  Wiener  L  c.  S.  21  den  Beweis  des 
entsprechenden  Satzes  für  die  regulären  Polyeder  höherer  Art  mäd 
J.  Pitsch  (Zeitschr.  f.  das  R^schulwesen,  herausgegeben  von  Kolbe. 
Bechtel  u.  Knhn.  Wien,  A.  Holder,  VII.  Jahrg.  1881,  S.  9flgg.)  für 
die  gleicheckigen  Archimedeischen  Polyeder  höherer  Art  gefOhri 
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zur  Deckung^  d.  h.  alle  Ecken  des  g'  sind  mit  einer  des  Qj 
also  auch  untereinander  gleich.  Das  durch  die  Eckpunkte 
des  gleicheckigen  Netzes  höherer  Art  bestimmte  einfache 
Netz  q  ist  daher  ein  gleicheckiges« 

Wenn  die  Ecken  des  gleicheckigen  Netzes  höherer  Art 
in  zwei  Gruppen  von  gleicher  Zahl  zerfallen  und  die  Ecken 
jeder  Gruppe  einander  kongruent,  denen  der  anderen  Gruppe 
aber  symmetrisch  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  durch 
eine  ganz  analoge  Betrachtung,  indem  man  diejenigen  Ecken 
des  kongruenten  Netzes  Q',  welche  der  ersten  Gruppe  an* 
gehören,  mit  einer  bestimmten  Ecke  der  ersten  Gruppe  des 
Netzes  Q  und  ebenso  die  der  zweiten  Ghruppe  angehörigen 
Ecken  des  Netzes  Q^  mit  einer  bestimmten  Ecke  des  Netzes 
Q  successive  zur  Deckung  bringt,  dass  das  einfache  Netz  q 
ein  gleicheckiges  sein  muss,  dessen  Ecken  ebenfalls  in  zwei 
Gruppen  der  angegebenen  Beschaffenheit  zer&llen. 

4«  In  beiden  Fällen  sind  die  Drehungen,  welche  das 
Netz  Q'  mit  dem  Netze  Q  oder  das  Netz  Q  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  bringen,  da  durch  diese  Drehungen  zugleich 
das  gleicheckige  Netz  q  der  ersten  Art  mit  sich  zur  Deckung 
gebracht  wird,  mit  denjenigen  im  zweiten  und  dritten  Kapitel 
betrachteten  Drehungen  identisch,  Y^elche  entweder  für  die 
Netze  I  und  II,  oder  für  das  Netz  III,  oder  für  die  Netze 
IV  und  VI  oder  endlich  für  die  Netze  V  und  VII  charak- 
teristisch sind.  Daraus  folgt,  dass  auch  jedes  gleicheckige  Netz 
höherer  Art  dieselben  Axen  und  von  derselben  Zahligkeit 
besitzen  muss,  wie  ein  gleicheckiges  Netz  der  ersten  Art,  mit 
welchem  es  seine  Eckpunkte  gemein  hat.  ^ 

Auf  die  sich  hieraus  ergebende  Beschaffenheit  der  Sym- 
metrie netze  der  gleicheckigen  Netze  höherer  Art,  d.  h. 
der  gleichflächigen  Netze  höherer  Art  wird  in  den  nach- 
folgenden Paragraphen  bei  der  Herleitung  der  gleicheckigen 
Netze  genauer  eingegangen  werden.  Zuvor  soll  noch  die. in 
diesem  Paragraphen  begonnene  Herleitung  der  regulären 
Netze  höherer  Art  erledigt  werden. 

5.  Zufolge  des  unter  2.  und  3.  dieses  Paragraphen  auf- 
gestellten  und   bewiesenen   Satzes    können    nur   solche   der 
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Gleichung  66)  genügende  Werte  der  Zahlen  m,  n,  b^  v^  ß 
und  B  ein  reguläres  Netz  höherer  Art  ergeben,  für  welche 

fn  ,1t 


der   zugehörige  Wert   (i 


V 


[Formel   65  d)]    gleich  der 


Zahl  der  Ecken  eines  regulären  Netzes  erster  Art  ist  So 
können  z.  B.  die  beiden  der  Gleichung  66)  genügenden  Wert- 
systeme: 

n  =  5,   6«2,  v^4,   jS«!,  w- 8,    JB=3; 
n  =  7,  &  =  3,  i;-3,  /3«1,  m=-12,  JB-11; 

keine  entsprechenden  regulären  Netze  höherer  Art '  liefern^ 
d.  h.  es  kann  weder  ein  reguläres  sphärisches  Netz  der  dritten 
Art  mit  acht  regulär-fünfeckigen  Grenzflächen  der  zweiten 
Art,  noch  ein  solches  der  elften  Art  mit  zwölf  regulär- 
siebeneckigen  Grenzflächen  der  dritten  Art  existieren,  weil 
im  ersten  Falle   die  Zahl   der   regulär -vierfläehigen  Ecken 

=  28  betragen  würde. 


(i  «  -^  ==  10,  im  zweiten  Falle  fi  «=  — ^ 
4  o 


Eine  einfache ;  mit  Beachtung  der  obigen  Regeln  aus- 
geführte Diskussion  ergiebt  als  allein  mögliche  reguläre 
Netze  höherer  Art  die  sechs  in  nachfolgender  Tabelle  auf- 
geführten (vergl.  Tabelle  9  auf  S.  25): 


67) 


SofBlIru  »tti. 


V',  öderen, 
oder  Vn', 


m 


SO 
19 
IS 
IS 


IS 
SO 
IS 
IS 


ß 

7 
7 
S 
8 


ß 


180« 
860' 

V 

144« 
ISO« 

7S« 
144° 


6. 


S60< 


n 
180« 


90« 
90« 


180«— Sy     X+^y 


180«— SV 
180«— S  9» 


S9 
«9 


90« 
180« 

9 

90«— V 
90« — 9 

9 
90«— y 


i 

« 

6.  Die  Netze  I^,  für  welche  n^5  und  b  prim  zu  n  und 

zwar  6< fttr  gerade  n,  6< für   ungerade   n 

sein  muss,  sind  jdie  regulären  Kreisteilungsnetze   der 

jtea  j^Yt]   die  Netze  11^,  für  welche  i/>5  und  ß  prim  zu  v 

y 2  V 1 

und  zwar  /3<  für  gerade  v,  ß<—z, —    ^^    uuge- 


V 


V 
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rade  v  sein  muss^  sind  die  regulären  Zweieeksnetze 
der  ß^  Art.  (Vei^l.  §  10  nnd  §  5,  6.)  Ist  die  Zahl  b 
(bez.  ß)  in  -  dem  angegebenen  Intervall  nicht  prim  zu  n 
(bez.  v)j  so  resultieren  diskontinuierliche  Netze,  d.  h. 
Systeme  von  p  sich  regelmässig  kreuzenden  Exeisteilungs- 
(bez.  Zweiecks-)  netzen  der  V*^  (bez.  /S'**"^  Art)  mit  n'  Ecken 
(bez.!/'  Flächen),  wenn  b^p.b'  und  n^p.n^  (bez.  ß^p.ß' 
und  v^p.v^)  ist. 

Die  Netze  I*  und  11^  sind  für  n «=  r  und  b^ß  einander 
sowohl  polar  entsprechend  als  auch  konjugiert,  sie  haben 
dieselben  Axen  und  Symmetrieebenen,  wie  die  entsprechen- 
den Netze  erster  Art,  aus  welchen  sie  sich  in  einfacher 
Weise  ergeben;  auch  können  denselben  keine  eigentlichen 
Polyeder^  sondern  nur  Grenzfalle  von  solchen  ein-  oder 
umgeschrieben    werden.      [Vergl.    §    10    und    die    Fig.   la) 

und  r^).] 

7.  Die  vier  anderen  in  der  Tabelle  67)  aufgeführten 
Netze  sind  solche  reguläre  Netze  höherer  Art,  welche  der 
Ikosaeder- Pentagondodekaedergruppe  angehören.  Die  beiden 
mit  V7  und  VII7  und  ebenso  die  beiden  mit  V'3  und  V3  be- 
zeichneten Netze  sind  bezi  einander  konjugiert;  die  Netze 
V7,  Y\  und  Vj  haben  die  zwölf  Eckpunkte  eines  Ikosaeder- 
netzes  Y,  das  Netz  YII7  die  20  Eckpunkte  C  eines  Penta- 
gondodekaedemetzes  YII  zu  Eckpunkten;  die  Kanten  sämt- 
licher Netze  werden  durch  Bogen  der  15  Hauptkreise  b 
gebildet.  [Vergl.  §  12  und  die  Figuren  14a),  29)  und  30), 
in  welchen 

die  Grenzfläche  eines  Netzes  Y,  z.  B.  durch  G^  G\  ßf^, 

VTT  c  c^  r  r  c^ 

»1  V  7)  ;?    '^"T  ;;    y?        jj        W^  8 '-'e  ^9  ^  107 

«  r^  m  w      '^  8  w    jj        n       ^i  ^6  ^4  ^s  ^e» 

n  n  n  57       '  8  77    7?        77       ^2  ^s  ""6  ^e  ^4 

dargestellt  ist.]  Den  sämtlichen  vier  Netzen  kommen  die- 
selben Axen  und  Symmetrieebenen  zu,  wie  den  einfachen 
fetzen  Y  und  YII;  während  aber  bei  den  Netzen  Y7  und 
^Ily  die  Ecken-,  Flächen-  und  Eantenaxen  mit  den  ent- 
sprechenden Axen  der  einfachen  Netze  Y  und  YII  bez.  über- 
^3instimmen,   sind   bei   den   beiden  Netzen  Y',  und  Y3   die 
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fünfzähligen  Axen  OG  sowohl  Ecken-  als  Flächenaxen,  da- 
gegen die  dreizähligen  Axen  OC  nach  den  Doppelpunkten 
dieser  Netze  gerichtet. 

Diesen  vier  regulären  Netzen  höherer  Art  sind  die  vier 
regulären  Polyeder  höherer  Art,  die  sogenannten  Eepler- 
Poinsotschen.  Polyeder  ein-  und  umgeschrieben,  deren 
Herleitung,  Art  und  sonstige  Eigenschaften  sich  in  einfacher 
Weise  aus  diesen  Netzen  ergeben«    und  zwar  ist^): 

das  Poinsotsche  20-flächige  Stern- 

12 -Eck   der   siebenten   Art   ein- 

(um-)  geschrieben , 
das   Kepler  sehe    20 -eckige    Stem- 

12-Flach  der  siebenten  Art  um- 

(ein-)  geschrieben ; 

das    Eeplersche    12 -eckige    Stern- 

12 -Flach-  der    dritten    Art    ein- 

(um-)  geschrieben, 
das  Poinsotsche  12 -flächige  Stem- 

12-Eck  der  dritten  Art  um-(ein-) 

geschrieben*). 


dem  Netze  V,  (VII,) 


dem  Netze  V3'  oder  VIIj 
(V,  oder  Vir«) 


§  91.'  Methoden^  die  gleieheckigen  udd  die  gleich- 
flSchigeii  Netze  holierer  Art  herzuleiten. 

1.  In  dem  zweiten  und  dritten  Kapitel  haben  wir  die 
sämtlichen  möglichen  gleichflächigen  Netze  erster  Art 
durch   einfache   mass- geometrische   Betrachtungen   erhalten, 

1)  Vergl.  Wiener,  1.  c.  S.  22  —  31. 

2)  Die  Entwickelung  der  Theorie  dieser  regulären  Stempoljedei 
findet  man  übersichtlich  und  im  Zusammenhange  dargestellt  in  dem 
bereits  oben  zitierten  Werke  von  S.  Günther,  Vermischte  Unter- 
suchungen u.  8.  w. ,  Kap.  I.  Zu  den  dortigen  Litteraturangaben  kOunen 
aus  neuerer  Zeit  noch  die  folgenden  hinzugefügt  werden:  Th.  Hagel, 
Die  regulären  und  halbregulären  Polyeder,  Neustadt  a.  d.  H.,  Witter. 
0.  Löwe,  Grunerts  Archiv  LVII,  892  —  419.  Cayley,  On  the 
regulär  solids,  Quart.  J.  XY,  12  S.  181.  Badoureau,  Sur  les  ügoxea 
isoc^les,  Comptes  rend.  LXXXVII,  S.  828  —  826.  Dostor,  Ver- 
schiedene Aufsätze  in  Grunerts  Archiv  LXII,  LXIU.  Liouv.  Joum.  (3} 
V,  209-227. 
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wobei  sich  zu  jedem  solchen  gleichflächigen  Netze  ein  zu- 
geordnetes (bez.  konjugiertes)  gleicheckiges  Netz  oder  eine 
Vielheit  dei^artiger  zugeordneter  gleicheckiger  Netze  ergab. 

Die  Eckpunkte  der  festen  gleichflächigen  Netze  sind 
Endpunkte  der  charakteristischen  Axen  der  betreffenden 
Gruppe,  stellen  also  Kombinationen  der  Eckpunkte  der 
regulären  und  der  festen  gleicheckigen  Netze  jener 
Gruppe  dar.  Dagegen  werden  die  Eckpunkte  der  ver- 
änderlichen gleichflächigen  Netze,  welchen  direkte  Sym- 
metrieebenen nur  zum  Teil  oder  gar  nicht  zukommen,  zum 
Teil  durch  Endpunkte  der  charakteristischen  Axen,  zum  Teil 
durch  Eckpunkte  hemigonischer,  gleicheckiger  Netze  der  be- 
treffenden Gruppe  gebildet. 

In  allen  Fällen  sind  die  Eckpunkte  der  den  gleich- 
flächigen Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  homo- 
loge Punkte  der  Grenzflächen  dieser  Netze;  die  Grenzflächen 
der  gleicheckigen  Netze  sind  sämtlich  kleinen  Eugelkreisen 
einbeschreibbar,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte  des  gleich- 
flächigen Symmetrienetzes  sind.  Während  bei  den  gleich- 
eckigen Netzen  mit  festen  Symmetrienetzen  die  Grenzflächen 
nur  .reguläre  oder  halbreguläre  (gleicheckige)  Polygone  dar- 
stellen, werden  diepelbenbei  den  den  veränderlichen  gleich- 
flächigen Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  zum  Teil 
acTch  durch  symmetrische  Vierecke  oder  gleichschenklige  oder 
endlich  unregelmässige  Dreiecke  gebildet.  Dagegen  ergeben 
sich  die  Eckpunkte  dieser  letzteren  gleicheckigen  Netze  ein- 
fach direkt  als  Hemigonieen  (bez.  Tetartogonieen)  der  voll- 
zähligen gleicheckigen  Netze  der  betreffenden  Gruppen. 

2.  Der  im  vorigen  Paragraphen  unter  2.  und  s.  aufge- 
stellte und  bewiesene  Satz  führt  in  seiner  Anwendung  zu 
einer  ersten  Methode,  zunächst  die  sämtlichen  möglichen 
gleicheckigen  Netze  höherer  Art  und  sodann  aus  diesen  die 
ihnen  als  Symmetrienetze  zugehörigen  gleichflächigen  Netze 
höherer  Art  herzuleiten. 

Für  die  Herleitung  der  festen  derartigen  gleichflächigen 
und  der  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  empfiehlt 
es  sich  aber  analog;  wie  bei  den  Betrachtungen  des  zweiten 
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und  dritten  Kapitels,  den  umgekehrten  Weg  einzuschlagen^ 
d.  h.  eine  zweite  Methode  anzuwenden,  durch  welche  zu- 
nächst die  festen  gleich  fläch  igen  Netze  höherer  Art  und 
sodann  aus  diesen  die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  er- 
halten werden.  Dagegen  ist  für  die  Bestimmung  der  gleich- 
eckigen  Netze  mit  veränderlichen  Symmetrienetzen  die 
Anwendung  der  ersten  Methode  vorzuziehen. 

Diese  beiden  Methoden  sollen  im  folgenden  entwickelt 
und  sodann  auf  die  Bestimmung  der  bezüglichen  Netze  und 
der  zugehörigen  Polyeder  angewendet  werden.  Damit  er- 
fahren diejenigen  Probleme  der  Eugelteilung  auf  zwei  Arten 
ihre  Lösung,  bei  welchen  es  sich  darum  handelt,  alle  Fälle 
zu  ermitteln,  in  welchen  ein  sphärisches  Polygon  nebst 
seinen  kongruenten  oder  symmetrischen  Wiederholungen  eine 
geschlossene  Fläche  bildet,  welche  mehrere  Mal  die  Eug)el- 
fläche  bedeckt. 

3.  Die  erste  Methode  besteht  darin,  die  voUstöndige 
durch  die  Eckpunkte  eines  einfachen  gleicheckigen  Netzes 
bestimmte  sphärische  Figur  zu  untersuchen,  welche  durch 
die  Verbindung  jedes  Eckpunktes  mit  allen  übrigen  erhalten 
wird.  Die  Anordnung  sämtlicher  Punkte  als  Eckpunkte  .von 
regulären  oder  halbregulär -gleicheckigen  .Polygonen,  deren 
Mittelpunkte  die  Endpunkte  der  charakteristischen  Axen,  d.  L 
die  Eckpunkte  des  zugehörigen  gleichflächigen  Symmetrie 
netzes  sind,  ist  für  die  einzelnen  Gruppen  genauer  im  vierten 
und  fünften  Kapitel  behandelt  worden.  Die  Mittelpunkte 
aller  übrigen  durch  die  Eckpunkte  des  einfachen  Netzes  be- 
stimmten, kleinen  Eugelkreisen  einschreibbaren  Polygone 
gruppieren  sich  wiederum  als  Eckpunkte  von  gleicheckigen 
Netzen  derselben  Gruppe. 

Von  diesen  sämtlichen,  durch  die  Verbindungshanpt- 
kreise  des  einfachen  Netzes  bestimmten  j  kleinen  Kugelkreisen 
einschreibbaren  Polygonen  ergeben  nun  alle  diejenigen  in 
einem  Eckpunkte  zusammenstossenden  Polygone,  für  welche 
die  Summe  der  in  diesem  gemeinsamen  Scheitelpunkte  sich 
vereinigenden  Polygonwinkel  360®  oder  ein  Vielfaches  von 
360®   beträgt   und  wobei  die   gleichartigen  in  jenem  £ck> 
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punkte  sich  yereinigenden  Polygone  als  Grenzflächen  dieser 
sphärischen  Ecke  sämtlich  vorhanden  sein  müssen,  wegen 
der  gleichartigen  Beschaffenheit  aller  Ecken  je  ein  gleich- 
eckiges Netz.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  den  in 
einem  solchen  Eckpunkte  zusammenstossenden  Grenzflächen 
umgeschrieben  sind,  bilden  die  Eckpunkte  der  Grenzfläche 
des  zugehörigen  gleichflächigen  Symmetrienetzes. 

4.  Da  für  alle  diejenigen  Polygone  des  gleicheckigen 
Netzes,  deren  Mittelpunkte  die  Endpunkte  der  charakteristi- 
schen Axen  der  betreffenden  Gruppe  sind,  die  zugehörigen 
Symmetrienetze  fest  sind,  so  ergiebt  sich  sofort  zur  Be- 
stimmung dieser  letzteren  Netze  die  oben  erwähnte  zweite 
Methode.  Nach  dieser  hat  man  alle  diejenigen  durch  die 
Endpunkte  der  charakteristischen  Axen  einer  Gruppe  und 
die  Bogen  der  diese  Punkte  verbindenden  Hauptkreise  be- 
stimmten sphärischen  Polygone  aufzusuchen,  deren  Inhalt 
einen  aliquoten  Teil  von  einer  Eugelfläche  oder  von  mehreren 
Eugelflächen  beträgt. 

Die  Hauptkreise,  welche  diese  Endpunkte  der  charak- 
teristischen Axen  verbinden,  sind  einmal  die  Symmetrie- 
hauptkreise, welche  auch  die  Kanten  der  gleichflächigen 
Netze  erster  Art  bilden.  Die  durch  diese  Hauptkreise  be- 
stimmten Grenzflächen  von  gleichflächigen  Netzen  höherer 
Art  stellen  Neben-  oder  Scheitelfiguren  der  Grenzflächen  der 
regulären  und  der  einfachen  gleichflächigen  Netze  dar  oder 
entstehen  durch  Zusammenfassen  mehrerer  dieser  Grenz- 
flächen. Bei  allen  auf  diese  Weise  erhaltenen  gleichflächigen 
Netzen  höherer  Art  entsprechen  also  die  sämtlichen  Kanten 
direkt-symmetrischen  Mittelebenen  und  die  Winkel  einer 
Grenzfläche  betragen  sämtlich  aliquote  Teile  von  360^  (sind 
kommensurabel  mit  n).  Wir  wollen  derartige  feste  gleich- 
flächige Netze  kurz  ali^  solche  mit  direkt-symmetrischen 
Kanten  bezeichnen. 

Andererseits  giebt  es  aber  unter  den  die  Endpunkte 
der  charakteristischen  Axen  verbindenden  Hauptkreisen  — 
und  zwar  bei  den  Netzen  der  zweiten  Hauptklasse  —  auch 
solche,  deren  Ebenen  keine  direkt -symmetrischen  Mittelebenen 
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sind  (z.  B,  die  Hauptkreise  o,  d  der  Hexakisoktaeder-,  die 
Hauptkreise  g^  c,  d  der  Diakishexekontaedergruppe).  Diese 
Hauptkreise  bestimmen  entweder  allein  oder  im  Verein  mit  den 
Symmetriehauptkreisen  ebenfalls  Grenzflächen  von*  festen 
gleichflächigen  Netzen  höherer  Art,  welche  häufig  sogar 
zugleich  gleicheckig  sind.  Die  Winkel  dieser  Grenzflächen 
sind  aber  entweder  gar  nicht  oder  nur  zum  Teil  kommen- 
surabel mit  «]  die  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die 
Kanten  bilden,  sind  keine  oder  nur  zum  Teil  direkte  Sym- 
metrieebenen: wir  wollen  derartige  feste  gleichflächige  Netze 
kurz  als  solche  ohne  direkt- symmetrische  Kanten  oder 
mitteilweise  direkt-symmetrischenKantenbezeichnen. 
Diese  Netze  sind  zugleich  in  den  meisten  Fällen  Polar- 
netze von  Netzen  mit  direkt -symmetrischen  Kanten. 

5.  Bei  jedem  gleichflächigen  Netze  yon  der  ersten  oder 
der  zweiten  Besch&ffenheit  bilden  die  homologen  Punkte 
sämtlicher  Grenzflächen  die  Eckpunkte  eines  zugeordneten 
(speziell  konjugierten)  gleicheckigen  Netzes;  aus  der  je- 
maligen  Beschaffenheit  der  Grenzfläche  ist  zu  entscheiden, 
ob  die  homologen  Punkte  beliebig  im  Inneren  jeder  Grenz- 
fläche oder  nur  auf  einem  Hauptkreisbogen  oder  endlich  nur 
als  ein  bestimmter  Punkt  jeder  Grenzfläche  gewählt  werdoi 
können. 

Die  Art  der  sphärischen  Ecken  und  der  Grenzflächen 
des  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  und  die  Art  dieses 
Netzes  selbst  stimmt  bez.  mit  der  Art  der  Grenzflächen  und 
der  sphärischen  Ecken  des  gleichflächigen  Symmetrienetzes 
und  dessen  Art  überein.  Bei  den  festen  gleichflächigen 
Netzen  mit  direkt -symmetrischen  Kanten  können  die  Grenz* 
flächen  des  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  nur  halb- 
regulär-gleicheckige (speziell  reguläre)  Polygone  sein;  der 
spezielle  Fall  der  regulären  Grenzflächen  liefert  auch  hier 
die  Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen  Netze. 
Dagegen  können  die  halbregulären  Grenzflächen  höherer  Art 
ftir  bestimmte  Lagen  der  Punkte  innerhalb  der  Grenzflächen 
des  Symmetrienetzes  auch  nicht  konvex  werden  (Tei]gL 
§  5,  5.).    Auch  können   einige  Winkel  der  Grenzfläche  des 


i 
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gleichflächigen  Netzes  üb  er  stumpf,  die  Grenzfläche  selbst 
also  nicht  konvex  werden  und  infolgedessen  die  Grenz- 
flachen und  die  sphärischen  Ecken  des  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzes  ebenfalls  zum  Teil  oder  sämtlich  nicht 
konvex  ausfallen.  Diese  letzteren  Fälle  der  nicht  kon- 
vexen Netze  werden  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen 
in  der  Begel  ausgeschlossen  werden.  Ebenso  sollen  auch 
nur  einige  der  wichtigsten  Fälle  der  sogenannten  nicht 
kontinuierlichen  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Netze 
im  folgenden  berücksichtigt  werden,  bei  welchen  ein  Netz 
höherer  Art  sich  aus  mehreren  kongruenten  Netzen  niederer 
oder  erster  Art  zusammensetzt. 

6.  Die  Bestimmung  der  festen  gleichflächigen  Netze  ist 
nach  der  angegebenen  zweiten  Methode  für  die  verschiedenen 
Gruppen  in  einfacher  Weise  ausführbar.  Für  die  Herleitung 
der  festen  gleichflächigen  Netze  mit  direkt-symmetrischen 
Kanten  liesse  sich  auch  ein  dem  im  dritten  Kapitel  be- 
nutzten analoges  Verfahren  anwenden^  indem  man,  wie  bei  den 
regulären  Netzen  höherer  Art  (§  90,  i.),  eine  Relation  zwischen 
den  die  Anzahl  der  Ecken  einer  Fläche,  der  Flächen  einer  Ecke 
und  die  Art  dieser  und  des  Netzes  bestimmenden  Zahlen 
aufstellte.  Man  erhält  als  Bedingungen  dafür,  dass  ein 
sphärisches  n-Eck  der  6**"  Art  mit  den  Winkeln  -4^,  -4^ . ..  -4.« 
so  beschafiPen  sei,  dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein 
die  Kugelfläche  J3-mal  bedeckendes  Netz  bildet,  wobei  in 
jeder  sphärischen  Ecke  Vi  gleiche  Winkel  A{  zusammenstossen, 
deren  Summe  ßt.SQO^  beträgt,  die  folgenden: 

68a)  2;^.~(n-26)180^«--— , 

m 

68/})  Vi.Äfßi.SQO", 

wo  tn  die  Zahl  der  Flächen  des  Netzes  bedeutet. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

69)  m '  ^^ 


227;-(«-2^) 


[vei^l.  66)  in  §  90];  und   es  handelt  sich  nun  darum,  die- 
jenigen positiven  und  ganzzahligen  Werte  der  Zahlen  m,  n. 


446    Siebentes  Eap .  Die  d.  Eugelfläche  mebrf.  bedeck,  etc.  Netze  etc. 

&,  z/i,  ßi  und  B  zu  bestimmen,  welche  dieser  Gleichung  69) 
genügen,  und  dann  festzustellen,  ob  diesen  zusammen- 
gehörigen >  Werten  ein  konstruierbares  gleichflächiges  Netz 
höherer  Art  entspricht.  Bei  dieser  letzteren  Entscheidung 
hat  man  den  in  §  90,  2.  aufgestellten,  für  die  diesen  gleich- 
flächigen Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  giltigen 
Satz  anzuwenden. 

Wiewohl  auf  diese  Weise  in  den  einfacheren  Fällen 
(z.  B.  für  n-»3,  &"»1,  d.  h.  für  die  Dreiecksnetze)  die  Be- 
stimmung der  geforderten  Netze  ohne  Schwierigkeit  ausge- 
führt  werden  kann,  so  gestaltet  sich  doch  die  vollständige 
Durchführung  der  Betrachtungen  nach  dieser  Methode  sehr 
umständlich  y  eben  weil  eine  grosse  Anzahl  von  Losungen 
der  Gleichung  69)  als  für  den  geforderten  Zweck  unbrauch- 
bar auszuscheiden  sind.  Immerhin  kann  die  Eormel  69), 
ebenso  wie  diejenige  64)  in  §  89  als  Eontrolle  für  die 
richtig  festgestellte  Beschaffenheit  der  nach  der  zweiten 
Methode  bestimmten  Netze  mit  Vorteil  benutzt  werden. 

7.  Die  Herleitung  der  veränderlichen  gleichflächigen 
Netze  höherer  Art  ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  unter 
3.  dieses  Paragraphen  besprochenen  ersten  Methode,  nach 
welcher  man  zunächst  durch  Untersuchung  der  vollständigen 
Figur  eines  einfachen  gleicheckigen  Netzes  die  jenen  als 
Symmetrienetzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  höherer 
Art  bestimmt.  Wegen  der  grossen  Zahl  der  für  die  ein- 
fachen gleicheckigen  Netze  der  einzelnen  Gruppen  möglichen 
Verbindungen  der  Eckpunkte  ist  auch  die  Zahl  der  als 
möglich  zu  berücksichtigenden  Fälle,  insbesondere  wenn  auch 
nicht  konvexe  und  nicht  kontinuierliche  Netze  mit  in 
Betracht  gezogen  werden,  eine  sehr  grosse. 

Die  vollständige  Bestimmung  derartiger  gleicheckiger 
Netze  und  der  ihnen  als  Symmetrienetze  entsprechenden  ver- 
änderlichen gleichflächigen  Netze  muss  als  ein  noch  nicht 
gelöstes  Problem  bezeichnet  werden.  Nach  den  Untersu- 
chungen des  Verfassers  ist  es  wahrscheinlich,  dass  die  voll- 
zähligen einfachen  gleicheckigen  Netze  nur  zu  nicht  kon- 
vexen oder  zu  nicht  kontinuierlichen  gleicheckigen  — 
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und  zwar  zugleich  gleichflächigen  —  Netzen  höherer  Art 
und  zu  entsprechenden  gleichflächigen  —  und  zwar  zugleich 
gleicheckigen  —  Symmetrienetzen  höherer  Art  führen. 

Dagegen  ergeben  sich  aus  den  einfachen  hemigo- 
ni sehen  Netzen  der  einzelnen  Gruppen  einmal  solche 
gleicheckige  Netze  höherer  Art,  welche  denen  erster  Art 
analog  sind,  und  damit  entsprechende  gleichflächige  Netze 
höherer  Art,  deren  Eckpunkte^  wie  bei  denjenigen  erster 
Art,  eiue  Kombination  der  Endpunkte  der  charakteristischen 
Azen  mit  den  Eckpunkten  eines  hemigonischen  gleicheckigen 
Netzes  der  betreffenden  Gruppe  darstellen.  Ferner  erhält 
man  aus  den  hemigonischen  Netzen  der  ersten  Art  auch 
solche  gleicheckige  Netze  höherer  Art  mit  veränderlichen 
Symmetrienetzen;  für  welche  es  unter  denen  erster  Art  kein 
4iKftIogon  giebt;  insofern  die  Eckpunkte  der  Symmetrienetze 
eine  Kombination  der  Eckpunkte  von  mehreren  hemigo- 
nischen einfachen  Netzen  darstellen. 

§  92.  Über  die  gleicheckigen  and  die  glelchfläcMgen 

Polyeder  höherer  Art, 

■ 

1.  Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  durchgeftlhrten 
Betrachtungen  folgt,  dass  jedem  gleicheckigen  Netze  höherer 
Art  ein  entsprechendes  gleicheckiges  Polyeder  von  derselben 
Art  (vergl.  §  89,  6.)  ein-  und  ein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  von  derselben  Art  umgeschrieben  werden 
kann.  Beide  Polyeder  entsprechen  sich  polar  in  Beziehung 
auf  die  Kugel  und  es  haben  im  wesentlichen  auch  die  in 
§  7,  8.  und  in  §  17  aufgestellten  Beziehungen  für  die  hier 
in  Betracht  kommenden  Polyeder  und  sphärischen  Netze  ihre 
Geltung.  Ausnahmen  finden  nur  bei  den  nicht  konvexen 
Netzen  und  Polyedern  statt,  auf  welche  hier  nicht  genauer 
eingegangen  werden  soll. 

2.  Es  ist  von  Interesse,  die  beiden  in  dem  vorigen  Para- 
graphen zur  Bestimmung  der  gleicheckigen  und  der  gleich- 
flächigen Netze  höherer  Art  angegebenen  Methoden  auch 
direkt  auf  die  Herleitung  der  gleicheckigen  und  der  gleich- 
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flächigen  Polyeder  höherer  Art  aus   denjenigen  erster  Art 
anzuwenden. 

Zufolge  der  ersten  Methode  hat  man  die  vollständige, 
durch  die  Eckpunkte  eines  einfachen  gleicheckigen  (oder 
speziell  regulären)  Polyeders  bestimmte  Baumfigur  zu  unter- 
suchen,  welche  durch  die  Gesamtheit  der  Ebenen,  welche 
durch  drei  oder  mehr  Eckpunkte  hindurchgehen,  gebildet 
wird.  Diese*  Ebenen  gruppieren  sich  als  die  Grenzflachen 
konzentrischer,  gleiohflächiger  (speziell  regulärer)  Polyeder, 
wobei  die  Centronormalen  dieser  Flächen  zum  Teil  die 
charakteristischen  Axen  der  betre£Fenden  Gruppe,  zum  Teil 
Eckenaxen  konzentrischer  gleicheckiger  Polyeder  derselben 
Gruppe  sind.  Alle  diejenigen  durch  einen  Eckpunkt  gehen- 
den Flächen,  welche  sich,  zu  einer  Ecke  vereinigen,  deren 
Kanten  Verbindungslinien  des  Eckpunktes  mit  .den  Qbrigen 
Eckpunkten  sind  und  bei  Welcher  die  gleichartigen  Flächen 
sämtlich  als  Seitenflächen  vorhanden  sein  müssen,  bestimmen 
die  Ecke  eines  gleicheckigen  —  möglicherweise  auch  nicht 
konvexen  oder  nicht  kontinuierlichen  —  Polyeders  höherer 
Art.  Sind  die  sämtlichen  Seitenflächen  einer  solchen  Ecke 
gleichartig,  so  ist  das  Polyeder  zugleic-h  gleicheckig 
und  gleichflächig. 

Die  zweite  Methode  erfordert  die  Untersuchung  der 
vollständigen,  durch  die  Grenzflächen  dnes  einfachen  gleich- 
flächigen (speziell  regulären)  .Polyeders  bestimmten  Raum- 
flgur,  welche  durch  die  Gesamtheit  der  Schnittpunkte  dieser 
Grenzflächen  gebildet  wird.    Diese  Schnittpunkte  gruppieren 
sich   auf  konzentrischen  Kugeln  als  die  Eckpunkte   gleich- 
eckiger  (speziell  regulärer)  Polyeder  der  betreffenden  Gruppe, 
deren  Eckenaxen  zum  Teil  die  charakteristischen  Axen  der 
Gruppe  sind.    Alle  auf  einer  Seitenfläche  liegenden  Schnitt- 
punkte,  welche    ein    geschlossenes  Polygon    bilden,   dessen 
Kanten   Schnittlinien   der   Ebene   mit  den  flbrigen  Ebenes 
sind  und  bei  welchem  die  gleichartigen  Schnittpunkte  samt- 
lich als  Eckpunkte  auftreten  müssen,  bestimmen  die  Grenz- 
fläche eines  gleichflächigen  Polyeders  höherer  Art,  das  mög- 
licherweise auch  nicht  konvex  oder  nicht  kontinuierlich  sein 
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kann.  Wenn  die  sämtlichen  Eckpunkte  des  Polygons  gleich- 
artig sind,  also  auf  einem  Kreise  liegen,  so  ist  das  ent- 
sprechende Polyeder  zugleich  gleichflächig  und  gleich- 
eckig/      , 

Diese  zweite  Methode  ist  in  ihrer  Anwendung  die  ein- 
fachste und  konstruktiv  am  leichtesten  zu  handhaben;  man 
braucht  nur  auf  einer  Fläche  des  einfachen  gleichflächigen 
Polyeders  die  Spuren  aller  übrigen  Begrenzungsflächen  zu 
konstruieren  und  die  durch  diese  Geraden  und  deren  Schnitt- 
punkte bestimmte  ebene  Figur  in  der  oben  angegebenen 
Weise  zu  untersuchen.  Man  kann  dann  aus  dieser  Figur 
ohne  weiteres  die  Gestalt  der  Grenzflächen  der  möglichen 
Polyeder  höherer  Art,  die  Anordnung  der  Jlcken,  Kanten, 
Doppelpunkte,  Zellen  u.  s.  w.  erkennen.^) 

3.  Die  beiden  unter  2.  besprochenen  Methoden  beruhen 
auf  folgenden  beiden  Eigenschaften  der  gleicheckigen  und  der 
gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art  (vergl.  §  90,  2.  und  3.): 

a)  Die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Polyeders  höherer 
Art  liegen  immer  wie  die  eines  solchen  erster  Art,  während 
die  Grenzflächen  eine  Kombinationsgestalt  von  mehreren 
gleichflächigen  (zum  Teil  auch  regulären)  Polyedern  ein- 
schliessen. 

b)  Die  Flächen  jedes  gleichflächigen  Polyeders  höherer 
Art  schliessen  ein  solches  erster  Art  als  inneren  Kern  ein, 
während  die  Eckpunkte  Kombinationen  der  Eckpunkte  von 
mehreren  gleicheckigen  (zum  Teil  auch  regulären)  Polyedern 
darstellen 

Den  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Poly- 
edern kommen  beide  Eigenschaften  zugleich  zu:  der  innere 
Kern  ist  ein  gleichflächiges,  die  äussere  Hülle  ein  gleich- 
eckiges  Polyeder  erster  Art. 

4.  Während  für  die  gleicheckigen  (und  entsprechend 
die   gleichflächigen)   Polyeder   erster   Art   nur   sehr  wenige 

1)  Vergl.  des  Verf.  Schrieben:  Über  die  zugleich  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder,  S.  10;  —  Über  vier  Archimedeische  Poly- 
ederhöherer Art,  I;  —  Über  Eombinationsgestalten  höherer  Art.  Marb. 
Ber.  1879  S.  100. 

Hess,   Kugelteilnng.  29 
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Kombinationen  der  Flächen  (Ecken)  von  regulären  und  ge- 
wissen einfachen  gleichflächigen  (gleicheckigen)  Polyedern 
zulässig  sind,  wird  für  die  Polyeder  höherer  Art  die  Zahl 
der  zulässigen  Kombinationen  eine  sehr  grosse.  Die  Zahl 
der  möglichen  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder 
höherer  Art  wird  ferner  noch  bedeutend  vermehrt,  wenn 
man  auch  die  hierhergehörigen  nicht  konvexen  Polyeder 
und  diejenigen  mit  diskontinuierlichen  Grenzflächen  und 
Ecken^  sowie  auch  die  konzentrischen  Gruppierungen  der- 
selben Polyeder  in  Betracht  zieht.  • 

Es  möge  genügen,  auf  diese  beiden  Methoden  der 
direkten  Herleitung  der  gleicheckigen  und  der  gleichflachigen 
Polyeder  höhei:er  Art  hingewiesen  zu  haben.  Bei  der  An- 
wendung der  in  §  91  besprochenen  Methoden  der  Bestim- 
mung der  entsprechenden  Netze  höherer  Art  werden  im 
wesentlichen  die  sphärischen  Oentralprojektionen  der  bei  jenen 
Methoden  in  Betracht  kommenden  räumlichen  oder  ebenen 
Figuren  untersucht.  Doch  verdient  dies  Verfahren,  zunächst 
die  sphärischen  Netze  und  aus  ihnen  die  zugehörigen  Poly- 
eder herzuleiten,  in  den  meisten  Fällen  den  Vorzug.  Ins- 
besondere gestattet  dies  Verfahren,  die  Bestimmung  der  ver- 
schiedenen Varietäten  der  einzelnen  Netze  und  Polyeder 
höherer  Art  in  einfacher  und  übersichtlicher  Weise  durch- 
zuführen. 

5.  Die  analytische  Darstellung  der  Netze  und  Poly- 
eder höherer  Art  kann  unter  Anwendung  der  im  fünften  und 
sechsten  Kapitel  gegebenen  Methoden  und  mit  Benutzung 
der  dort  gewonnenen  Resultate  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit 
ausgeführt  werden.  Indem  wir  darauf  verzichten,  diese  Be- 
trachtungen im  einzekien  durchzuführen,  wollen  wir  nur 
darauf  hinweisen,  dass  die  analytische  Behandlung  und  Dar- 
stellung der  vollständigen  Figuren  der  Netze  und  der  yoU- 
ständigen  Raumfiguren  der  Polyeder  'eine  Reihe  von  inter- 
essanten Beziehungen  ergiebt,' welche  auch  für  andere  Dis- 
ziplinen der  Mathematik  von  Bedeutung  sind.  Auch  möge 
hervorgehoben  werden,  dass  die  Arten  und  Varietäten  der 
einfach-   oder   zweifach -veränderlichen   gleicheckigen    Netze 
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analytisch  durch  bestimmte  Intervalle  für  die  Werte  der 
einen  oder  der  beiden  reellen  Yariabeln  bestimmt  werden^ 
von  denen  die  BeschafiFenheit  jener  Netze  abhängt 

6.  In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  nunmehr  die- 
jenigen gleicheckigen  und  gleichfiächigen  Netze  höherer  Art, 
welche  sich  durch  Anwendung  der  besprochenen  Methoden 
ergeben,  nebst  den  entsprechenden  Polyedern  aufgeführt 
werden,  wobei  zunächst  die  Netze  und  Polyeder  der  ersten 
Hauptklasse^  sodann  diejenigen  der  beiden  Ordnungen  der 
zweiten  Hauptklasse  bestimmt  werden.  Wir  beschränken  uns 
hierbei  darauf,  in  jeder  Gruppe  die  nach  der  zweiten  Methode 
erhaltenen  festen  gleichflächigen  Netze  anzugeben  und 
zu  charakterisieren,  da  die  diesen  Netzen  zugeordneten  (bez- 
konjugierten)  gleicheckigen  Netze,  sowie  die  diesen  ein- 
und  umgeschriebenen  gleicheckigen  und  gleichflächigen 
Polyeder  sich  ohne  weiteres  hieraus  ergeben.  Von  den 
nicht  kontinuierlichen  Netzen  und  ebenso  den  nicht 
konvexen  Netzen  der  einzelnen  Gruppen  sollen  immer  nur 
einige  der  wichtigsten  hervorgehoben  werden;  dasselbe  gilt 
Ton  den  veränderlichen  gleichflächigen  oder  den  ihnen 
zugeordneten   gleicheckigen   Netzen   höherer   Art   (vergL 

§  91,  7.). 

7.  Als  eine  kurze  und  charakteristische  Bezeichnung  für 
die  einzelnen  Netze  und  Polyeder  höherer  Art  möge  die 
folgende  gewählt  werden: 

Wenn  ein  gleicheckiges  (gleichflächiges)  Netz  oder  Poly- 
eder der  B^^  Art  ft  v -flächige  Ecken  der  /5*®°  Art  besitzt 
(von  m  w- eckigen  Flächen  der  6***^  Art  begrenzt  ist)  und  von 

w(^)  wW. eckigen  Flächen  der  6<*)*«'*Art, 

^w  n^2)- eckigen  Flächen  der  6(^**^Art,  ...  begrenzt  ist 

(ft(»J  i/CD- flächige  Ecken  der  /J<>)*«''Art, 
^(2)  i/2)- flächige  Ecken  der  /3<«>*«°Art,  ...  besitzt), 

£10  soll  das  gleicheckige  Netz  oder  Polyeder  als: 

^^""^  \  der  B^-  Art, 

^as  gleichflächige  Netz  oder  Polyeder  als: 

29* 
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70/3) 


[^(^> (t/)/»)  +  ftW  (vV^)  +  ...]-eckige8  m (nVFlach 

der  jB**°  Art 
bezeichnet  werden.^) 

In  den  nachfolgenden  Zasammenstellongen  sollen  die 
gleichflächigen  Netze  mit  arabischen  Ziffern,  die  zugehörigen 
gleicheckigen  Netze  mit  gleichen  accentuierten  arabischen 
Ziffern  und  die  entsprechenden  Polyeder  mit  den  in  eckige 
Klammem  geschlossenen  Ziffern  numeriert  werden. 


§  93.   Gleiehfläehige  und  gleicheckige  Netze  höherer 

Art  der  ersten  Uanptklasse. 

1.  unter  den  festen  gleichflächigen  Netzen  der  ersten 
Hauptklasse  giebt  es  nur  solche  mit  direkt  symmeirischen 
Kanten;  denn  sämtliche  Verbindungshauptkreise  der  Eck- 
punkte A,  Ä'  und  Bi,  ^2,  ^3...  [Fig.  6a)  bis  6d)]  des 
einfachen  Netzes  Villa)  [§  18]  sind  Symmetriehauptkreise 
Mit  Benutzung  des  §  5,  6.  angegebenen  Satzes  ergiebt  sich 
sowohl  unter  Anwendung  der  zweiten,  als  auch  der  ersten 
Methode    (§   91),   dass    es   von   einem   (2 +i> +i?)-eckigöi 

1)  Die  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Netze  höherer  Art  noter 
den  im  vorhergehenden  bezeichneten  allgemeineren  Oesichtspnnkteii 
zuerst  betrachtet  und  damit  eine  grosse  Zahl  bisher  nicht  berück- 
sichtigter gleicheckiger  und  gleichfl&chiger  Polyeder  höherer  Art  sa* 
erst  abgeleitet  zu  haben,  darf  wohl  der  Verfaisser  f&r  sich  in  Anspruch 
nehmen.    Die  Archimedeischen  Polyeder  höherer  Art,  welche  gam 
spezielle  FäUe  der  hier  betrachteten  darstellen,  sind  von  Badoureaa 
(1.  c.)  und  J.  Pitsch  (1.  c.)  ohne  Bezugnahme  auf  die  Arbeiten  des 
Verf.  abgeleitet  worden.  J.  Pitsch  hat  die  von  ihm  bis  auf  acht  (die  in 
§  94  mit  22'  und  in  §  95  mit  64',  65'  und  71'  bis  75'  nomerierten)  ^oU- 
stSndig  abgeleiteten  (gleicheckigen)  Archimedeischen  Stempölyeder  anch 
in  Modellen  dargestellt  und  sehr  anschauliche  photogiaphische  Abbü- 
dnngen  seiner  Arbeit  beigefügt.  —  Die  wesentlichen  Fälle  fftr  die  durch 
sphärische  Dreiecke  begrenzten  festen  gleichflächigen  Netze  mit  dirdct- 
symmetrischen  Kanten  finden   sich  in  der  von  Schwarz   in   aeiaer 
Arbeit  (Horch.  Joum.  Bd.  76.  S.  828)  aufgestellten  Tabelle.   Wegen  der 
Bedeutung    dieser    Lösungen    für    die   Theorie    linearer  DifiTeceiilial- ' 
gleichungen  zweiter  Ordnung  vergl.  mau  die  auf  S.  8  citierten  Arbeües 
von  F.  Klein  und  Brioschi. 
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(-  flächigen)   2 .  2p  (3)i  -  Flache   (^  Ecke)   soviel    entsprechende 

Netze  der  g*®*^  Art  giebt,  als  Primzahlen  q  zu  p  von   1  bis 

p—1  existieren. *  Diese  Netze  sind  zufolge  der  Bezeichnung 

70  a)  und  lOß)  in  §  92  als: 

.,       1  [2(i)+p),+i?(2  +  2),+p(2  +  2)J-eckige 

^       \         2. 2i)(3)i- Flache  der  q"^""  Art 
und  entsprechend  als: 

.,.       I  [2(2)+i)),+i>(2+2),+i>(2+2)J-fUchige 
^       \  2.2i)(3)i-Ecke  der  g*^  Art 

darzustellen,  wo  q  eine  Primzahl  zu  j>  von  1  bis  p  —  1  be- 
deutet. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  z.  B.  für 
j)  =  3,  g-2  oder  fiir  jp  =  5,.g«2,  4  [Fig.  6y)]  da^  Netz  1 
aus  2  (bez.  4)  aufeinanderfallenden  gleichflächigen  Netzen 
der  ersten  Art  besteht^  wobei  die  sphärischen  Ecken  mit 
den  Scheiteln  Ä  und  Ä^  als  j}+|9-flächige  der  zweiten  (bez. 
vierten)  Art  zu  betrachten  sind,  «denen  im  zugeordneten 
Netze  V  p  +  p-kantige  2jp-Ecke  der  zweiten  (bez.  vierten) 
Art  entsprechen. 

Wenn  dagegen  q<p  und  nicht  prim  zu  jp  ist,  so  sind 
die  Netze  1  und  1'  diskontinuierlich,  d.  h.  Grup- 
pierungen von  einander  kongruenten,  kontinuierlichen  Netzen 
niederer  Art. 

2.  Die  Netze  1'  hängen,  wie  die  ihnen  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  [1']  und  [1],  von  zwei  Variabein  6a  und 
X  (§18)  ab;  für  x«-|  resultieren  die  höheren  Arten  der 
Netze  VIII'  (§  16),  denen  als  Symmetrienetze  die  Netze  VIII 
höherer  Art  entsprechen.  Von  einem  Netze  VIII',  d.  h» 
einem  (2 -fn)- flächigen  2n-Eck  giebt  es  soviel  (kontinuier- 
liche) entsprechende  Netze  der  q^^  Art,  als  Primzahlen  zu 

n  von  1  bis  — ^ —  für  gerade  ^  und  bis  — x —  für  ungerade 

n  existieren  (§  4,  6.).    Diese  Netze  VIII  und  VIII'  höherer 
Art  sind  als: 

/  [2(n)3-fn(2  +  2)J-eckige  2w(3)i-Flache 


{ 


der  q^  Art 
und  als: 


454    Siebentes  Kap.  Die  d.  Kugelfläche  mehrf.  bedeck,  etc.  Netze  etc. 

^,.       I  [2(n),  +  n(2  +  2)f].flächige  2n(3X.Ecke 
^  *        I  der  q^''  Art 

zu  bezeichnen  [veii^l.  z.  B.  Fig.  5/3);  n«=5,-2  =  2]. 

3.  Um  die  beweglichen  gleichflächigen  und  die  diesen 
zugeordneten  gleicheckigen  Netze  höherer  Art  dieser  ersten 
Hauptklasse  zu  erhalten,*  wendet  man  zur  Bestimmung  dieser 
letzteren  die  in  §  91,  3.  und  7.  beschriebene  erste  Methode 
an^  indem  man  die  vollständige  Figur  des  allgemeinsten 
gleicheckigen  Netzes  VIII"  in  der  angegebenen  Weise  unter- 
sucht. Die  Untersuchung  ergiebt,  dass  die  hierhergehorigen 
konvexen  und  kontinuierlichen  gleicheckigen  Netze  höherer 
Art  ebenso,  wie  diejenigen  erster  Art^  zu  Eckpunkten  Hemi- 
gonieen  der  Netze  VIII"  (bez.  VIII')  haben,  während  die 
Eckpunkte  der  beweglichen  gleichflächigen  Symmetrienetze 
Kombinationen  der  Punkte  A  und  A^  mit  solchen  Hemi- 
j^onieen  darstellen.  Man  erhält  so  folgende  höhere  Arten 
der  Netze  XXV  (§  40)-  XXIV  (§  39),  XVIII'  (§  30): 

I  Sägerandige  [2 (p)<,  +  22)(3)J-f lächige 
^^        1  2i}(4)i-Ecke  der  «*•"  Art, 

f  Kronrandige  [2  0)j  +  2p(3)i]-flächige 
^^        I  2|)(4)i-Ecke  der  g**»"  Art, 

I  Unterbrochen-kronrandige   [2 {pi+Pi\^  + 
^'^         1  2pi(2+2)J-flächige2.2i)i(3)i-Eckederg,*«»Art 

und  entsprechende  gleichflächige  Netze  3,  4,  5. 

Zieht  man  auch  nicht  konvexe  vierflächige  Edcen 
oder  viereckige  Flächen  in  Betracht,  so  erhält  man  auch 
2ahlreiche  nicht  konvexe  Netze  S',  4',  5'  und  S,  4,  5. 

4.  Von  den  konvexen,  aber  nicht  kontinuierlichen 
beweglichen  Netzen  dieser  Klasse  sei  hier  nur  auf  die  Grup- 
pierungen von  kongruenten  rhombischen  (speziell  tetra- 
gonalen)  Sphenoiden  hingewiesen,  welche  sich  ans  den 
ToU*  und  halbzähligen,  einfachen  gleich  eckigen  Netzen  nach 
der  ersten  Methode  leicht  erhalten  lassen. 

5.  Aus  der  vollständigen  Figur  eines  gleicheckigen  Netzes 
Till'  ergiebt  sich  eine  Gruppe  interessanter  nicht  kon- 
nexer,  zugleich  gleicheckiger  und  gleichflächiger  Netze, 
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welche  noch  kurz  erwähnt  werden  möge.  Betrachtet  man 
z.  B.  für  w  — 5  [s.  Fig.  5/J)]  folgende  vier  in  P^  zusammen- 
stossende,  überschlagene  sphärische  Vierecke: 

P   P     P   P 

SO  wird  durch  dieselben  eine  nicht  konvexe  sphärische  Ecke 
mit  den  vier  Kanten  l^P?,  Pi^s)  ^i^9»  ^i^io  gebildet. 
Wird  die  entsprechende  Konstruktion  an  allen  Ecken  des 
Netzes  ausgeführt,  so  resultiert  ein  Netz  mit  zehn  kon- 
gruenten, nicht  konvexen,  vierfiächigen  Ecken  und  zehn  kon- 
graenten,  überschlagenen,  viereckigen  Flächen.  Das  Netz  be- 
deckt nullmal  die  Kugelfläche,  da  der  Inhalt  jeder  Grenz- 
fläche Null  ist. 

Ebenso  ergiebt  sich  eine  ähnliche  Gruppe  derartiger 
Netze  aus  der  vollständigen  Figur  eines  gleicheckigen  Netzes 
XXIV'. 

Der  Verfasser  hat  die  diesen  Netzen  ein-  und  umgeschrie- 
benen, nicht  konvexen  Polyeder,  deren  Oberfläche  und  körper- 
licher Inhalt  gleich  Null  ist,  und  von  denen  die  jeder  Gruppe 
sich  selbst  polar -reziprok  entsprechen,  zuerst  beschrieben^) 
und  für  dieselben  den  Namen  Stephanoide  vorgeschlagen. 

6.  Nur  von  den  Netzen  2'  und  4'  giebt  es  Archime- 
deische  Varietäten;  die  entsprechenden  Polyeder  finden  sich 
bei  Pitsch^)  unter  I  und  IIa),  Hb)  aufgeführt. 

§  94.   Netze  höherer  Art  aus  der  ersten  Ordnung 

der  zweiten  Hauptklasse. 

1.  Um  die  festen  gleichflächigen  Netze  höherer  Art 
aus  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  herzuleiten, 
untersuchen  v^ir  die  durch  die  Verbindung  der  Endpunkte 
A.^  Cy  B  der  charakteristischen  Axen  entstehenden  Figuren. 
[S.  Fig.  13«)  und  28.] 

1)  Marb.  Ber.  1877,  S.  9,  10. 

2)  L  c,  8.  21  und  27. 
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71A) 


71B) 


Die  festen  gleichflächigen  Netze  mit  direkt-symmetri- 
schen Kanten  (§91,  4.)  werden  durch  die  Bogen  der  Sym- 
metriehauptkreise a  und  h  gebildet. 

2.  Was  zunächst  die  derartigen,  durch  Dreiecke  begrenz- 
ten Netze  anlangt,  so  sind  früher  als  mögliche  Netze  erster  Art 
die  beiden  Netze  III  (§  11)  und  IV  (§  11)  mit  einem  regu- 
lären, die  drei  Netze  IX  (§  13),  X  (§  20)  und  XU  (§  22)  mit 
einem  gleichschenkligen  und  das  Netz  XY  (§27)  mit  einem 
ungleichkantigen  Dreiecke  als  Grenzfläche  erhalten  worden. 
Als  entsprechende  Netze  höherer  Art  ergeben  sich  die  in 
den  folgenden  beiden  Tabellen  71 A)  und  71B)  aufgeführten: 

Feste  gleiohfläohige  Netze  höherer  Art  mit  direkt- 

symmetrisohen  Kanten. 

A)  Grenzfläche:  Ein  gleichschenkliges  DreiecL 


VOBBtr  dtf  V«tMI. 

C'4C.C,(Fig.7/f) 
ä\C,C^{  „    8a) 
C^A^A^  (  „  18a) 

«1 

«»? 
180«— 2^ 

90« 

a,=a, 

180«— ij 
180«-i7 

Ay 

ISO« 

90« 

180« 

A^^A, 

120« 
120« 

185« 

/'C»)(»)^^ 

4(S)i 

6(4)i 
8(3), 

/«(»)(0,i 

6  oder  IX, 

7ii.7a)od.X«a.X»a) 
8  oder  XU, 

4(«)i     1 
8(6)..     : 
6(8),     2 

ii  J 

ii  7 


Die  Grenzflächen  von  6,  7  und  8  sind  die  an  die  Basis 
anstossenden  Nebendreiecke  der  gleichschenkligen  Grenz- 
flächen von  IX,  X  und  XII.  Die  Eckpunkte  der  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netze  6',  7'  und  8'  sind  auf  dem  S3rni- 
metriehauptkreise  der  gleichschenkligen  Dreiecke,  die  Eck- 
punkte der  7a)  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  7"  inner- 
halb der  Dreiecke  von  7a)  beweglich;  in  beiden  Fällen  können 
auch  nicht  konvexe  Varietäten  entstehen.  Nur  Ton  ^ 
giebt  es  eine  Archimedeische  Varietät  (der  das  Polyeder 
XIV  bei  Pitsch  entspricht). 

B)  Grenzfläche:  Ein  ungleichkantiges  Dreieck. 


VUBM 

dii  VetMi. 


Onaiflleht 

(Fig.  18«). 


0  od.  XY» 

10  „    XV, 

11  n    XV„ 
M  .*   X. 

18  .,  xn« 


A^  Ci  B^ 

AiC  ^B^ 
A^C  4^4 

C,  A^  Aj 


Ol 

186« 

180«— 1/ 

^1 

46« 

^ 

At 

90« 

/«(»)(0^ 
«(8), 

»(6). 

11(4»,  545,5 

90«— ij 

120« 

90«4-i7 

46« 

180«— 1? 

185« 

60« 

90" 

6(6), 

«(6), 

12(^    *►*   ^ 

90«+ »7 

135« 

V 

186« 

120« 

90« 

6(8), 

8(6), 

12(4^  ^  " 

217 

*1 

180«- 1? 

w« 

60« 

120«,    6(4), 

8(6)j 

8W,    «   < 

90« 

n 

180«— i? 

60« 

45« 

135« 

8(6), 

6(8H 

6(8]b    4^  * 
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Die  Grenzflächen  von  9,  10,  11  sind  die  Nebendreiecke 
der  Grenzfläche  Yon  XY^  die  Grenzflächen  von  12  und  13 
bez.  die  an  einen  der  Schenkel  anstossenden  Nebendreiecke 
der  gleichschenkligen  Grenzflächen  von  X  und  XII.  Die 
Eckpunkte  der  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  9',  10',  11', 
12'^  18'  sind  innerhalb  der  Dreiecke  der  Symmetrienetze  be- 
weglich; nur  von  10'  und  18'  giebt  es  eine  Archimedeische 
Varietät  (yergl.  bei  Pitsch  unter  X  und  IX). 

3.  Von  hierhergehörigen  diskontinuierlichen  Drei- 
ecksnetzen mögen  nur  die  folgenden  Erwähnung  finden: 

a)  Das  durch  die  beiden  einander  konjugierten,  regu- 
lären Tetraedemetze  III  gebildete  Netz^  welchem  als  ein- 
und  als  umgeschriebenes  Polyeder  die  sogenannte  Stella 
octangula  Keplers  entspricht; 

b)  das  durch  sechs  aufeinander  liegende  reguläre  Okta- 
edemetze  IV  gebildete  Netz^  dessen  zugeordnetes  gleich- 
eckiges  Netz  im  allgemeinen  ein  System  von  sechs  sich 
regelmässig  kreuzenden  (2 -f- 2 +  2) -flächigen  2. 4 -Ecken  IV" 
(§  18;  4.)  darstellt,  dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines 
Netzes  XV'  zusammenfallen; 

c)  das  diskontinuierliche  Netz,  dessen  Grenzfläche  z.  B. 
A^B^Bq  [Fig.  13  a)]  ist  und  welches  aus  drei  sich  regelmässig 
kreuzenden  (2 -f  4) -eckigen  8 -Flachen  (Oktaedern)  besteht, 
während  das  zugeordnete  gleicheckige  Netz  aus  drei  sich 
kreuzenden  (2 +  4) -flächigen  8-Ecken  IV'  (§  16,  7.)  besteht, 
dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines  Netzes  X'  übereinstimmen. 

4.  Als  feste  gleichflächige  Vierecksnetze  erster  Art 
mit  direkt  -  symmetrischen  Kanten  sind  früher  das  reguläre 
Hexaedernetz  VI  (§  11),  das  Rhombendodekaedernetz  XIX 
und  XlXa)  [§  32]  und  das  von  symmetrischen  Vierecken 
begrenzte  Netz  XXI  (§  35)  erhalten  worden.  Von  derartigen 
(konvexen  und  kontinuierlichen)  Vierecksnetzen  höherer 
Art  ergeben  sich  die  folgenden: 

f  das  [6(4)i  +  8(3),.f  6(8)J-eckige  24(4)i-Flach 
^  I  der  vierten  Art, 

dessen   Grenzfläche   z.  B.  A^Ä^C\Ä^   [Fig.   13a)]    ist,   bei 
welcher: 
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^1^8-=  ^8^1  =  90^   A^C\^C\A^^ti  ist-, 

die  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  14'  sind 
auf  der  Diagonale  A^C\  beweglich;  es  existiert  eine  Archi- 
medeische  Varietät  (der  bei  Pitsch  das  Polyeder  HI  ent- 
spricht). 

Ferner  erhält  man  zwei  Yon  symmetrischen  (sphärischen) 
Paralleltrapezen  begrenzte  Netze,  nämlich  ein: 


{ 


[8  (6),  +  12  (4)J  -  eckiges    24  (4X  -Flach 


^  der  zweiten  Art 

[Grenzfläche  z.  B.  B^B^C^C^  Fig.  13a), 

B^^B^^dO^,  Ci-(78-120^ 

5^5^  =  90^  C2(7i  =  180«-2i?,   B,C^^CiB^^iiO^--fi]; 

und  ein: 

iß^       I  [6(8^8 +  8(6),]-eckiges    24(4)i. Flach 
^1  der  fünften  Art 

[Grenzfläche  z.  B.  A^Äj^C^C^  Fig.  13«), 

^,-^8=135^   C,  =  (7,-120«; 

Die  Eckpunkte  yon  15'  sind  auf  den  Kanten  A^B^^  die- 
jenigen von  16'  auf  den  Kanten  A^C^B^  beweglich;  es  exi- 
stieren keine  Archimedeischen  Varietäten. 

Endlich  resultiert  noch  ein  viertes  derartiges  Vierecks- 
netz 17,  dessen  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz  17'  ein: 

„,        j  f8(6),  +  8(6),]-flächige8   24(4X-Eck 
'       \  der  vierten  Art 

ist,  dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines  Netzes  X'  zusammen- 
fallen. Das  Symmetrienetz  17  wird  durch  vier  aufeinander 
fallende  Hexaedemetze  VI  gebildet,  so  dass  in  jedem  Eck- 
punkt C  zwei  (3-1-3) -flächige  sphärische  Ecken  der  zweiten 
Art  vorhanden  sind.^) 

1)  Vergl.  Marb.  Ber.  1879,  S.  102. 


i 
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Ausserdem  existieren  noch  zahlreiche,  hierhergehörige, 
nicht  konvexe  Vierecksnetze,  aufweiche  aber,  ebenso  wie 
auf  die  Fünfecksnetze,  von  denen  es  keine  konvexen  Arten 
giebt,  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 

5.  Was  sodann  die  festen  gleichfiächigen  Netze  mit  teil- 
weise direkt-symmetrischen  Kanten  anlangt  (§  91,  4.), 
so  ergeben  sich  dieselben  durch  Anwendung  der  zweiten 
Methode  und  zwar  zumeist  als  Polarnetze  der  bisher  abge- 
leiteten. Wir  fahren  die  folgenden  (kontinuierlichen  und 
konvexen)  derartigen  Netze  auf: 

I  das  [6 (4+4)3  +  12(4+24- 2)3]. eckige  48(3)i-Flach 
^^^  l  der  15*«"  Art. 

Dieses  Netz  ist  das  Polarnetz  zu  dem  Netze  XY  (vergl. 
§  49,  2.);  seine  Grenzfläche,  z.  B.B^B^A^  (Fig.  28),  als  Polar- 
dreieck des  Hexakisoktaederdreieckes  ^iC^B^y  hat  die  Winkel 
und  Kanten: 

JBe-180<>-i?,   ^5-90^  +  1?,   ^«135^ 
JBß^3  =  90«,  ^3^3  =  135^  B^B^^  120^. 

Die  dritte  Kante  B^B^  gehört  dem  Hauptkreise  c^  an^  dessen 
Ebene  keine  direkte  Symmetrieebene  ist,  während  die  beiden 
anderen  Kanten  den  Symmetriehauptkreisen  a^   und  h^  an- 
gehören; die  Kanten  des  Netzes  18  werden  also  durch  die 
drei  Hauptkreise  a,   die  sechs  Hauptkreise  h  und  die  vier 
Hauptkreise  c  gebildet.     Dem  Netze  kommen  aber  auch  die 
dreizähligen  Axen  OC  zu,  wiewohl  dieselben  keine  Ecken- 
axen  des  Netzes  bilden.     Die  Eckpunkte   des   zugeordneten 
Netzes  18'  sind   auf  dem  Halbierungskreise  C^B^   (d^  des 
Winkels  Ci  im  Polardreieck  A^C^B^  beweglich,  sie  sind  also 
Eckpunkte  bestimmter  Varietäten  [vergl.  20  d')  in  §67,9d)] 
der  Netze  XV;  dem  Mittelpunkte  des  diesem  Dreiecke  ein-, 
also   dem   Dreiecke  B^B^A^  umgeschriebenen  Kreises    ent- 
spricht die  konjugierte  Varietät  der  Netze  18'.    Die  ent- 
sprechenden^ den  Netzen  18'  ein-  und  umgeschriebenen  Poly- 
eder [18']  und  [18]  stellen  Kombinationen  der  Flächen  eines 
Sexaeders    und    Rhombendodekaeders,    bez.  der    Eckpunkte 
eines  Oktaeders  und  Kubooktaeders  dar. 
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Ein  zweites  ähnliches  Netz  ist  das  Polarnetz  des 
Netzes  10  oder  XV^  [Tabelle  71 B)],  nämlich  das: 

I  [6  (4  -P  4)3  +  12  (4  +  4)1]  -  eckige   48  (3),  -  Flach 
\  der  dritten  Art. 

Die  Grenzfläche,  z.  B.  S^B^A^  (Fig.  28),  als  Polardrei- 
eck des  Dreieckes  A^C\B^^  hat  die  Winkel  und  Kanten: 

B.^fl,    B,^90^''ri,    ^2-135<>; 

Für  dieses  Netz  19  und  die  demselben  zugeordneten 
Netze  19'  ergeben  sich  analoge  Eigenschaften,  wie  die  oben 
für  das  Netz  18  abgeleiteten. 

Von  hierhergehörigen  nicht  kontinuierlichen  Netzen 
seien  die  beiden  folgenden  erwähnt: 

d)  Das  Polarnetz  des  Netzes  X  (vergl.  §  49  und  §  50, 2.), 
dessen  Grenzfläche  B^B^B^  (Fig.  28),  als  Polarfigur  von 
C^C^A^^  die  Winkel  und  Kanten  hat: 

B,B,  -  90»,  B,B,  -  B^B,  =  120«. 

Dies  Netz  ist  eine  Gruppierung  von  sechs  tetrago- 
nalen  Sphenoidnetzen,  bei  welcher  in  jedem  Eckpunkte 
B  die  Scheitel  zweier  sphärischen  Ecken  zusammenfallen. 
Die  Eckpunkte  des  konjugierten  Netzes  sind  die  Eck- 
punkte der  Archimedeischen  Varietät  eines  Netzes  X'  [§  20 
Formel  21y)]; 

e)  das  Polarnetz  des  Netzes  13  oder  XII^  [71B)], 
dessen  Grenzfläche  A^B^B^  (Fig.  28),  als  Polarfigur  von 
C^A^Aiy  die  Winkel  und  Kanten  hat: 

^3-90«,    53-180^-1?,  ^,-1?; 

B^B^-' 120'',  ^4^8-135«,  432?3-45«. 

Dies  Netz  stellt  ein  System  von  sechs  kronrandigen  (2+4)- 
eckigen  2.4-Flachen  XVIII  (Skalenoedem)  dar,  bei  welchem 
in  jedem  Eckpunkte  A,  sowie  in  jedem  Eckpunkte  B  zwei 
Ecken  zusammenfallen.  Die  Eckpunkte  der  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  sind  auf  dem  Bogen  B^  C^  (d[,o)  be- 
weglich. 
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6.  Als  veränderliche  (bewegliche)  gleichflächige  Netze 
erster  Art  sind  früher  die  Netze  XXIII  (§  38),  XXIX  (§  45), 
XXVIII  (§  44)  und  XXVI  (§  42)  erhalten  worden.  Die 
Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gleicheckigen 
Netze  stellen  bestimmte  Hemigonieen  von  vollzähligen  Netzen 
dieser  Ordnung  dar. 

Die  Anwendung  der  ersten  Methode  (§  91,  7.)  auf  die 
verschiedenen  einfachen  hemigonischen  Netze  der  einzelnen 
Gruppen  ergiebt  den  Netzen  XXIII',  XXIX',  XXVIH'  und 
XXVI'  analoge  Netze  höherer  Art,  welche  aber  meistens 
nicht  konvex  sind.  Man  überzeugt  sich  hiervon  auch  da- 
durch, dass  man  die  Grenzflächen  der  zugehörigen  gleich- 
flächigen Symmetrienetze  analog,  wie  bei  denen  erster  Art, 
durch  Kombination  der  Endpunkte  der  charakteristischen 
Axen  mit  den  Eckpunkten  hemigonischer  Netze  der  Gruppe 
bildet.  Diese  Grenzflächen  erhalten  meistens  zum  Teil  über- 
stumpfe Winkel.  Verbindet  man  z.  B.  die  Eckpunkte  A^  C,  B 
der  Grenzflächen  der  Netze  9,  10,  11  [Tabelle  71 B)]  mit 
den  drei  Punkten,  welche  zu  einem  im  Inneren  der  Grenz- 
fläche liegenden  Punkte  in  Beziehung  auf  die  Kanten  sym- 
metrisch liegen,  so  erhält  man  den  Netzen  XXVI  analoge 
Fünfecksnetze  höherer  Art;  bei  dem  ersteren  aber  ist  der 
Winkel  bei  Cg  —  240®,  bei  dem  zweiten  der  Winkel  bei 
-4i  — 270^,  bei  dem  dritten  endlich  sind  beide  Winkel  bei 
A^  und  C\  überstumpf 

Dagegen  giebt  es  von  jedem  der  drei  Fünfecksnetze 
XXIX,  XXVni  und  XXVI  je  eine  konvexe  Art,  bei  welcher 
die  Grenzflächen  konvexe  Sternfünfecke  sind.  Die  Grenz- 
fläche eines  solchen  Netzes  XXIX  wird  z.  B.  durch  die 
successive  Verbindung  der  Punkte: 

CtL',L,C^L',  (Fig.  27) 
erhalten.    Das  Netz  ist  ein: 

20)       I  8(3)i  +  12(2  +  l)J-eckige8    12(5),-Flach 
I  der  siebenten  Art. 

Ebenso  erhält  man  ein  dem  Netze  XX V 111  analoges: 
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21.        j  [8 (3),  + 12(1 +  l  +  l)i]- eckiges    12(5),-Flach 
^        l  der  siebenten  Art, 

von  welchem  das  Netz  20  einen  besonderen  Fall  bildet, 
welches  selbst  das  reguläre  Netz  VII7  [Formel  67)  in  §  90] 
als  ganz  speziellen  Fall  ergiebt.  Endlich  existiert  auch  eia 
dem  Netze  XXVI  analoges: 

99^        f  [6(4),  +  8(3),+24(l  +  l  +  l)J-eckiges 
^^^        1  24(5)2-Flach  der  13*^«»  Art, 

Die  zugeordneten  Netze  20',  21',  22',  sowie  die  entspre- 
chenden Polyeder  lassen  sich  leicht  erhalten.  (Die  Archi- 
medeische  Varietät  von  22'  fehlt  bei  Ktsch.) 

7.  Auf  diejenigen  gleicheckigen  Netze,  für  welche  die 
Eckpunkte  der  Sjmmetrienetze  eine  Kombination  der  Eck- 
punkte von  mehreren  hemigonischen  einfachen  Netzen  dar- 
stellen, soll  nicht  eingegangen  werden. 

Ebenso  sei  aus  der  grossen  Zahl  der  hier  möglichen 
diskontinuierlichen  Netze  auch  nur  auf  die  schon  mehr- 
fach erwähnten  Gruppierungen  yon  rhombischen  (bez.  tetra- 
gonalen)  Sphenoidnetzen  hingewiesen.  Aus  dem  allgemeinsten 
Netze  XV'  ergeben  sich  drei  Systeme  von  je  zwölf  tetra- 
gonalen  und  vier  Systeme  von  je  zwölf  rhombischen 
Sphenoidnetzen;  die  besonderen  Anordnungen  für  die  speziellen 
und  für  die  hemigonischen  Netze  dieser  Ordnung  können  aus 
den  allgemeinen  hergeleitet  werden. 


§  95.   Netze  höherer  Art  ans  der  zweiten  Ordnung 

der  zweiten  Hanptklasse« 

1.  Die  Zahl  der  in  die  zweite  Ordnung  der  zweiten 
Hauptklasse  gehörigen  gleichflächigen  und  gleicheckigen  Netze 
höherer  Art  ist  eine  sehr  grosse;  wir  beschränken  uns  daranf, 
im  folgenden  hauptsächlich  die  konvexen  und  kontinnierlidien 
festen  gleichflächigen  Netze  höherer  Art  anzugeben. 

2.  Die  festen  gleichflächigen  Netze  mit  direkt- 
symmetrischen Kanten   ergeben   sich   sämtlich  aus  der 
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Tollständigen,  durch  die  15  Symmetrieliauptkreiae  i^...6,j 
gebildeten  sphärischen  Figur  [tergl.  für  die  folgeudeD  Be- 
trachtungen inabesoodere  die  Fig.  14a),  29)  und  30)];  die 
Eckpunkte  dieser  Netze  sind  die  Endpunkte  G,  C,  B  der 
charakteristischen  Axen. 

3.  Von  hierhergeh&rigen  Dreiecksnetzen  sind  bereits 
froher  als  m^liche  Netze  erster  Art  das  Netz  V  (§  12) 
mit  einem  regulären,  die  beiden  Netze  XI  (§  21)  und  XIII 
(§  23)  mit  einem  gleichschenkligen,  das  Netz  XVI  (§  28) 
mit  einem  ungleichkantigen  Dreiecke  als  Grenzfiäche  und 
endlich  das  reguläre  Netze  V,  der  siebenten  Art  [Formel  67) 
in  §  90]  erhalten  worden.  Die  Anwendung  der  zweiten 
Methode  auf  die  oben  bezeichnete  vollständige  Figur  liefert 
zunächst  folgende  von  gleichschenkligen  Dreiecken  be- 
grenzte Netze  höherer  Art  mit  direkt -symmetrischen  Kanten: 
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Die  Grenzflächen  dieser  Netze  sind  Nebendreiecke  der 
Grenzflächen  dei^'enigen  Netze,  welche  in  der  zweiten  Kolumne 
unter  Vergl.  angegeben  sind.  Von  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzen,  deren  Eckpunkte  auf  dem  Sjmmetriehanpt- 
kreise  der  gleichschenkligen  Dreiecke  beweglich  sind,  wobei 
aach  nicht  konvexe  Varietäten  entstehen  können,  giebt 
es  nur  von  23',  34',  26'  und  30'  Archimedeische  Varietäten, 
welchen  bei  Pitsch  bez.  die  mit  VI,  XVII,  XIX  und  XX 
numerierten  Polyeder  entsprechen. 

Als  feste  Dreiecksnetze,  dereo  Grenzfläche  ein  ungleich- 
Isantiges  Dreieck  ist,  werden  die  in  der  folgenden  Tabelle 
caufgefilhrten  erhalten: 
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Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netze  sind  innerhalb  der  Dreiecke  der  Symmetrie- 
netze beweglich;  nur  von  den  Netzen  S6',  89',  42'  giebt  es 
Archimedeische  Varietäten  (vergl.  bei  Pitsch  unter  XIII, 
Xn,  XI). 

4.  Das  System  von  fünf  regulären  Oktaedernetzen, 
dessen  Eckpunkte  die  30  Punkte  B  sind  (§  74,  2.),  bildet 
ein  hierhergehöriges  diskontinuierliches  Netz;  das  ihm  kon- 
jugierte System  von  fünf  regulären  Hexaedemetzen  (§  74,  2.), 
bei  welchem  in  jedem  Punkte  C  zwei  Eckpunkte  zusammen- 
fallen^  bildet  dagegen  ein  festes  diskontinuierliches  Netz 
ohne  direkt- symmetrische  Kanten,  welche  den  Hauptkreisen 
d  angehören  [yergl.  11.  f)  dieses  Paragraphen]. 

5.  Als  feste  gleichflächige  Yierecksnetze  erster  Art 
mit  direkt  -  symmetrischen  Kanten  haben  wir  früher  das 
Rhombentriakontaedemetz  XX  (§  33)  und  das  Netz  XXII 
(§  36)  erhalten.  Es  ergeben  sich  nun  zunächst  zwei  Bhom- 
bennetze  höherer  Art,  deren  zugeordnete  gleicheckige 
Netze  ebenfalls,  wie  das  Netz  XX',  feste  Netze  darstellen. 
Das  erste  dieser  Rhombennetze  ist  das: 

50  oder  XX,)    |  [12(5), +  20 (S),] -eckige   30(4),.Flach 
'^    l  der  siebenten  Art, 

dessen  Grenzfläche,  z.  B.  G^C^fffiC^^  die  Kante  90^ —  (ip-'if) 
und  die  Winkel  ö^ «  G'« ^  144^  C^^ 0^^120^  hat  und  für 
welche  [vergl.  42)  in  §  31]: 

P=54ö,    li(i)-90«-9?,  2?(»)-900-^ 
ist. 

Das  diesem  zugeordnete  feste  gleicheckige  Netz, 
nämlich  das: 

50'  oder  XX',)  |  [15(5).  +  20(3)J-fl8cMge    30(4),.Eck 

^^  I  der  siebenten  Art, 

-wird  durch  die  sechs  Hauptkreise  g  gebildet  und  von  zwölf 

iregulären  Fünfecken  der  zweiten  Art  (z.  B.  B^B^^B^B^B^^ 

mit  den  Winkeln  2q>  und  von  20  regulären  Dreiecken  (z.  B. 

^jjBjgjB'J  mit  den  Winkeln  180^  —  29  —  die  gemeinsame 

JKante  beträgt  108^  —  begrenzt. 

Hess,  Kugelteilimg.  30 
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51  oder  XXg) 


Das  zweite  Rhombennetz  höherer  Art  ist  das: 

[12(5X  +  12(5)J-eckige    30(4),-Flach 
der  dritten  Art; 

die  Grenzfläche  desselben,  z.  B.  G^  G^  G\  G^y  hat  die  Eant« 
2(p,  die  Winkel  G^ -(?'«- 72«,  Gg^G,- 144<>;  ausserdem 
ist  P=«30^,  Bo)-90<>-9?,   JB(2)-g>. 

Das  diesem  zugeordnete  feste  gleicheckige  Netz,  nam- 
lieh  das  * 

51' oder  XX')  1  [12 (5). +  12 (5),] -flächige   30 (4),- Eck 

*    l  der  dritten  Art, 

wird  durch  die  zehn  Hauptkreise  c  gebildet;  seine  Grenz- 
flächen, deren  gemeinsame  Kante  60^  beträgt,  sind  zwölf 
reguläre  Fünfecke  erster  Art  (z.  B.  B^B^B^^B^^B^  mit  den 
Winkeln  180^  —  2^  und  zwölf  reguläre  Fünfecke  zweiter  Art 
(z.  B.  B^B^B^qB^B^^)  mit  den  Winkeln  2^. 

Die  diesen  beiden  Netzen  50'  und  51'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  hat  der  Verfasser  zuerst  abgeleitet  und 
beschrieben^);  sie  finden  sich  bei  Pitsch  mit  XVI  und  XV 
numeriert. 

6.  Als  feste,  von  symmetrischen  Vierecken  begrenzte 
Netze  höherer  Art  erhält  man  die  folgenden: 

73) 


dM  HttlM. 


OttBlfUlOht. 


Aj  A^sbA^Ai 


A^A^^^A^A^ 

90*»— V' 
9 
X 
X 

X 

90«— (y— 1/;) 

90«+(93  — V') 


72° 
720 

1440 

144" 

144'' 

72« 


120° 
144° 
144° 
120° 
120° 
120° 
120P 
120° 
120° 


Ä^^A^ 

90° 
90° 

laop 

108° 
144° 
108° 
144° 
60° 
120° 


/"C»)W^ 


12(5), 

"(6)1 
12(5), 
12(5), 
12(6), 
12(5), 

12(5)i 
12(5), 

12(6). 


iU(«)(r)^U(«)(»)^ 


12(5), 
12(6), 
20(8). 
20(S), 
20(8), 
20(8), 
20(8), 
»(8), 


80<D. 
S0(4\ 
80l«W 

Man 

12(l*i. 
lS(l«ii 
12  (1<^ 

10  (TK 


Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netze  sind  auf  der  Symmetriediagonale  der  Vi»-ecke 
beweglich;   Archimedeische  Varietäten   giebt  es   Ton  5S\ 


^  ♦ 


1)  Über  Tier  Arcbimedeische   Polyeder    höherer   Arl 
Cassel  1878,  Th  Kay. 
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68',  55',  57',  59'  (die  entsprechenden  Polyeder  finden  sich  bei 
Pitsch  bez.  unter  V,  VIE,  IV,  VII,  XVIII). 

Die  zahlreichen  nicht  konvexen  Vierecksnetze  sollen 
hier  nicht  berücksichtigt  werden. 

7.  Die  bereits  früher  bestimmten,  von  regulären 
Fünfecken  begrenzten  Netze  sind  das  Netz  VII  (§  12)  erster 
Art  und  die  Netze  VII^,  Vj  (oder  VII'j),  Y\  (oder  VHj) 
höherer  Art  [67)  in  §  90]. 

Als  (konvexe  und  kontinuierliche)  feste  Netze  höherer 
Art,  welche  von  symmetrischen  Fünfecken  erster  oder 
zweiter  Art  begrenzt  werden,  erhält  man  die  fiuf  S.  468 
unter  74)  aufgeführten. 

Die  Eckpunkte  der  zugeordneten  gleicheckigen  Netze 
sind  auf  dem  Symmetriekreisbogen  der  Fünfecke  beweglich; 
nur  von  den  Netzen  64'  und  65'  existieren  Archimedeische 
Varietäten  (fehlen  bei  Pitsch). 

Ausserdem  giebt  es  zahlreiche,  von  nicht  konvexen 
Fünfecken  begrenzte  Netze. 

8.  Von  den  festen  gleichfiächigen  Netzen,  welche  von 
Sechsecken  begrenzt  sind,  ist  nur  das  folgende,  einzig  kon- 
vexe aufzuführen,  nämlich  das: 

l  [12(5),  +  20(3)J. eckige   60(6)i:Flach 
^      \  der  zweiten   Art. 

Die  Grenzfläche,  z.  B.  G^iC^G^aC^^rgC/,,  ist  ein  gleichkantiges 
Sechseck  mit  abwechselnd  gleichen  Winkeln.  Die  Kante 
beträgt  x^  die  drei  gleichen  Winkel  mit  den  Scheiteln  G 
und  C  betragen  bez.  144^  und  120^;  das  zugeordnete  gleich- 
eckige Netz  hat  zu  Eckpunkten  die  Mittelpunkte  C  der  den 
Sechsecken  eingeschriebenen  Kreise  und  ist  ein  Archime- 
d  ei  sehe  8  Netz  (vergl.  bei  Pitsch  unter  XXI). 

9.  Was  sodann  die  festen  gleichflächigen  Netze 
mit  teilweise  direkt-symmetrischen  Kanten  anlangt 
^§  91,  4.)y  welche  durch  Anwendung  der  zweiten  Methode 
zu  erhalten  sind,  so  ergeben  sich  dieselben  ebenfalls  zumeist 
als  Polarnetze  der  bisher  abgeleiteten.  Der  Verfasser  hat 
als  hierhergehörige  konvexe  und  kontinuierliche  Netze 
jiur  vier  von  Dreiecken  begrenzte  erhalten,  welche  zugleich 
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gleicheckig  und  gleichflächig  sind  und  denen  je  ein 
zugleich  gleichflächiges  und  gleicheckiges  Netz  kon- 
jugiert ist.  Diese  Netze  und  die  entsprechenden  Polyeder 
sind  vom  Verfasser  genauer  in  einer  Schrift^)  abge].eitet  und 
beschrieben  worden;  es  möge  daher  hier  genügen,  diese 
Netze  kurz  zu  charakterisieren. 

Die  zwei  ersten  dieser  Netze  sind  von  60  gleichschenk- 
ligen Dreiecken  begrenzt  und  haben  20  neunflächige  Ecken 
mit  den  Punkten  G  als  Eckpunkten,  die  beiden  anderen  sind 
von  120  ungleichkantigen  Dreiecken  begrenzt  und  haben  30 
zwölfflächige  Ecken  mit  den  Punkten  B  als  Eckpunkten. 
Man  kann  daher  auch  diese  Netze  unter  Anwendung  der 
ersten  Methode  aus  den  durch  die  Eckpunkte  C  oder  die 
Eckpunkte  B  bestimmten,  vollständigen  sphärischen  Figuren 
erhalten. 

I.  Das  erste  dieser  Netze  ist  als: 

20(3  +  2.3)8-eckiges  60(3)i-Flach  der 


{ 


^^^       »  fünften  Art 

zu  bezeichnen;  seine  gleichschenklige  Grenzfläche,  z.  B.  C^G^C^^ 
hat  die  Basis  Ci(7g-»2^,  welche  dem  Hauptkreise  5^5  ange- 
hört, und  die  Schenkel  G^C\'^O^Gi^2yi^  welche  bez.  den 
Hauptkreisen  (^21  und  d^^  angehören.  Die*  15  Hauptkreise  h 
bilden  also  die  direkt -symmetrischen  Kanten,  während  die 
durch  die  30  Hauptkreise  d  gebildeten  Schenkel  keine  direkt- 
symmetrischen Kanten  sind.     Für  die  Winkel  erhält  man: 

cotg^ip 


C\-2l, 


eosi  — 


2ß  +  f-1200; 


2>/2  ' 

in  jeder  der  neunflächigen  Ecken  der  zweiten  Art  stossen  je 
drei  Winkel  C'g  und  je  sechs  Winkel  Cj  zusammen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 

j  20(3  +  2.3),-flächige   6p(3)i-Eck' der 
^'       \  fünften   Art 


1)  Über  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflachigen  Polyeder. 
Kassel  1876,  Th.  Kay. 
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hat  zu  Eckpunkten  die  Mittelpunkte  der  den  Flächen  von 
67  umgeschriebeilen  Kreise;  diese  Punkte  sind  die  Eckpunkte 
der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  XXII'  [veigL 
52/J)  in  §  36,  33g)  in  §  76  und  36A)  in  §  78].  Dasselbe 
hat  60  gleichschenklig- dreiflächige  Ecken  und  ist  von  20* 
Neunecken  der  zweiten  Art  begrenzt.  Die  Kanten  dieses 
Netzes  werden  ebenfalls  durch  die  15  Hauptkreise  b  und 
die  30  Hauptkreise  d  gebildet;  die  Kanten  bestimmen  sich  aus: 


tang\K\ 


1 


cos^g) 


1 


tang\  K\  « tang\  JST'j  —  y2tang^<p] 

in  jedem  Neuneck  treten  drei  Winkel  2^'  und  sechs  TVinkel 
t'  +  fi'  auf,  für  welche: 

^    ,_tow£^^  ^5,f__[^,    2g' +  6' -180« 
2}/2  4s«n*9 

ist 

II.  Das  zweite  dieser  Netze  ist  als: 

j  20(3  +  2.3X-eckiges  60(3)i-Flach  der 
^^^       I  25-*«'^  Art 

zu  bezeichnen;  seine  gleichschenklige  Grenzfläche,  z.  B. 
C'e  CjoA,  hat  die  Basis  C'^  Cj^«  180®~  2^,  welche  dem  Haupt- 
kreise &!  angehört  und  die  Schenkel  C10C7  —  C^  C'g  — 2ij, 
welche  bez.  den  Hauptkreisen  d^  und  d^  angehören. 

Für  die  Winkel  erhält  man: 

fang^<p 


C^  -2'^, 


COSd" 


2^  +  ««240<^: 


2^2 

in  jeder  der  neunflächigen  Ecken  der  yierten  Art  stossen  je 
drei  Winkel  C7  und  je  sechs  Winkel  C\  zusammen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 

j  20(3  +  2.3X-flächige  60(3X-Eck   der 
^'^      1  25«*«»  Art, 

hat   zu   Eckpunkten   diejenigen    einer    bestimmten  Varietät 
eines  Netzes  XI'  (f—  -7— ^»  5—1  vergl.  §  78,  7.)  und  wird, 
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wie  das  Netz  68,  durch  die  15  Hauptkreise  b  und  die  30 
Hauptkreise  d  gebildet.  Die  Kanten  der  60  gleichschenklig- 
dreiflächigen Ecken  und  der  neunflächigen  Flächen  der  vierten 
Art  bestimmen  sich  aup: 

in  jedem  Neuneck  treten  drei  Winkel  2d'^  und  sechs  Winkel 
O-'  +  a"  auf,  für  welche: 

ist. 

III.  Das  dritte  dieser  Netze  ist  als: 

I  30(4  +  4  +  4)3-eckig^e8  2.60(3X-Flach 
^^^        I  der   15*^«^  Art 

zu  bezeichnen;  seine  Grenzfläche,  z.  B.  ^^B^B\^^  ist  das 
Polardreieck  zu  der  Grenzfläche  G^C^B^  des  Netzes  86 
[Tabelle  72 B)].    Von  ihren  Kanten 

gehört  die  Kante  B^   B^   —    72«  dem  Hauptkreise  g^  an, 

B     R'    «-190®  r 

80  dass  das  Netz  von  den  15  Symmetriehauptkreisen  b  und 
ausserdem  von  den  sechs  Hauptkreisen  g  und  den  zehn 
Hauptkreisen  c  gebildet  wird.    Die  Winkel  sind: 

5'j^«90«-^,  jB^_900  +  ^^  ^^«900_(g,-.^)^ 

von  denen  je  vier  in  jeder  der  zwolfflächigen  Ecken  der 
dritten  Art  zusammenstossen.  ^ 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 

_.     j  30(4  +  4  +  4)3-flächige   2.60(3),.Eck 
^^^     \  der   15*«"  Art, 

wird  durch  die  Hauptkreise  df,  6,  f  gebildet  und  hat  zu 
Eckpunkten  diejenigen  einer  besonderen  Yarietät  eines  Netzes 

XVI'  ff--— -ii ,    s^- ^-7=r,  vergl.§  78,10.). 

\      l/5(2]/5-l)«  (11-31/5)         K   «      '     ; 
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Die  Kanten  der  2.60  dreiflächigen  Ecken  und  der  zwölf- 
eckigen  Flächen  der  dritten  Art  bestimmen  sich  aas: 

in  jedem  ZwölfecSe  treten  je  4  Winkel: 

auf,  welche  sich  aus: 

^^'i^o^/ä  '  2    '     cose'^''—r^tangg)Sinq>, 
2Yostn^g)  2y2 

cosb;  -  -i  y^^^^'    b\  +  e',  +  «',  - 180» 

ergeben. 

IV.  Das  vierte  dieser  Netze  ist  als: 

1  30(4  +  4  +  4)ß-eckiges  2;60(3X-Plach 
^^^       1  der   45«*««^  Art 

zu  bezeichnen;  seine  Grenzfläche,  z.  B.  SiiB\^Bi^,  ist  das 
Polardreieck  zu  der  Grenzfläche  OiC^B^  des  Netzes  XVL 
Von  ihren  Kanten 

gehört  die  Kante  B^^B\^-^\A4?  dem  Hauptkreise  g^  an, 

i«   111 

so  dass  auch  dieses  Netz  von  den  15  Symmetriehauptkreisen 
h  und  ausserdem  von  den  sechs  Hauptkreisen  g  und  den 
zehn  Hauptkreisen  c  gebildet  wird.     Die  Winkel  sind: 

-Bi8-1800-^,   JBii«-180«-<p,   B'i4  =  180^~X) 
von   denen  je  vier  in  jeder    der  zwölfflächigen   Ecken  der 
fünften  Art  zusammenstossen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 


'> 

1» 

w 

B\,B,^^  \20^ 

n 

w 

« 

?J 

» 

^i%B^i  -  90® 

)) 

V 

70')      ( 


30(4  +  4  +  4)j-flachige    2.60(3X-Eck 

der   45'*~  Art 
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wird,  wie  das  Netz  69',  durch  die  Hauptkreise  d,  e^  f  ge- 
bildet und  hat  zu  Eckpunkten  diejenigen  der  Archimedei- 
sehen  Varietät  eines  Netzes  XVI'  [vergl.  §  78,  lOb.)]. 

Die    Kanten    der    2.60   dreiflächigen   Ecken    und    der 

^^  * 

zwblfeckigen  Flächen  der  fünften  A.rt  bestimmen,  sich  aus: 

1  t/3 

,       ,  ^,       2  T/5  +  3 

in  jedem  Zwölfecke  treten  je  vier  Winkel: 

auf,  welche  sich  aus: 

cos»\^^^^         ,    cos^'^^-——cotg(pcos(p, 
2yocos*tp  2T^2 

^      3T/5 
ergeben. 

Wegen  weiterer  Eigenschaften  dieser  Netze  und  der 
zugehörigen  Polyeder  sei  auf  die  citierte  Schrift  des  Ver- 
fassers verwiesen. 

10.  Die  Polarfigur  der  Grenzfläche  G^B^G^B^  des  Netzes 
53  [Tabelle  73)],  nämlich  das  Viereck  B^^B^B^B^^,  führt 
ebenfalls  zu  einem  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen 

'  Netze,  welches  durch  die  Hauptkreise  h  und  g  gebildet  wird. 
Dieses  Netz  ist  von  60  symmetrischen  Vierecken  begrenzt 
und  hat  30  (2 -{-2 +  4) -flächige  Ecken  dritter  Art,  so  dass 
es  15 -mal  die  Eugelfläche  bedeckt.  Doch  sind  diese  acht- 
flächigen Ecken,  ebenso  wie  die  achteckigen  Grenzflächen 
des  konjugierten  Netzes  nicht  konvex. 

11.  Von  hierhergehörigen  nicht  kontinuierlichen 
Netzen  mögen  die  folgenden  Erwähnung  finden,  deren  Kanten 
sämtlich  nicht  direkt-symmetrisch  sind: 

f)  das  schon  mehrfach  erwähnte  System  von  fünf 
Netzen  VI,  dessen  Eckpunkte  die  Punkte  C  sind  und  dessen 
Kanten  durch  die  Hauptkreise  d  gebildet  werden  (vergl.  4. 
dieses  Paragraphen); 

30* 
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g)  ein  System  Yon  30  sich  kreuzenden  rhombischen 
Spbenoidnetzen  XYII,  dessen  Eckpunkte  die  Punktet 
sind  und  bei  welchem  in  jedem  Efckpunkte  B  sich  die 
Scheitel  von  vier  Ecken  vereinigen; 

h)  ein -System  von  fünf  Eubooktaedernetzen  XIX, 
dessen  Eckpunkte  die  Punkte  D  sind; 

i)  zwei  Systeme  von  je  fünf  Netzen  V3  undVfj  mit  den  Eck- 
punkten F^  welche  beiden  Systeme  sich  polar  entsprechen.^) 

12.  Als  einziges  veränderliches  gleichflächiges  Netz 
erster  Art  ist  früher  das  Pentagonhexekontaedernetz 
XXYII  (§  43)  erhalten  worden,  dessen  zugeordnetes  gleich- 
eckiges Netz  XX Vn'  als  gyroidische  Hemigonie  von  dem 
vollzähligen  Netze  XVI'  sich  ergab. 

um  die  entsprechenden  Netze  höherer  Art  zu  erhalten^ 
kann  man  einmal  die  vollständige^  durch  die  Eckpunkte  des 
Netzes  XXVIF  gebildete  Pigur  nach  der  ersten  Methode 
(§  91,  7.)  untersuchen.  Andererseits  kann  man  aber  aach 
die  Grenzflächen  der  zugehörigen  gleichflächigen  Symmetrie- 
netze durch  Kombination  der  Endpunkte  der  charakteristischen 
Axen  mit  den  Eckpunkten  des  Netzes  XXYII'  bestimmen. 
Beide  Arten  der  Untersuchung  ergeben  zwar  zahlreiche 
nicht  konvexe  derartige  Netze,  doch  erhält  man  auch 
zwei  konvexe  gleichflächige  Netze,  welche  von  Fünfecken 
erster,  und  drei  konvexe  Netze,  welche  von  Fünfecken 
zweiter  Art  begrenzt  sind.     Es  sind  dies  die  folgenden: 

[das  [12(5,)  +  20(3X-f  60(3)J-eckige  60(5X-Flach 
l  der  siebenten  Art 

hat  das  Fünfeck  G.P^C^P^P^^  [Fig.  14a)  und  25/J)]  zur 
Grenzfläche,  welche  entsteht,  wenn  die  Eckpunkte  des  Drei- 
ecks Gy^C^B^^  der  Grenzfläche  des  Netzes  84  [Tabelle  72 B)], 
mit  den  zu  dem  Punkte  P^^  in  Beziehung  auf  die  Kanten 
symmetrisch  liegenden  Punkten  P^ ,  Pgj,  P^g  verbunden  werben. 

Das 

f  [12(5J-f  12(5,)-f  60(3,)].eckig£   60 (5),. Flach 

1  der  dritten  Art 


1)  Vergl.  Marb.  Ber.  1878,  S.  16—23. 
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hat  das  Fünfeck  G^P^qG^P^iPh  zur  Grenzfläche.  Dieselbe 
entstellt,  wenn  die.  Eckpunkte  des  Dreiecks  G^G^fB^^  der 
Grenzfläche  des  Netzes '38  [Tabelle  72B)],  mit  den  zu  dem 
Punkte  Pji  in  Beziehung  auf  die  Kanten  symmetrisch  liegen- 
den Punkten  P^o,  P^iT-^is  verbunden  werden. 

Die  drei  Yon  Stemfunfecken  der  zweiten  Art  begrenzten 
Netze  sind  den  Netzen  XXVII',  71  und  72  analog;  es  sind 
die  folgenden: 
.3        I  das   [12(5X  +  20(3),  +  60(3)J. eckige   60(5),- 

^       l  Flach  der  31*^  Art, 

.-        I   das  [12(5),  +  20(3X  +  60(3)J-eckige  60(5),- 
^       1  Flach  der  37*«°  Art/ 

^^        1   das  [12(5X  +  12(5),  +  60(3)J-eckige    60(5),- 
\       .  Flach  der  33*«'»  Art. 

Die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze,  sowie  die  ent- 
sprechenden Polyeder  sind  leicht  zu  erhalten;  auch  giebt  es 
von  sämtlichen  Archimedeische  Varietäten  (fehlen  bei 
Pitsch). 

13.  Aqs  der  grossen  Zahl  der  hier  möglichen  diskon- 
tinuierlichen Netze  seien  ilur  die  Systeme  von  je  30. 
rhombischen  Sphenoiden  hervorgehoben,  deren  Eckpunkte 
mit  denen  eines  Netzes  XVI'  zusammenfallen.  Entsprechend 
den  im  §  74  [Formeln  29  a)]  hervorgehobenen  fänf  Gruppen 
giebt  es  bei  jedem /Netze  XVl'  fünf  derartige  Systeme. 

14.  Zum  Schlüsse  sei  darauf  hingewiesen  ^  dass  die  nach 
Analogie  der  in  der  ersten  Abteilung  des  sechsten  Kapitels 
durchgeführten  Betrachtungen  zu  bewirkende  Darstellung  der 
gleicheckigen  Netze  höherer  Art  durch  binäre  Formen  zu 
weiteren  interessanten  Resultaten  führen  dürfte.^) 

1)  Diese  Daratellung  ist  für  einige  Fälle  bereits  von  F.  Klein, 
Mathein.  Ann.  XII,  S.  525  und  526  und  von  Puchta,  1.  c.,§6  gegeben 
worden  und  zwar  durch  die  rationale  Transformation  einer  Ikosaeder- 
(bez.  Oktaeder-)  Gleichung  in  eine  zweite. 
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